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RESUMEN

Entre los afios 2017 y 2022, se identificé una tendencia de bajo rendimiento académico en el area del
Algebra Lineal I, lo que ocasioné un 24% de reprobados en un total de 205 estudiantes en la
carrera de matemdtica de la ESPOCH, por lo tanto, el objetivo de la siguiente investigacion fue
utilizar la teoria APOE para una primera representacion de la forma de ensefiar los valores y vectores
propios de las matrices asociadas a las transformaciones lineales en la carrera de matemadtica
de la ESPOCH, mediante una descomposicién genética. La investigacion es en el drea matemdtica
educativa, de tipo cuantitativo a nivel explicativo, la revisidn sistemadtica de literatura se enmarca en un
enfoque cuantitativo, segiin un meta-analisis, asi, se actualizo, hasta el 2023 la “Revisién sistematica
de la teoria APOE en los ultimos semestres de la carrera de matematica de la ESPOCH”. Ademas, se
evidencié las descomposiciones genéticas de la teoria APOE al Algebra Lineal y, mediante la
similaridad de Israel Lerman se determinaron los escenarios de aplicacion de la teoria APOE al
Algebra Lineal en la carrera de matemitica de la ESPOCH, finalmente se adapté la
descomposicion genética del articulo Scopus_014, posteriormente se creé el curso en Moodle por el
Grupo de Investigacién Ciencia de Datos (CIDED) para el 4 semestre, utilizando la metodologia
(PACIE), que abarca Presencia, Alcance, Capacitacién, Interaccidn, E-learning, los resultados
cuantitativos se generd con el software libre R, donde se utiliz6 el test de U Mann-Whitney para
comparar las medianas de los grupos experimentales y de control. En ese contexto, se concluyé que
no hubo suficiente evidencia para rechazar la hipdtesis nula respecto a la variable diagndstica y prueba,
con un nivel de confiabilidad del 95 %, es as{, se recomienda para futuras investigaciones un colectivo

de estudio mas amplio.

Palabras clave: <TEORIA APOE>, <REVISION SISTEMATICA>, <ALGEBRA LINEAL>,
<AUTOVECTORES Y AUTOVALORES>, <MATRIZ ASOCIADA>, <TRANSFORMACION
LINEAL>, <DIDATICA DE LA MATEMATICA>, <SIMILARIDAD DE ISRAEL LERMAN>.
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ABSTRACT

Between 2017 and 2022, a trend of low academic performance in the Linear Algebra I
course was identified, resulting in a 24 % failure rate among 205 students in the Mathematics
Program at ESPOCH. Consequently, the objective of the present research was to use the APOE
(Action-Process-Object-Schema) theory for an initial representation of the teaching methodology for
eigenvalues and eigenvectors of matrices associated with linear transformations in the
Mathematics Program at ESPOCH, through genetic decomposition. This research falls within the
domain of mathematics education and adopts a quantitative, explanatory approach. The systematic
literature review is framed within a quantitative perspective, incorporating a meta-analysis. Thus, an
updated “Systematic Review of APOE Theory in the Final Semesters of the Mathematics Program
at ESPOCH” was conducted up to 2023. Furthermore, all genetic decompositions of the APOE theory
in Linear Algebra were documented then through Israel Lerman’s similarity measure, and the application
scenarios of APOE theory in Linear Algebra within the mathematics program at ESPOCH were
determined. Finally, the genetic decomposition of the Scopus_014 article was adapted. Thereafter, the
course was created in the Moodle platform by the Data Science Research Group (CIDED) for the
fourth semester, employing the PACIE methodology (Presence, Scope, Training, Interaction, E-
learning). Quantitative results were generated using the free software R, and the Mann-Whitney test
was used to compare the medians of the experimental and control groups. In this context, it is
concluded that there was insufficient evidence to reject the null hypothesis in relation to the
diagnostic variable and test with a 95 % confidence level. Therefore, it is recommended to use a larger

study collective for future research.

Keywords: <APOE THEORY>, <SYSTEMATIC REVIEW>, <LINEAR ALGEBRA>,
<EIGENVECTORS AND EIGENVALUES>, <ASSOCIATED MATRIX>, <LINEAR
TRANSFORMATION>, <MATHEMATICS DIDACTICS>, <ISRAEL LERMAN SIMILARITY>
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INTRODUCCION

El Algebra Lineal se caracteriza por su naturaleza abstracta, lo que representa un desafio
significativo para los estudiantes al intentar comprender conceptos matemadticos que carecen de
representacion visual directa. Dentro de estos conceptos se destacan las Transformaciones Lineales, que
son fundamentales para la disciplina pero a menudo dificiles de visualizar. Este obstidculo en la
educacién matematica requiere enfoques didacticos innovadores que faciliten la comprension de tales
abstracciones. Lo que nos ha llevado a la implementacién de la teorfa APOE, la cual se dicta en la
asignatura Diddactica de la Matemaética a partir del sexto semestre, (Unidad Profesional) con cédigo

MATTP30 en la carrera de Matemdtica de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH).

La teoria APOE es una teorfa constructivista que se originé en el trabajo de Jean Piaget (1952) y fue
adaptada por el profesor Ed Dubinsky (1991) para describir como se construye el conocimiento
matemdtico. En la implementacion de esta teoria implica la creacién de un modelo tedrico para el
andlisis, conocido como descomposicidn genética. Este modelo, aunque no es el tinico, proporciona una
descripcion detallada de como se forma un concepto matematico de interés. La descomposicién genética
es la base del ciclo de investigaciéon y culmina con su validacién. Segin Dubinsky, su teoria
considera cinco tipos de abstracciones reflexivas: interiorizacién, coordinacién, reversion,
encapsulacion y desencapsulacion. Se dice que estos tipos son mecanismos mentales que dan lugar a

estructuras llamadas acciones, procesos, objetos y esquemas

A través de la teoria APOE, se propuso el modelo de ensefianza conocido como el ciclo ACE:
(Actividades, Discusion en clase y Ejercicios). Para la plataforma Moodle, se utiliz6 la metodologia
PACIE: (Presencia, Alcance, Capacitacion, Interaccion, E-learning). La similaridad propuesta por
Israel Lerman provee una herramienta valiosa que, a través de la representacion grafica de
dendrogramas (4rboles de similaridad), exhibe variables afines y la estructura jerarquica subyacente. Esto
permite visualizar, mediante un dendrograma, las distintas relaciones asimétricas entre variables
y sus clases, facilitando asi la generacién de nuevas hipdtesis para descomposiciones genéticas en
investigaciones futuras. El interés de esta investigacion es ‘“La teoria APOE y el Algebra Lineal
en la carrera de Matemadtica de la ESPOCH, aplicada a los Valores y Vectores Propios de las

Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales™.

En la ESPOCH atin no se ha establecido una metodologia para ensefiar los conceptos de los Valores



y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales, a través de una
descomposicién genética. Este tema pertenece al curso de Algebra Lineal IT que se encuentra en
la Unidad N.” 2 de su respectivo silabo. Ademds se corroboré que las actas de calificaciones del
tercer parcial de la carrera de Matemética de la ESPOCH, donde se ensefian las Transformaciones
Lineales - subdrea del Algebra Lineal I, Unidad N.” 4, tienen un promedio total de 5.6 /10 entre los
afios 2017 hasta 2022.

Por consiguiente, se planteé la necesidad de realizar una investigaciéon con un disefio
pre-experimental, en la que se empled una lectura cientifica de la teoria APOE en relacién con
las Transformaciones Lineales. Esto facilité la identificacion de todos los contextos de aplicacion
en el curso de Algebra Lineal Iy II de la carrera de Matematica de 1a ESPOCH. A su vez, por
cambios de la malla curricular en el afio 2020, se pudo evidenciar que la materia de Algebra Lineal
I dej6 de ser impartida en el primer semestre de la carrera. Con estos cambios, en la actualidad la
materia se encuentra en la malla curricular de tercer nivel, mientras que Algebra Lineal II al cuarto
nivel. Ademads, a través de la similaridad de Israel Lerman, se promovi6 la investigacién de nuevas

propuestas de descomposiciones genéticas.

El siguiente Trabajo de Integracion Curricular se estructurd en cinco capitulos. El Capitulo 1 aborda
la problemadtica que motivo la investigacion, esbozando los objetivos que orientaron su progreso.
Ademds, se argumenta la necesidad de investigaciones sobre la ensefianza de los Valores y Vectores
Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales, mediante una descomposicién
genética. El Capitulo 2 introduce el marco tedrico que proporciond los conocimientos fundamentales
para la investigacién, con un enfoque en la teoria APOE y las Transformaciones Lineales. El
Capitulo 3 detalla la metodologia que se aplicé en el desarrollo del Trabajo de Integracién Curricular,

con especial atencidn en el campo de la educacién matematica.

El capitulo 4, se presentan los resultados obtenidos en este trabajo de investigacion:

1. Actualizacién de La Revision Sistematica de la teoria APOE en el area de la matematica hasta

el 2023.

2. Los Escenarios de aplicacién de la teoria APOE al Algebra Lineal y detallar todas las

descomposiciones genéticas.

3. Escenarios de aplicacion a la carrera Matemadtica de la ESPOCH, por medio de la similaridad de

Israel Lerman.



4. Resultados obtenidos de aplicar la descomposicion genética al 4 semestre de la carrera de

Matematica de la ESPOCH.

El capitulo 5, se presentan los resultados finales, conclusiones y recomendaciones obtenidas en el
desarrollo de la investigacion. Para concluir, presentamos las referencias correspondientes que
emergieron de la investigacion. Estas referencias son fundamentales para validar los hallazgos y
proporcionar un contexto adicional para el trabajo realizado, de esta manera se generé un documento
dirigido a los investigadores en el drea de la matemadtica educativa, ya que en los tltimos 9 afios se han
centrado en aplicar la teorfa APOE en diferentes dreas de la matemdtica y se pueda promover la

aplicacion experimental por los trabajos de titulacién de la carrera de Matematica de la ESPOCH.

Observacion. El siguiente vinculo contiene los respaldos de toda la informacién para el desarrollo de
este Trabajo de Integracién Curricular, se encuentra organizada por carpetas para su acceso y
almacenada en el drive, con el siguiente link: https://drive.google.com/drive/folders/ITW8Y61VAjh_
tBFOtT5d2CH_nZmQsuq7jx?usp=drive_link


https://drive.google.com/drive/folders/1W8Y61VAjh_tBF9tT5d2CH_nZmQsuq7jx?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1W8Y61VAjh_tBF9tT5d2CH_nZmQsuq7jx?usp=drive_link

CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION
1.1. Planteamiento del problema

Segtn el “Plan de estudios de la carrera de matematica” de la ESPOCH, y por cambios de la malla
curricular del 2020, para recibir la asignatura de Algebra Lineal I (Unidad bésica) tercer semestre
con su cédigo MATTP18, se debe aprobar las materias de: Matemadtica (Unidad Bdsica), primer
semestre con su c6digo MATTBOS y Algebra Superior (Unidad bésica) segundo semestre con su

codigo MATTBI11.

Se toma en cuenta que las bases de los conocimientos académicos de los primeros niveles en
Algebra Lineal I, deben ser fundamentales para la secuencia de un aprendizaje adecuado, y no se
produzca un bajo rendimiento en los niveles siguientes; ya que, en la malla curricular de la carrera
de matematica de la ESPOCH, existen materias secuenciales que necesitan de Algebra Lineal I,
tales como: Algebra Lineal II (Unidad Profesional), cuarto semestre con su c6digo MATTP20,
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (Unidad Profesional), cuarto semestre con cédigo MATTP21

y Andlisis Funcional (Unidad Profesional), séptimo semestre con c6digo MATTP36.

En la ESPOCH, especificamente en la carrera de matemdtica, se identificé un bajo rendimiento
académico en la materia de Algebra Lineal I entre los afios 2017 hasta 2022. Este andlisis se
realizé en un grupo total de 205 estudiantes, de los cuales el 24 % no logré aprobar. El promedio
general obtenido fue de 6.7/10. Estos datos se obtuvieron de las actas de calificaciones de la carrera
de matemadtica, como se verificé en la Tabla 1-1. Se encuentra con més detalle en el siguiente
enlace: https://drive.google.com/drive/folders/1dvimdsPhFhbfK8e Y GE9dWPXxSh34gUx- ?usp=

drive_link, se clasificaron por periodos académicos entre los afios 2017 hasta 2022.


https://drive.google.com/drive/folders/1dvlmdsPhFhbfK8eYGE9dWPXxSh34gUx-?usp=drive_link
https://drive.google.com/drive/folders/1dvlmdsPhFhbfK8eYGE9dWPXxSh34gUx-?usp=drive_link

Tabla 1-1: Estudiantes Aprobados - Reprobados de la materia de Algebra Lineal I, entre los afios 2017 hasta 2022

DATOS GENERALES
Materia: Algebra Lineal I
| 2017-2018 | 2018 | 2018-2019 | 2019 | 20192020 | 2020 | 2020-2021 | 2021 | 20212022 | 2022 |
APROBADOS | 13| 34| 22| 22| 23| 32| 4 | | | 5| T.APROBADOS | 155
REPROBADOS | 1| 9] 9o 3] 6| 16 | 0 | | | 6 | LREPROBADOS | 50
PROMEDIO | 648655 | 611|851 653]656| 792 | | | 509 | T.PROMEDIO | 6,72
Estudiantes 205 ‘
Porcentaje de reprobados 24,39 ‘ 24 %

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Como se aprecia en la Tabla 1-1, desde la creacidn de la carrera de matematica en la ESPOCH - Riobamba, se han registrado 10 periodos académicos desde 2017
hasta 2022, con un total de 205 estudiantes. Se verificé que faltan datos de dos periodos académicos, especificamente de los afios 2021 y (2021 —2022). De los
estudiantes matriculados, 155 han aprobado, 50 han reprobado, lo que representa una tasa de reprobacion del 24 %. El promedio general alcanzado es dé 6,72/10.
Estos datos son registros de la materia de Algebra Lineal I. Disponible en: https://docs.google.com/spreadsheets/d/13Mj8RIgrxr]-yW2gvPmrErpBBPLkadUj/edit?
usp=sharing&ouid=109900342582328389854 &rtpot=true&sd=true.


https://docs.google.com/spreadsheets/d/13Mj8RJgrxrJ-yW2gvPmrErpBBPLkadUj/edit?usp=sharing&ouid=109900342582328389854&rtpof=true&sd=true
https://docs.google.com/spreadsheets/d/13Mj8RJgrxrJ-yW2gvPmrErpBBPLkadUj/edit?usp=sharing&ouid=109900342582328389854&rtpof=true&sd=true

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Utilizar la teoria APOE para una primera representaciéon de la forma de ensefiar las

Transformaciones Lineales en la carrera de matematica de la ESPOCH, mediante una

descomposicion genética.

1.2.2. Objetivos especificos

Ampliar la Revisién Sistemdtica de la teoria APOE mediante la base de datos especializadas

hasta el afio 2023, para actualizarla.

Analizar todas las aplicaciones de la teoria APOE al Algebra Lineal, para luego detallar todas las

descomposiciones genéticas.

Determinar los escenarios de aplicacién de la teorfa APOE al Algebra Lineal en la carrera
de matemética de la ESPOCH mediante la similaridad de Israel Lerman, para promover la

investigacién de nuevas propuestas de descomposiciones genéticas.

Aplicar el escenario de las Transformaciones Lineales en la carrera de matematica de la ESPOCH

y asi representar una forma de enseflanza por medio de la descomposicién genética.

Socializar los resultados de la aplicacion de la teoria APOE del escenario de las Transformaciones
Lineales mediante cédlculos cuantitativos, para promover la aplicaciéon experimental por los

trabajos de titulacion de la carrera de matematica de la ESPOCH.

1.3. Justificacion

La teorfa APOE, originada en la teoria constructivista de Jean Piaget y expandida por el matemadtico

Ed Dubinsky, se basa en la abstraccion reflexiva. Dubinsky formul6 una teoria sobre cdmo se

aprenden y ensefian las matematicas. De la tesis “Revision sistemdtica de la teoria APOE en los

ultimos semestres de la carrera de matematica de la ESPOCH” (Aldas Castro, 2022). Identificaron

a esta teoria como el drea principal de estudio, con un 22 % de los articulos relacionados con la

teoria APOE al Algebra Lineal, segtin la respuesta a la pregunta de investigacién (PI10). Estos

articulos constituyeron la fundamentacién para la eleccién del drea de Algebra Lineal como foco

de la investigacién. A continuacién, se enumeran:



10.

11.

12.

13.

14.

. DIALOGO ENTRE LAS TEORIAS APOE Y TAD (Trigueros, 2019).

. IMPULSIVE AND REFLECTIVE STUDENTS’ UNDERSTANDING TO LINEAR

EQUATIONS SYSTEM: AN ANANALYSIS THROUGH APOS THEORY (Rachmawati y Siswono,

2020).

. ANALYSIS OF STUDENTS’ UNDERSTANDING FOR THE CONCEPT OF MATRIX RANK

BASED ON APOS THEORY (Inganah, 2018).

. EVOLUCION EN EL ESQUEMA DEL CONCEPTO TRANSFORMACION LINEAL. UNA

MIRADA A TRES INTERPRETACIONES DESDE LA TEORIA APOE (Maturana et al., 2015).

. TEACHING EIGENVALUES AND EIGENVECTORS USING MODELS AND APOS

THEORY (Salgado y Trigueros, 2015).

. EL APRENDIZAJE DE ESPACIOS VECTORIALES EN ALGEBRA: UNA MIRADA DESDE LA

TEORIA APOE (Montenegro, 2018).

. DOES THE USE OF APOS THEORY PROMOTE STUDENTS’ ACHIEVEMENT IN

ELEMENTARY LINEAR ALGEBRA? (Amawa et al., 2021).

. LA COMPRENSION DE LA RECTA DESDE LA TEORIA APOE (Sudrez Gil et al., 2021).

. LEARNING THE CONCEPT OF EIGENVALUES AND EIGENVECTORS: A

COMPARATIVE ANALYSIS OF ACHIEVED CONCEPT CONSTRUCTION IN LINEAR
ALGEBRA USING APOS THEORY AMONG STUDENTS FROM DIFFERENT
EDUCATIONAL BACKGROUNDS (Schirmer y Altieri, 2019).

ESTUDIO SOBRE LA CONSTRUCCION COGNITIVA DE LA MATRIZ DE CAMBIO DE
BASE EN TERMINOS DE LA TEORIA APOE (Mendoza et al., 2021).

ESTRUCTURAS MENTALES QUE MODELAN EL. APRENDIZAJE DE UN TEOREMA
DEL ALGEBRA LINEAL: UN ESTUDIO DE CASOS EN EL CONTEXTO UNIVERSITARIO

(Roa y Parraguez, 2017).

PRE-SERVICE MATHEMATICS TEACHERS’ MENTAL CONSTRUCTIONS WHEN USING
CRAMER’S RULE (Ndlovu y Brijlall, 2019).

CONSTRUCCION COGNITIVA DEL ESPACIO VECTORIAL R? (M. Rodriguez Jara et al., 2018).

CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS MENTALES PARA EL APRENDIZAJE DEL
TEOREMA MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL (Trigueros Gaisman et

al., 2015).



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

MENTAL CONSTRUCTIONS IN LINEAR ALGEBRA (Oktag, 2019).

AN APOS ANALYSIS OF SOLVING SYSTEMS OF EQUATIONS USING THE INVERSE
MATRIX METHOD (Kazunga y Bansilal, 2020).

COGNITIVE CONSTRUCTION OF THE SOLUTION SET OF A SYSTEM OF LINEAR
EQUATIONS WITH TWO UNKNOWNS (M. A. Rodriguez Jara et al., 2019).

ESTRUCTURAS MENTALES PARA MODELAR EL APRENDIZAJE DEL TEOREMA DE
CAMBIO BASE DE VECTORES (Parraguez et al., 2016).

MATRIX MULTIPLICATION AND TRANSFORMATIONS: AN APOS APPROACH (Figueroa

etal., 2018).

CONSTRUCCION DE LOS OPERADORES LINEALES DIAGONALIZABLES CON BASE
EN LA TEORIA APOE (Mendoza et al., 2021).

TASK DESIGN IN APOS THEORY (Trigueros, 2019).

THE LEARNING AND TEACHING OF LINEAR ALGEBRA: OBSERVATIONS AND
GENERALIZATIONS (Harel, 2017).

ZIMBABWEAN IN-SERVICE MATHEMATICS TEACHERS’ UNDERSTANDING OF
MATRIX OPERATIONS (Kazunga y Bansilal, 2016).

UN ESQUEMA DE TRANSFORMACION LINEAL: CONSTRUCCION DE OBJETOS
ABSTRACTOS A PARTIR DE LA INTERIORIZACION DE ACCIONES CONCRETAS

(Gonzdlez Rojas y Roa Fuentes, 2017).

AN EXPLORATORY STUDY ON THE UNDERSTANDING OF THE VECTOR SUBSPACE

CONCEPT (Mutambara y Bansilal, 2019).

STUDENTS’ UNDERSTANDING OF SOLVING A SYSTEM OF LINEAR EQUATIONS
USING MATRIX METHODS: A CASE STUDY (Montenegro, 2018).

DEVELOPMENT OF STUDENTS’ WORKSHEET BASED ON APOS THEORY APPROACH
TO IMPROVE STUDENT ACHIEVMENT IN LEARNING SYSTEM OF LINEAR
EQUATIONS (Amawa et al., 2019).

Por lo tanto, considerando la informacién anterior y la falta de investigaciones sobre métodos de

enseflanza como la descomposicién genética en la ESPOCH vy a nivel superior en el Ecuador, se
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resalta la necesidad de profundizar en estos campos. Ademds, el estudio que se realizé de las actas de
calificaciones de la asignatura del Algebra Lineal I y del tercer parcial, donde se ensefiaron los
conceptos de Transformaciones Lineales (Unidad N.” 4) de su silabo, conté con el 24% de
reprobados en un total de 205 estudiantes entre los afios 2017 hasta 2022 y un promedio general de

5.6/10.

Observacion. Es importante sefialar, para el desarrollo de la Tabla 1-2, las calificaciones del
primer parcial se basan en una escala de 8, por lo que se ajusté a una escala de 10 para mantener la
consistencia con el segundo y tercer parcial, que ya utilizan esta escala. De esta manera, los
promedios de los tres parciales se presentan sobre 10. Por lo tanto, se observa que en el drea del
Algebra Lineal y en la (Unidad N.” 4), tema de las Transformaciones Lineales, cuenta con un

promedio de 5,6/10 con respecto a los otros parciales y es el que tiene menor valor.

Tabla 1-2: Promedio general de la asignatura de Algebra Lineal I, de los periodos
académicos del primer, segundo y tercer parcial de los estudiantes de la carrera de
matematica de la ESPOCH, entre los afios 2017 hasta 2022

PRIMER PARCIAL SEGUNDO PARCIAL TERCER PARCIAL

Periodos Determinantes Espacios Vectoriales | Transformaciones Lineales
Académicos Matrices
Ecuaciones Lineales
20172018 | 8,14 | 5.92 | 7,40
2018 | 7,06 | 7.23 | 7.30
20182019 | 7,03 | 7,00 | 6,30
2019 | 7,40 | 8,32 | 7,60
2019-2020 | 7,90 | 7,06 | 7,80
2020 | 735 | 7.58 | 6,70
20202021 | 975 | 8,25 | 7.80
2021 | 0,00 | 0,00 | 0,00
20212022 | 0,00 | 0,00 | 0,00
2022 | 4,72 | 5.63 | 5,00
SUMA | 59,35 | 56,99 | 55,90
PROMEDIO | 59 | 57 | 5,6

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Como se aprecia, en la Tabla 1-2 los promedios que se encontraron en las actas de calificaciones de
los periodos académicos entre los afios 2017 hasta 2022 de la carrera de matemdtica de la
ESPOCH. En el primer, segundo y tercer parcial se observa segin los 3 silabos académicos desde
Octubre 2017 Marzo 2018, Septiembre 2019 Febrero 2020 y Octubre 2023 Marzo 2024, constan
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de 4 unidades, de las cuales siguen con el mismo orden académico. Se describen a continuacion:

e Primer Parcial: Determinantes, Matrices y Ecuaciones lineales. Obtuvo una suma total de 59,35

y un promedio de 5,9/10.

e Segundo Parcial: Espacios Vectoriales. Obtuvo una suma total de 56,99 y un promedio de

5,7/10.

e Tercer Parcial: Transformaciones lineales. Obtuvo una suma total de 55,90 y un promedio de

5,6.

Por estas razones, segtin la Ley Organica de Educacién Superior (LOES). TITULO V: CALIDAD
DE LA EDUCACION SUPERIOR. CAPITULO II: NORMAS PARA LA GARANTIA DE LA

CALIDAD. Art 103.- Evaluacién de resultados de aprendizaje de carreras y programas:

“En caso de que un porcentaje mayor al 40 % de estudiantes de un programa o carrera no
logre aprobar el examen durante dos ocasiones consecutivas, la institucién de educacién
superior serd objeto de intervencidn parcial en la unidad académica responsable de la

carrera o programa evaluado por parte del Consejo de Educacién Superior”.

Es de vital importancia el seguimiento continuo de calidad de la educacién superior, lo que incluye
la evaluacién del desempeiio al docente y metodologias de ensefianza, mediante el Consejo de
Aseguramiento de la Calidad de la Educacion Superior (CACES), que es el 6rgano encargado de
disefiar y aplicar esta evaluacion y de determinar, en coordinacién con el ente rector de la politica

publica de educacién superior, las carreras que serdn sometidas a la misma.

En consecuencia, al analizar las calificaciones obtenidas entre los afios 2017 hasta 2022 en la
asignatura de Algebra Lineal I y de las Transformaciones Lineales (Unidad N." 4) de la carrera
de matemadtica de la ESPOCH, se reflej6 en la Tabla 1-3 que los porcentajes correspondientes
a cada uno de los tres parciales, donde se tomé notas menores a 7 dio como resultado el
46 %. Esta tendencia subraya la importancia de examinar detenidamente las causas subyacentes
y de implementar estrategias efectivas que permitan a los estudiantes mejorar su desempeiio
en evaluaciones futuras, como se menciona en Ley Organica de Educacién Superior (LOES).
TITULO V: CALIDAD DE LA EDUCACION SUPERIOR. CAPITULO II: NORMAS PARA LA
GARANTIA DE LA CALIDAD. Art 103.- Evaluacién de resultados de aprendizaje de carreras y

programas.
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Tabla 1-3: Porcentaje de notas < a 7, entre los
periodos 2017 hasta 2022

T.NOTAS <7 | PORCENTAJE

Primer parcial ‘ 168 ‘ 81,95

Segundo parcial ‘ 49 ‘ 23,90

Tercer parcial ‘ 63 ‘ 30,73
TOTAL | | 45,53 | 46%

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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CAPITULO 11
2. MARCO TEORICO

De acuerdo con la tesis de (Aldas Castro, 2022, pag. 51), México lidera la elaboracién de articulos
cientificos a nivel mundial, con 22 trabajos identificados, lo que representa el 17,89 % de los 123
estudiados tras aplicar criterios de inclusion, exclusién y calidad. Por otro lado, a nivel superior
en Ecuador se ha logrado actualizar y demostrar la existencia del primer articulo titulado “La
teoria APOE: Un mapeo sistemadtico parcial” (Pazmifio et al., 2022, pg. 128). Este representa la primera

publicacion de autores ecuatorianos de la ESPOCH en el afio 2022.

La teoria APOE es una herramienta creada para simplificar la comprension de las mateméticas. Se
implementa a través de la descomposicion genética, una técnica que utiliza cuatro etapas: acciones,
procesos, objetos para organizarlos en esquemas. Esta teoria tiene sus fundamentos en el trabajo

del psicélogo Jean Piaget y fue desarrollada por el profesor Ed Dubinsky en el afio 1980.

Ademds, es importante destacar que el Algebra Lineal aborda conceptos abstractos, entre los cuales
se incluyen las Transformaciones Lineales. Este término se refiere a una funcién establecida entre
dos espacios vectoriales, donde los procesos de espacio vectorial y funcién se sincronizan para
formar una transformacion. Este concepto fue estudiado de forma independiente por Jacobi en
1830, Kronecker en la década de 1950, y Weierstrass en 1860, y adopté su forma actual en 1918

gracias al matemético aleman Hermann Weyl (1885 — 1955).

Antes de tratar el topico del siguiente Trabajo de Integracién Curricular (TIC), es fundamental
establecer algunos conceptos basicos. Desde su definicién y notacion hasta sus operaciones clave,
estos conceptos seran esenciales para comprender y abordar la aplicacién del escenario de los
Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales en la carrera

de matematica de la ESPOCH.

2.1. Revision sistematica de literatura (RSL)

Las revisiones sistematicas de literatura cientifica (RSL) son una herramienta fundamental, para

evaluar y resumir investigaciones cientificas. Estas retinen y sintetizan la evidencia disponible sobre
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un tema especifico de manera rigurosa y objetiva. Para llevar a cabo una (RSL), se siguen pasos
predefinidos y se aplican criterios estrictos para seleccionar los estudios relevantes. El objetivo es
minimizar el sesgo y obtener una visién completa y confiable del tema en cuestion (Aguilera Eguia, 2014,

pag. 359).

Segtn, la tesis que trata la “Revision sistematica de la teoria APOE en los tltimos semestres de la
carrera de matematica de la ESPOCH ” (Aldas Castro, 2022, pag. 20), utilizé el desarrollo de una encuesta
para conocer las necesidades que tuvieron los estudiantes de los dltimos semestres de la carrera de
matematica de la ESPOCH sobre la teoria APOE. En este estudio, se explord el interés de los
participantes en conocer més sobre la teorfa APOE. Ademds, se tuvo en cuenta el drea temadtica de los

articulos cientificos que aplican la teoria mencionada.

Cada pregunta se formulé basindose en la evidencia obtenida de gréficos c omparativos, que
analizaban el nivel de conocimiento de los participantes sobre la teorfa APOE y su interés en
aprender més sobre los siguientes aspectos de los articulos cientificos: afiliacién principal, afio de
publicacién, autores, autores con afiliaciéon ecuatoriana, caracterizacién del software, idioma, pais,

revista, drea en matematicas y temdtica de la teorfa APOE que el articulo cientifico utiliza.

De acuerdo con (Pazmifio et al., 2021), se muestran los elementos para una correcta revision sistemdtica, a

continuacién considera lo siguiente (pag. 3-7):

Claro enunciado de las preguntas de investigacién a responder.

Método PICOC.

Tiempo de identificacion de la evidencia disponible.

Fuente de la extraccion de los datos.

e Definicién de los criterios de inclusion, exclusion y calidad.

Evaluacion de la calidad de los estudios.

Analisis estadisticos.

2.2. Método PICOC

Cualquier pregunta que se formule correctamente debe cumplir con dos criterios. En primer lugar, la

pregunta debe ser pertinente para el problema que se ha identificado. Posteriormente, debe
15



estructurarse de tal manera que facilite la bisqueda de una respuesta precisa y exhaustiva.

Para satisfacer estos criterios, tal como (Petticrew y Roberts, 2016) expone, la formulacién de preguntas
durante la revision puede requerir a menudo la creacién de miiltiples cuestionamientos relacionados.
Esto conlleva la necesidad de llevar a cabo estudios con distintos disefios. Asi, la definicion de las
(RSL) no se circunscribe al acrénimo PICO (Poblacién, Intervencién, Comparacion, Resultados);

sino que sé aflade una quinta letra, C de Contexto, conformando el acrénimo PICOC (psg. 42).

Poblacion (P): ;Quién?, etapa que describe la situacién que se va a abordar.

Intervencion (I): ;Qué o cémo?, tratamiento o causa que se va a estudiar.

Comparacion (C): ;Con qué?, se establece una comparacion relevante para evaluar la intervencion.
Resultados (O): ;Qué se intenta conseguir o mejorar?, determinan los resultados que se esperan
obtener.

Contexto (C): ;En qué tipo de organizacidn / circunstancias?

2.3. Declaracion PRISMA

La declaracion PRISMA, asiste a los revisores sistemdticos a informar de forma transparente por
qué se realiz6 la revision, qué hicieron los autores y qué encontraron. Su primera publicacién se

realiz6 en 2009, y de acuerdo a (Mendoza et al., 2021):

La declaracién (Preferred Reporting Items for Systematic Reviews and Meta-Analyses)
(PRISMA) 2020, es una guia actualizada para informar sobre revisiones sistemdticas, reemplaza
la versién anterior de 2009 y refleja los avances en metodologia y terminologia. Proporciona
directrices claras para la presentacion transparente y rigurosa de los hallazgos en las revisiones

sistematicas (pag. 1).

2.3.1. Objetivo de la declaracion PRISMA 2020

Segiln como se enuncia en (Yepes Nufiez et al., 2021):

El propésito de la declaracion PRISMA 2020 no es guiar la realizacién de revisiones
sistemdticas, ya que existen varios recursos disponibles para ello. Sin embargo, estar

familiarizado con PRISMA 2020 es qtil al planificar y llevar a cabo revisiones sistemdticas para
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garantizar que se capture toda la informacién recomendada. Ademds, PRISMA 2020 no debe
utilizarse para evaluar la realizacién o la calidad metodoldgica de las revisiones sistemadticas, ya que
existen herramientas especificas para este propésito. PRISMA 2020 tampoco estd destinada a

documentar la publicacién de protocolos de revisidn sistemdtica, para lo cual ya existe una

declaracién especifica (Declaracién PRISMA para protocolos [PRISMA-P] 2015) (pag. 792).

2.3.2. Como se utilizo la declaracion PRISMA en la (RSL) sobre la teoria APOE en el drea de

la matematica, entre los aiios 2015 hasta 2023

Los 27 items de la lista de verificacion y las recomendaciones para las revisiones originales y
actualizadas de la metodologia PRISMA, se encuentran detalladas en el Anexo: A:
DECLARACION PRISMA 2020: REVISION SISTEMATICA DE LITERATURA SOBRE LA
TEORIA APOE EN EL AREA DE LA MATEMATICA, ENTRE LOS ANOS 2015 HASTA 2023. A
continuacién, se describe como se aplicd esta metodologia en la actualizacion de la (Revision

Sistemadtica de Literatura) hasta el afio 2023 (J. et al., 2021, pag. 1-2).

1. Seccion 1, TITULO: Se identificé como una (RSL).
2. Seccién 2, RESUMEN: Se us6é como guia para garantizar la (RSL).

3. Seccién 3, INTRODUCCION: Como justificacion, se tom6 como base la (RSL) de la Tesis
realizada por (Aldés Castro, 2022) y se actualizé hasta el 2023. Ademads, como objetivo se abord6 10

preguntas para la Revision Sistemadtica de Literatura.
4. Seccién 4, METODOS:

a) Se establecieron los criterios de inclusion y exclusién para la revision.

b) Se llevaron a cabo biisquedas exhaustivas en todas las bases de datos relevantes (PICOS),

registros y sitios web, aplicando los filtros y limites correspondientes.

¢) Se utilizo los buscadores de multiples bases de datos de alto nivel, que brindaron informacién

sobre distintas disciplinas académicas como: Google Scholar, SciELO, Scopus y Wos.

d) Se defini6 el método para determinar la conformidad de los estudios con los criterios de

inclusién de la revision.

e) Se identificaron los métodos empleados para recoger datos de los informes y las herramientas de

automatizacion usadas en el proceso.
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f) Se establecieron procedimientos para seleccionar los resultados a recopilar.
g) Se describieron las suposiciones realizadas ante cualquier informacion ausente o ambigua.

h) Las caracteristicas de las intervenciones de los estudios se tabularon en Excel, siguiendo los

criterios de inclusién y exclusién.

i) Se aplicaron métodos en Excel para organizar y presentar visualmente los resultados de los

estudios y las sintesis individuales.

j) En cuanto a la representacion de datos, se implement6 la conversion de datos utilizando
resultados binarios, que se refieren a variables con dos posibles valores: 1 (para “si” o

(174

€xito”) y 0 (para “no” o “fracaso”).

5. Secciéon 5, RESULTADOS:

a) Se describi6 los resultados del proceso de busqueda y seleccion, desde la cantidad de
registros identificados en la bisqueda hasta la cantidad de estudios incluidos en la revision,

idealmente utilizando un diagrama de flujo, como se observa en la Ilustracion 3-1.

b) Se detall6 cada uno de los articulos que pudieron cumplir con los criterios de inclusion, pero

que fueron excluidos.

c¢) 6 articulos se evidenciaron que fueron citas, revisar el siguiente enlace
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1n1X6PebJKwhF6 XxOInBVU3cG1vbNSAGF/
edit?usp=sharing&ouid=109900342582328389854 &rtpof=true&sd=true. Ademsds, se citd
cada articulo resultante, para el desarrollo de la (RSL) en NORMAS ISO 690.

d) Se usé tablas y graficos para una mejor explicacién y precisién de los resultados.

e) Se compard el resultado de las preguntas de la Revisidn Sistematica, entre los afios 2015

hasta 2021 con la actualizacién que se realiz6 hasta el 2023.

f) La base de datos contiene todos los articulos cientificos relacionados con la teoria APOE
en el campo de la matematica, publicados entre los afios 2015 y 2023. Incluye tanto los

articulos duplicados como aquellos de subdreas que presentan similitudes entre si.

g) Se us6 la metodologia PICOS.

6. Seccién 6,7 DISCUSION - OTRA INFORMACION:

a) Se considero el impacto de estos resultados en el campo de estudio actual y se detalld los

que tienen mayor aportacion para futuras investigaciones o practicas.

b) Se determiné que estudios fueron relevantes para la pregunta de investigacion y se establecié

criterios claros para su seleccién.
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¢) Se realizé una bisqueda exhaustiva en las siguientes bases de Literatura Cientifica: Google
Scholar, SciELO, Scopus y Wos. Asi se asegurd la validez y confiabilidad de los resultados y

minimizar en la medida de lo posible el error sistematico.

d) Elinterés de la Revision Sistematica de Literatura Cientifica sobre la teoria APOE en el drea de

la matemadtica, fue actualizar la que se encuentra en la siguiente tesis (Ald4s Castro, 2022).

e) Toda la informacién, base de datos (articulos entre los afios 2015 hasta 2023),
sistematizacidn se encuentran en el siguiente link: https://drive.google.com/drive/folders/

IMvhGFhGzXBiSV-I1nOEze19bXr2M4dSu?usp=sharing

2.4. Buscadores de literatura cientifica

Los inicios de los buscadores en Internet se remontan a finales de los afios ochenta. En 1991, se
introdujo Archie, el primer buscador en Internet, una innovacién de Alan Emtage, Bill Heelan y
Peter Deutsch. En la era actual, donde la tecnologia e Internet nos brindan una conexién global, la
informacién cientifica se ha convertido en una herramienta esencial para el progreso de la
investigacion y el ambito académico. Con el paso del tiempo, estos buscadores digitales han
experimentado una notable evolucién y mejora. Los mds destacados, que se mencionardn a
continuacién, desempefian un papel fundamental en el (TIC), ya que facilitan el acceso a contenido

especifico y meticulosamente organizado.

2.4.1. Google Scholar

Es un motor de busqueda especializado en literatura cientifica (https://scholar.google.com/) (Acharya,

2004), que se lanz6 por primera vez en noviembre de 2004 con la etiqueta “BETA”, ha experimentado una
evolucion significativa. Hoy en dia, ya no lleva la etiqueta “BETA”. Se han introducido mejoras
excelentes, como una funcién de busqueda avanzada y una biblioteca personal llamada “my library”.
Ademads, se ha afiadido la capacidad de acceder al perfil personal, asi como métricas de revistas,

alertas y opciones de configuracion.

Este motor de buisqueda realiza una indexacion exhaustiva del texto completo y los metadatos de
la literatura académica. Esta literatura abarca una amplia gama de fuentes, incluyendo revistas
cientificas, libros, resiimenes y opiniones de editores académicos. Ademds, se incluyen

contribuciones de sociedades profesionales, repositorios en linea y universidades, entre otros sitios
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webs relevantes (Pefia y Lara, 2018, pag. 3).

Segtin lo manifiesta (Warner, 2012), Google Académico incorpora investigaciones histéricas que se
remontan a los albores del siglo XX (e incluso mas antiguas). Esto es posible gracias al uso de la
tecnologia Optical Character Recognition (OCR), que permite realizar biisquedas en textos, incluso

si estos no estan indexados en las bases de datos convencionales.

24.2. SciELO

(Scientific E lectronic L ibrary O nline), s e t ratad e u n m otor d e b isqueda d igital g ratuito y

especializado en literatura cientifica, (https://www.scielo.org/es/) (Packer, 1997). L os p aises que

contribuyen a esta plataforma incluyen (Argentina, Brasil, Bolivia, Chile, Costa Rica, Colombia,

Cuba, Espafia, México, Paraguay, Pert, Portugal, Sudafrica y Venezuela). (Arroyo, 2010, pag. 1).

SciELO, es una iniciativa de la Fundacion para el Apoyo a la Investigacion del Estado de Sao Paulo
en Brasil, fue lanzada entre 1997 y 1998. De acuerdo a (Curioso et al., 2008), esta plataforma permite
el acceso a través de varios mecanismos, incluyendo listas de titulos y temas, asi como indices de
autores y materias. No obstante, su motor de bisqueda presenta ciertas limitaciones, ya que no
proporciona una busqueda unificada de articulos en todas las colecciones de revistas cientificas

indexadas en la red ScieELO (pig. 2).

2.4.3. Scopus

Buscador de literatura cientifica sobre ciencia y tecnologia (https://www.scopus.com/) (V, 2004),

fue desarrollada por Elsevier en el 2004, Scopus, facilita la exploracién y el uso de las referencias
bibliogréficas de 14,000 trabajos cientificos, que provienen de 4,000 editoriales distintas. En total,
brinda acceso a 27 millones de referencias, siendo un buscador de literatura cientifica de alto

impacto.

Ademds, Scopus ofrece cinco criterios de ordenacién: fecha, relevancia, autor, titulo de la
publicacién y cantidad de citas que el documento ha recibido y gracias a la combinacién de
Cross-Ref, DOI y tecnologia interna, puede identificar de manera automatica las publicaciones a las
que nuestra institucion estd suscrita. Elsevier, la caracteriza precisamente como una “Herramienta

multidisciplinaria para navegar a través de la informacién cientifica” (Codina, 2005, pdg. 5).
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2.44. Wos

(Web of Science), anteriormente conocido como Web of Knowledge, es una plataforma de biisqueda de

alto impacto en referencia a literatura cientifica (JCR) (https://www.webofscience.com/wos/)(Garfield,
1 997), Wos e s u na p lataforma d e C larivate A nalytics q ue r ecopila c itas y referencias
bibliogréficas de publicaciones periédicas desde 1900. Incluye la Core Collection con indices de
diversas disciplinas, Proceedings y herramientas de andlisis como el Journal Citation Report y

Essential Science Indicators.

Estos indicadores que ofrece (Wos) y segun (Pérez, 2017), son los siguientes:

1. The Journal Citation Reports (JCR): Es un indicador de calidad ampliamente reconocido y

apreciado por las organizaciones que evaldan la actividad investigadora.

2. InCites: Es una herramienta que se basa en las citas para permitir la comparacién de la
actividad cientifica, resultando til para los administradores académicos y gubernamentales al

analizar la actividad de sus instituciones.

3. Essential Science Indicators (ESI): Accesible a través de ISI Web of Science, permite

medir el rendimiento cientifico y seguir las tendencias de investigacion.

4. ResearcherID: Propuesta por Thomson Reuters, con el fin de dar a cada autor un
identificador tinico, evitando asi, confusiones y duplicidades que pueden ocurrir cuando los

autores comparten nombres y apellidos comunes.

2.5. Teoria APOE (Accion, Proceso, Objetos y Esquemas)

Desarrollada por Ed Dubinsky y el grupo de investigacion (RUMEC) Research in Undergraduate
Mathematics Education Community, esta teoria considera que el mecanismo principal para la
construcciéon de conocimiento es la abstraccion reflexiva de Piaget (D. Nifez y Kd, 2015, pag. 46). Se
utiliza como un modelo cognitivo para describir como se puede aprender y comprender los
conceptos matemdticos. Como toda teoria debe ser objetiva, la APOE lo realiza a través de la
descomposiciéon genética, donde, define un modelo hipotético que revela las estructuras y
mecanismos mentales que un estudiante necesita para formular la construcciéon del conocimiento

matematico.

Las siglas de la teorfa APOE, segtin lo menciona, (Quintanilla Céndor, 2009, pag. 23) significan:
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e Accién: Transformacion del objeto, que es percibido por el individuo externamente, generando
sugerencias para proporcionar detalles de lo que se debe hacer, como debe evaluar la base del

espacio y sean linealmente independientes de las transformaciones lineales, dando.

e Proceso: Los conceptos se interiorizan, para luego ser razonados, de esta forma se justifica el

porqué de las acciones previamente realizadas.

e Objeto: La encapsulacién de todas las actividades llevadas a cabo por el individuo conduce a

una desencapsulacion, representando asi las acciones y procesos realizados.

e Esquema: Es el nivel en el que ya se puede realizar una representacion del concepto matemadtico
dado (Construccién cognitiva), gracias a esa construccién coherente de acciones, procesos,
objetos y esquemas. Estas construcciones son llamadas abstracciones reflexivas que incluyen la

interiorizacion, coordinacién, encapsulaciéon o desencapsulacion.

Interiorizacion

f |

ACCIONES PROCESOS

|; T Coordinacion

OBJETOS

Encapsulacion

Desencapsulaciéon

Tlustracion 2-1: Mecanismos de construccion en la teoria APOE
Adaptado de: Arnon et al., 2014, p.10

2.5.1. Diddctica de la matemadtica

Como menciona (Contreras, 2012):

Entre los afios 50, la ensefianza de la matematica era deficiente y los estudiantes tenian un
nivel mds bajo en esta materia que en otras. Por lo tanto, las universidades estadounidenses
empezaron a reformar sus planes de estudio en matematicas y estar al dia con los avances en
ciencias matematicas y fisicas. En los afios 70 del siglo XX, en el Instituto de Investigacion
sobre la Enseflanza de la Matematica (IREM), Guy Brousseau (Medalla Félix Klein 2003),

profesor de la Universidad de Burdeos (Francia), sentd las bases de una nueva ciencia
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educativa: la Didactica de la Matematica o Didéactica Fundamental, reformando paradigmas

psico-cognitivos (pag. 20).

La Did4ctica de la matematica, se refiere al estudio de cémo ensefiar y aprender matematicas de
manera efectiva. Es un campo que investiga las estrategias, métodos y enfoques para transmitir
conceptos matemadticos de manera comprensible y significativa. Los docentes de matemaéticas
utilizan la didéctica para disefiar planes de lecciones, seleccionar materiales educativos y evaluar el

progreso de los estudiantes en el aprendizaje de las matemdticas.

Saber
matematico
Teoriade
3 Teorfa de la Campos
Enfoque transposicién conceptuales
antropoldgico didactica Gérard Vergnaud

Yves Chevallard Yves Chevallard

Profesor Teoria de Alumno
situaciones
didacticas
Guy Brousseau

Ingenieria
didética

Regine Douady
Michélle Artigue

Tlustracion 2-2: Estado actual de did4ctica fundamental de la

matematica
Fuente: Contreras, F., 2012, p.24

2.6. Abstraccion reflexiva

La abstraccion reflexiva, desde la perspectiva de Jean Piaget, se manifiesta como la coordinacién de
acciones que un individuo lleva a cabo con los objetos que lo rodean. En esencia, es el proceso
mediante el cual, el sujeto extrae significado de sus propias acciones sobre dichos objetos. Esta
habilidad desempefia un papel fundamental en la construccioén del conocimiento l6gico-matematico.
Cuando interactuamos con objetos o situaciones, nuestra mente no se limita a registrar las
caracteristicas especificas de cada elemento, sino que también busca patrones, relaciones Yy
generalizaciones. A través de la abstraccion reflexiva, podemos ir més alld de lo evidente y crear

conceptos mas amplios que trascienden las particularidades de cada objeto.

Ejemplo. Cuando un estudiante se familiariza con las operaciones matemaéticas bésicas, como la

adicion, sustraccion, multiplicacién y divisidn, inicialmente se centra en comprender sus reglas y 23



aplicaciones directas. Sin embargo, a medida que avanza en su aprendizaje, comienza a coordinar
acciones mas complejas. Cuando empieza a utilizar estas operaciones en el contexto del Algebra. En
este proceso, el estudiante generaliza conceptos mds amplios, como la “ley de composicién”, que
es un tipo de operacion binaria fundamental para comprender diversas estructuras algebraicas. En
resumen, la abstraccién reflexiva permite generar nuevos conocimientos al observar, experimentar

y reflexionar sobre las acciones en el mundo que nos rodea.

2.7. Construcciones cognitivas

El desarrollo de estructuras cognitivas estd intrinsecamente vinculado a la abstraccién reflexiva.
A través de este proceso, las construcciones cognitivas se forman y evolucionan. Ademads, el
sistema de Piaget se refiere a las estructuras cognitivas, como las propiedades o procedimientos
que comprenden desde el lenguaje y el pensamiento hasta la memoria, la percepcion, la atencién
o la resolucién de problemas. Todo lo que estd relacionado con estos procesos de adquisicién de

conocimiento en diversas areas se considera cognitivo (Quintanilla Céndor, 2009).

2.8. Descomposicion genética

Es un modelo que se construye a partir del andlisis de las construcciones cognitivas que se requiere
para el aprendizaje de dicho concepto, en ella se incluyen las acciones, los procesos y la forma en
que estos se coordinan e interiorizan, de manera que se permita el encapsulamiento del concepto
(Quintanilla Céndor, 2009, pag. 18). Una descomposicién genética no es tnica, se la puede modificar

cuantas veces se la requiera.

Ademas, (Trigueros, 2005) sefiala que la descomposicion genética:
“En la Teoria APOE se parte, entonces, de un anélisis de los conceptos matematicos en el que

se ponen de relieve las construcciones cognitivas que pueden ser requeridas en su aprendizaje.

A este andlisis se le conoce como descomposicién genética del concepto” (pag. 8).
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2.8.1. Esquema de una descomposicion genética

ESPACIO VECTORIAL
SUMA DE VECTORES
FUNCION

TRANSFORMACIONES LINEALES

Evaluamos este vector “kv” en la funcién que
: se escoje "T"
Tom
plo: Eval el v -, " an la A
2v3) valuamos el vector "v+u" en la funcién "T"
ul,u2,u3) T ) : ) o
. ; Después con uno de los dos vecto
Sumamos los vectores "v" y "u” escogimos y lo multipli
v+u= (vi+ ul,v2+ u2v3+ u3)

Espacio vectorial (PROCESO 1)

Evaluar Ia funcién, cumpliendo la condicién 1 (PROCESO 2)

Evaluar la funcién, cumpliendo la condicién 2 (PROCESQ 3)

Pasa de Rn a un Rm (OBJETO 1)

Cumple
T(v+u)=T(v)+T(u) (OBJETO 2)

Tlustracién 2-3: Ejemplo de una descomposicion genética
Realizado por: Sarango, T., 2024.



2.9. Ciclo de Enseiianza ACE y PACIE con Moodle

El ciclo de ensefianza ACE (Actividades, Discusion en clase y Ejercicios), se ha estructurado
como una herramienta educativa que se adapta al modelo cognitivo propuesto en la descomposicién
genética. Ademads, de la interaccién y el aprendizaje colaborativo, busca facilitar la construccion de
conocimientos mentales. Esto se logra mediante la realizacién de acciones y procesos, permitiendo
que dichos procesos se encapsulen en objetos y conduzcan a la esquematizaciéon del objeto

matematico.

La metodologia PACIE (Presencia, Alcance, Capacitacion, Interaccion y E-learning), creada por
el ingeniero ecuatoriano Pedro Camacho en el afio 2009, se incorpord con la tecnologia denominada
web 2.0 para el proceso educativo (Ofiate, 2009, pag. 5). Satisface la necesidad de un trabajo virtual de
calidad, colaborativo y en equipo con los estudiantes. Su adaptacién con Moodle se implementé
en el proceso de ensefianza-aprendizaje con el grupo de estudio del 4’ semestre de la carrera de

matematica de la ESPOCH.

La metodologia PACIE engloba cuatro conceptos aplicados:

Presencia: Fomenta en los estudiantes el interés y la motivacion por integrarse activamente al

entorno virtual Moodle de aprendizaje.

e Alcance: Se deben establecer metas que sean especificas, cuantificables y alcanzables para guiar

de manera efectiva las actividades educativas dentro del entorno digital Moodle.

e Capacitacion: En esta etapa el facilitador (Docente) y los estudiantes deben estar debidamente

preparados para abordar los desafios de la educacién en linea.

e Interaccion: Etapa donde el tutor (Docente) genera un ambiente de estimulacion, en el cual
utiliza recursos y actividades disefiados especificamente para promover la socializacién y el

intercambio de ideas entre los participantes (Estudiantes) del entorno educativo en Moodle.

e E-learning: Se emplea la tecnologia estratégicamente para propiciar la interaccién y el
enriquecimiento del conocimiento, sin perder de vista la importancia fundamental de la

pedagogia.
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Presencia

\ Capacitacion
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PACIE

Iustracion 2-4: Esquema de la Metodologia PACIE
Realizado por: Sarango, T., 2024.

2.9.1. Ciclo de enseiianza (ACE) Activities, Class Discussion, Exercises

Se trata de una estrategia pedagdgica que se alinea estrechamente con la vision APOE del
aprendizaje matemdtico. Esta estrategia implica la implementacion de actividades disefiadas para
estimular a los estudiantes a realizar construcciones mentales y promover discusiones en el aula. El
objetivo es facilitar a los estudiantes la aplicacién de sus estructuras mentales recién desarrolladas a
conceptos y ejercicios matemadticos. De esta manera, se consolida el aprendizaje matemdtico en la

mente de los estudiantes y se ponen de relieve las ideas para futuros aprendizajes (Arnon et al., 2014).

2.9.2. Metodologia PACIE (Presencia, Alcance, Capacitacion, Interaccion, E-Learning)

El enfoque PACIE se desarrolla en respuesta a la demanda educativa de utilizar correctamente las
Tecnologias de Informacién y Comunicacién (TIC’s) y las plataformas de aprendizaje en linea (como las
aulas virtuales). Este método es aplicable en varios formatos de enseflanza, ya sean presenciales,
semipresenciales o completamente en linea. Cabe mencionar el sincero agradecimiento al grupo de
investigacién Ciencia de Datos - CIDED de la ESPOCH, por el uso del Moodle ¢ implementar la
Metodologia PACIE con el ciclo de ensefianza ACE y asi tener una mejor comunicacién con los

estudiantes.

De acuerdo con (Oiiate, 2009), la metodologia PACIE se distribuye de la siguiente manera (pag. 9-39):
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1. Bloque 0 - PACIE
Informacién : Incorpora todos los elementos iniciales del EVA (Entornos Visuales de
Aprendizaje), es decir, describe sus componentes y la manera como el usuario puede desplazarse

en él; entre los que se destacan estdn:
e Guia para Iniciar.

e ;Quién lleva la tutoria?

e Rubrica de Evaluacién.

Comunicacion : Esté relacionado con todo el proceso operativo del Aula Virtual y su principal

recurso es:
e Cartelera en Linea.

Interaccién: Son los espacios creados para generar el intercambio colaborativo, participativo,

social y de aprendizaje mediado entre el tutor y los participantes a través de:

e Foros de Apoyo .
e Foros Sociales.
e Cafetin Virtual.

o Taller.

2. Bloque académico

e Exposicion: En esta seccion el tutor presenta la informacién de los contenidos de manera
clara, la expone apoyada en diversos recursos: Videos, PDF, Documentos, Libros y/o Enlaces,

para la obtencién y generacién de conocimiento.

e Rebote: Esta seccién ha sido disefiada por el tutor para permitir que el estudiante realice
una autoevaluacién y asimile la informacién adquirida. De esta forma, puede verificar su
conocimiento previo, lo que le incentiva a continuar con las actividades pendientes hasta

alcanzar los objetivos (tareas) propuestos.

e Construccion: En esta seccion el participante debera leer los contenidos, y presentar una
opinién o postura frente a la informacidn que se le expone. La finalidad es que pueda construir,

generar y exponer nueva informacién, de manera reflexiva sobre los temas tratados.

e Comprobacién: En ella el tutor no interactia. Colocar a los recursos que considere necesarios
para comprobar los conocimientos adquiridos por los participantes; los mismos llevan

calificacion y entre otros, puede ser: Cuestionarios, Consultas, Blogs, Wikis, etc.
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3. Bloque de Cierre

e Negociacidn: Esta seccion permite la interaccidn entre todos los que son parte del aprendizaje,
tutores, alumnos, personal administrativo, esto se lo logra a través de los diferentes recursos,
como: Foro de despedida, Datos de la certificacion, actividades de recuperacion; también le

permite al tutor establecer los pardmetros para la recuperacién de notas.

e Retroalimentacion: Permite conocer como estuvo el desarrollo del curso, esto es, en el

contenido, la interaccién con los compaiieros, con el tutor, asi como con el tiempo de
respuesta del mismo. Esto lo realiza mediante el recurso de cuestionarios, que la plataforma le
proporciona y adicionalmente podria agregarse un foro donde se incluya comentarios
respecto al curso en general con el fin de mejorar el aspecto que sea necesario (pedagdgico,

administrativo, académico).

2.10. Algebra Lineal

Aunque los problemas algebraicos se habian planteado y resuelto desde los babilonios, el desarrollo del
Algebra fue extremadamente lento y doloroso, principalmente debido a la ausencia de notaciones
convenientes hasta finales del siglo XV I. Hasta alrededor de 1850, el Algebra, para todos los
matemadticos, consistia en el estudio de ecuaciones algebraicas (o sistemas de tales ecuaciones) y los
métodos ideados para resolverlas. Los valores buscados para las “incégnitas” son “nimeros”, y antes de

Viéte los coeficientes de las ecuaciones son niimeros dados explicitamente.

Para numerosos estudiantes, el Algebra Lineal representa su primera inmersién en el mundo de las
matemadticas avanzadas, marcando un hito significativo en su educacién. Este campo de estudio
aborda definiciones como vectores, matrices y sistemas de ecuaciones lineales. De manera maés
formal, se enfoca en los espacios vectoriales y sus correspondientes transformaciones lineales. Su

aplicacion abarca diversas dreas, como la fisica, la ingenieria, la informadtica y la estadistica.

A continuacién, como se menciona en el texto de (Grossman y Flores Godoy, 2012, pag. 46), Se enuncia:

e Vector: El estudio de vectores, comenz6 con el trabajo del irlandés Sir William Hamilton (1805
— 1865). Los vectores son entidades matemadticas que poseen magnitud, direccién y sentido. Cualquier
vector puede ser representado graficamente mediante una flecha, cuya longitud es proporcional al
modulo del vector. El médulo de un vector es un nimero que indica cudntas veces la unidad de
medida estd contenida en su longitud.
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Existen los vectores renglén y los vectores columna:

Definicion 2.1. Vector renglon de n componentes
Un vector de n componentes se define como un conjunto ordenado de n nimeros escritos de la
siguiente manera:

(xlax27' B axn)

Definicién 2.2. Vector columna de n componentes

Un vector columna de n componentes es un conjunto ordenado de n nimeros escritos de la

siguiente manera:
X1

X2

Xn

e Matriz: En 1850 el matematico inglés James Joseph Sylverter, fue el primero que utilizo el
término “matriz” para distinguir los determinantes de las matrices. La matriz es un conjunto
de elementos (ntimeros) ordenados en filas y columnas. Para designar una matriz se emplean
letras mayusculas. Cada uno de los elementos de la matriz (;;) tiene dos subindices. El primero

i indica la fila a la que pertenece y el segundo j la columna.

Definicion 2.3. Matriz
Una matriz A de m X n es un arreglo rectangular de mn nimeros, dispuestos en m renglones y n

columnas.

ayy ap -ccoap -t dip

ar;y axp - Ayj -+ dp

an  dig  dij  dip

aml Am2 -+ Amj - Amn

Sistema de ecuaciones lineales: Desde los babilonios se resuelve sistemas de ecuaciones lineales
“eliminando” sucesivamente las incdgnitas hasta reducir el problema a una sucesién de “regla
de tres”, ecuaciones con una tnica incégnita ax = b. Con respecto a las ecuaciones (con una
incégnita) de grado > 2, a la férmula para resolver la ecuacién de segundo grado (conocida en
sustancia por los babilonios) se sumaron los dos grandes descubrimientos de los italianos del

siglo XV , la férmula conocida como “Cardano”,
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A @
2 + (2 + 3 * 2 2 + 3
dando raices de x> + px + g = 0, y el método reduciendo la resolucién de una ecuacién de cuarto

grado a la de una ecuacidn de tercer grado y la extraccién de raices cuadradas,

Un sistema de ecuacién lineal, se compone por dos o mds ecuaciones que contienen mas de una

incdgnita (x, y, z, etc,) y las cuales estdn acompaiiadas por coeficientes (a11,ai2,a21,a22, " ,dmn),
donde cualquier par de niimeros reales que satisface el sistema se denomina como solucién.

Este sistema cuya complejidad puede variar dependiendo del nimero de ecuaciones lineales que

incluya.
ayx) +---apxy +apx, = by
az1x| + -+ axnxy + ayx, = by

Am1X1 4+ - QX2 + AnXn = by

2.11. Espacios vectoriales

Las primeras ideas que condujeron a los espacios vectoriales modernos se remontan al siglo XV II.
Estos espacios se derivan de la geometria analitica, las matrices y los sistemas de ecuaciones

lineales.

2.11.1. Concepcion del concepto de espacios vectoriales a partir de la teoria APOE

gordination

Ensemble
de n-tuplets

coordination

Espace vectoriel

Coordination
des processus
particuliers

Ilustraciéon 2-5: Descomposicion genética del concepto de

espacio vectorial
Fuente: (Trigueros y Oktag, 2005, pag. 168)
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De acuerdo a las siguientes autoras (Oktag y Trigueros, 2010, pag. 377) y como se observa en la

Tlustracion 2-5, para la concepcién del concepto de espacio vectorial:

Implica coordinar cuatro esquemas fundamentales: el de conjunto, operacién binaria, axiomas
y el de funcién. Mediante la realizacién de acciones sobre elementos de un conjunto especifico
y siguiendo operaciones binarias previamente definidas, los estudiantes pueden internalizar los
diversos axiomas que caracterizan a ese espacio vectorial concreto. Al ampliar estas acciones a
multiples espacios determinados, se vuelven parte de un objeto mas amplio que se denomind
“espacio vectorial”. Este objeto adquiere su estructura particular gracias a las propiedades que

lo definen.

Ademis, los conjuntos en R? (plano bidimensional) y en R (espacio tridimensional) anexa con las
operaciones de suma de vectores y multiplicacién por un escalar se denominan espacios vectoriales.
Estas operaciones deben seguir ciertas reglas, como la asociatividad y la distributividad, para que el

conjunto sea considerado un espacio vectorial.

Anteriormente, se establecieron las definiciones de vectores columna y vectores fila. A continuacién

se establece otro conjunto de vectores conocidos como espacios vectoriales.

Definicion 2.4. Un espacio vectorial V, sobre un campo W y denotado como (V,+,W,.) es una
estructura matematica que consta de un conjunto no vacio V de elementos u objetos llamados
vectores, en el que estdn definidas dos operaciones: la suma de vectores y la multiplicacién por un

escalar, las cuales estdn sujetas a los siguientes axiomas:

Suma de vectores

1. Paratodo u,v € V : u+v €V (Cerradura bajo la suma)
2. Paratodo u,v € V : u+v =v+u (Conmutatividad)
3. Paratodo u,v,w €V : u+ (v+w) = (u+v) +w (Asociatividad)

4. Existe el vector e en V tal que para todo u € V : u+ e = e +u = u (Existencia de elemento

neutro)

5. Paratodo u € V existe u’ € V tal que u+u' = u’ +u = e (Existencia de elemento inverso)

Multiplicaciéon de un vector por un escalar
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1. Siu e Vy a € K (campo de escalares): av € V (Cerradura bajo la multiplicacidn por un escalar)
2. Paratodou,v € Vy a € Kunescalar: o/(u + v) = au + ov

3. Paratodo u € V'y para todo par de escalares ay BenK: (o« + Blu=ou+ Bu

4. Paratodo u € V'y para todo par de escalares ay Ben K : a(fu) = (aff )u

5. Paracadau € Vsetiene que 1 - u = u (1 es el elemento neutro en K)

e Subespacio Vectorial:
Definicion 2.5. Sean (V,+,F,.) un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio del conjunto V. Si S
es un espacio vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacion por escalar definidasen V,
entonces se dice que S es un subespacio vectorial de V
Observacion. Un subconjunto no vacio S de un espacio vectorial V' es un subespacio de V si se

cumplen las siguientes propiedades:

1. Elvector0 € §
2. Siu,v € S,entoncesu +veES

3. Siu € S, entonces qu € S para todo escalar o

2.12. Transformaciones Lineales

Las proyecciones se visualizan como la reduccién de la totalidad del espacio a un solo plano, o de un
plano a una linea recta. Los cambios en las coordenadas cartesianas resultan en operaciones que son
esencialmente equivalentes a aquellas encontradas en la teoria de las transformaciones lineales.
Especificamente, estos cambios de variables se describen utilizando pardmetros que optimizan el
proceso. En cuanto al término “transformacién lineal”, se revela con mayor claridad cuando se le
denomina “sustitucion lineal”, un concepto ampliamente utilizado en estudios de formas cuadriticas con
coeficientes enteros. Para dos variables, los trabajos de Lagrange son fundamentales, y para tres

variables, las contribuciones de Gauss son particularmente notables.

La interpretacion del concepto de transformaciones lineales se la considera de la siguiente manera:

e Desde una perspectiva geométrica, las transformaciones lineales se interpretan como operaciones que

pueden alterar la forma y posicién de figuras en el espacio.
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e En el contexto de las funciones matemadticas, las transformaciones establecen correspondencias

regulares entre vectores de distintos espacios vectoriales.

e En términos matriciales, las transformaciones lineales se concretizan a través del uso de matrices,

que actian como herramientas para mapear vectores en diferentes dimensiones.

A continuacioén se evidencié una forma de representacion geométrica de una transformacién lineal

en el texto de (Gonzilez Rojas y Roa Fuentes, 2017):

Se describe, cémo una persona puede entender, las transformaciones lineales en el plano R?
mediante la representacion geométrica y la manipulacién de objetos fisicos. Este entendimiento
facilita la formacién de conceptos abstractos (véase Ilustracion 2-5), donde sefiala que la
persona ya ha empezado a comprender las transformaciones lineales a través de su definicién
funcional y representacién matricial. La interiorizacion de este concepto se distingue por
la habilidad de definir cualquier transformacién lineal en R? utilizando las imagenes de los
vectores de una base, lo que permite determinar la imagen de cualquier otro vector en el espacio

R? (pag. 99).

Acciones concretas

Ilustracién 2-6: Representacion geométrica de transformaciones

lineales como un subesquema
Fuente: (Gonzdlez Rojas y Roa Fuentes, 2017, pag. 99)
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2.12.1. Concepcion del concepto de transformacion lineal a partir de la teoria APOE

ESPACIO VECTORIAL
SUMA DE VECTORES

TRANSFORMACIONES LINEALES

Evaluamos este vector “kv” en la funcidn que
se escoje "T"

Tomar dos vectores cuales quiera,
Debemos identificar la funcién a trabajar que pertenezcan a un mismo espacio vectorial
por ejemplo

v=(vi,v2,v3)

u=(u1,u2,u3)

Evaluamos el vector "v+u” en la funcién *T"

Después con uno de los dos vectores que

INTERIORIZACION Sumamas los vectores "v" y "u” vio OOF UNa
INTERIORIZACION v4u= (vl+ ul,v2+ u2,v3+ u3) kv=k(v1,v2,¥3)= (kvl kv2kv3)
DR oRTIACIEN

INTERIORIZACION

Espacio vectorial (PROCESO 1)

(EncapsuLacion) Evaluar la funcién, cumpliendo la condicién 1 (PROCESO 2)

Evaluar la funcién, cumpliendo la condicién 2 (PROCESO 3)
Pasa de Rn a un Rm (OBJETO 1) (BricARSGIRCEON) '/'
\ Gl
T(kv)=KT(v) (OBJETO 3)

|

cumple
T(v+u)=T(v)+T(u) (OBJETO 2)

Ilustracién 2-7: Descomposicion genética del concepto de las Transformaciones Lineales
Realizado por: Sarango, T., 2024.

La Ilustracion 2-7 indica la descomposicion genética del concepto de transformaciones lineales que

se compone de dos esquemas mentales. Estos esquemas se presentan de la siguiente manera:

1. E1: Conocimientos previos de las Transformaciones Lineales:

a) Comprender el concepto de un espacio vectorial.
b) Entender la operacion suma de vectores.

¢) Familiarizarse con el concepto de funcion.
2. E2: Transformaciones Lineales:

a) Acciones de como realizar una transformacion lineal.
b) Procesos que se presentan en las transformaciones lineales.

¢) Objeto de las transformaciones lineales (encapsulacion - desencapsulacion).
2.12.2. ;Qué son las transformaciones lineales?

Las transformaciones lineales, o también llamados operadores lineales, se interpretan como procesos que
modifican los objetos del Algebra Lineal, como vectores, espacios y subespacios. Estas
transformaciones son fundamentales para comprender cémo los elementos matemdticos interactian y se

relacionan entre si.
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Esta definici6n captura la linealidad y se aplica a espacios vectoriales V' y W sobre un cuerpo (K).

Definicion 2.6. Sean V y W dos espacios vectoriales. Una trasformacion lineal (7 : V — W) es
una funcién que asigna a cada vector v € V un vector tnico 7v € W y que satisface, paracadau y v

en V y para cada escalar o € K:

1. T(u+v) =T(u)+T(v) (Propiedad aditiva).

2. T(aV)=(aT(v)) (Propiedad homogénea).

Nota. Se denota por 7 : V — W la transformacién que asigna elementos del espacio vectorial real
V aelementos en el espacio vectorial real W. En otras palabras, T es una funcién cuyo dominio es

V y cuya imagen es un subconjunto de W.

Definicion 2.7. [Operador lineal] Sea V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, un operador
lineal sobre V es una transformacion lineal de V — V, es decir, es una funcién que asigna un vector

de entrada a un vector de salida.

2.12.3. Tipos de transformaciones lineales

Segtun lo citado en el texto de (Nifiez et al., 2019, pag. 166-169) se enuncia lo siguiente:

e Monomorfismos: Sea 7 : V — W una transformacion lineal. Se dice que 7 es un monomorfismo

siy sélo si T es inyectiva.

o Epimorfismos: Sea T : V — W una transformacion lineal. Se dice que T es un epimorfismo si y

solo si T es sobreyectiva.

e Isomorfismos: Sea T : V — W una transformacion lineal. Se dice que T es un isomorfismo si y

solo si T es biyectiva, es decir, inyectiva y sobreyectiva.

e Monomorfismos: Sean V y W espacios vectoriales con producto internoy 7 : V = W una
transformacién lineal. Se dice que T es una isometrfa si y solo si |7 (v)|l,, = ||v||, para todo

vectorvenV.
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2.12.4. Nulo o Nicleo

Definicion 2.8. Sean V'y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea 7 una transformacion lineal

de V— W, se define nicleo de T como:

Nuc(T)={veV:t(v)=0,}

2.12.5. Rango de una transformacion lineal

Definicion 2.9. Dada la transformacion lineal 7': V — W se define rango de T como:

Rango(T)={weW:IveVyT(v)=w}

En términos mds sencillos, el rango comprende todas las imdgenes resultantes de la transformacién
lineal.

Rango(T) = Img(T)

2.12.6. Cambio de base

1 0
1. En R? se expresan vectores en términos de la base canénica i = LJ=

0 1
2. En R” se define la base candnica {ey,ez, - ,e,}
3. En P, se define la base estandar {l,x,xz, ‘e ,xn}

Definicién 2.10. Un conjunto finito de vectores B = {by,...,b,} es una base para un espacio

vectorial V si:

1. Los vectores de B son linealmente independientes

2. El subespacio generado por B coincide con V, esto es V = Gen{by,...,b, }
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2.12.7. Matriz asociada a la transformacion lineal

De conformidad con lo expuesto en la descomposicion genética del concepto de matriz asociada a

las transformaciones lineales, por (Trigueros Gaisman et al., 2015, pag. 101-102), se construye a partir:

Del esquema de espacios vectoriales. En este contexto, consideramos dos espacios vectoriales,
V y W, con dimensiones finitas (m y n, respectivamente). La transformacién lineal 7' coordina
estos espacios, actuando como una funcidén que mapea vectores de V a W. Ademads, la nocién
de base permite calcular las imdgenes de los vectores de una base B de V bajo T. Asi, se pueden
representar las imdgenes de B en el espacio vectorial W y expresar un vector w en términos de
los vectores de una base B’ de W, denotado como [W|p:.

El proceso de célculo de la imagen de un vector en una base B de un espacio vectorial V,
mediante la transformacion lineal 7', se relaciona con el proceso de escribir todas las imagenes
de los vectores de la base B. Ademds, al considerar una nueva base B’ en el espacio vectorial
W, se identifica las imdgenes de la base B de V como elementos en W. Asi, es posible
expresar los vectores imagen como combinaciones lineales de los vectores de la base B’ de W
(generalizacion dada por el cuantificador, que establece que el proceso de coordenadas de un
vector se repetird en todos los vectores de la base ordenada B de V). Este proceso se coordina
con el uso de matrices para obtener una representacion ordenada de las imagenes mediante
T, utilizando una matriz de coordenadas. Finalmente, se encapsula este proceso en el objeto
matriz asociado a la transformacion lineal, etiquetado como [T]g/. La matriz de coordenadas se
relaciona con las coordenadas de un vector v en V, a través de la matriz resultante del producto
matricial [[T]8 [v]B]. Este proceso se encapsula en un objeto que puede etiquetarse como
[T(v)]B’. Mediante la comparacién de los objetos [[T]g,] y [T (v)]p], es posible determinar

. / . . .

su igualdad ([[T]5 [v]B = [T (v)]p]). Estas acciones se internalizan en un proceso que se
coordina con la funcién, permitiendo considerar esta igualdad como el resultado de aplicar una
funcién mental, denominada proceso de las matrices asociadas a las transformaciones lineales.

Finalmente, este proceso se encapsula en el objeto ([[T]5 [v]B = [T (v)]g]).
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Ilustracion 2-8: Descomposicion genética del concepto de matriz asociada a las transformaciones lineales
Fuente: (Trigueros Gaisman et al., 2015, pag. 102-103)
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Definicion 2.11. Sea 7 : V — W una transformacion lineal, entonces la matriz A de orden m X n es

la matriz asociada a la transformacion lineal si y sélo si:

Vi V1

V2 V2
A =T

Vn Vn

2.13. Eigenvalores - Eigenvectores

Observacion. A los eigenvalores se los llama: valores propios, valores caracteristicos o autovalores,
de la misma manera, los eigenvectores se los llama: vectores propios, vectores caracteristicos o

autovectores.

GENETIC DECOMPOSITION

of eigenvalues, eigenvectors, and eigenspaces
adapted from Salgado and Trigueros (2015, p.106)

previous knowledge

( span ) ( vectors) (matrix) Qinear systems of equat‘ior@

interiorize

coordinate
processes
coordinate
processes

s : encapsulate
encapsulate in object in object

* F:)\ J

collect actions, processes, objects and other schemas to
solve a specific type of mathematical problem

(eigen—schema for problem 9 « « « ¥ eigen-schema for problem r}

Mustracion 2-9: Adaptacion de la descomposicion

genética del concepto de eigenvalores - eigenvectores
Fuente: (Salgado y Trigueros, 2015, pag. 106)
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La nocién de valor propio de un endomorfismo aparece en el siglo XVIII, con respecto a la teoria de los
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes constantes. En 1762
Lagrange, al examinar los pequefios movimientos de un sistema con n pardmetros en la vecindad de
una posicién de equilibrio, fue llevado a integrar un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la

forma:

n
xi=Y apx (1<j<n)
k=1

donde ajx son constantes; buscando, segin el método dado por Euler para ecuaciones escalares de
cualquier orden, una solucién de la forma x;(z) = y;e” donde las y; son constantes a determinar y p un

nimero complejo, llega al sistema lineal;

n
p*yi=Y ajv (1<j<n),
k=1

y dado que no es necesario que todos los y; sean cero, p? debe ser (en términos modernos) el valor
propio de la matriz (aj). En 1774 encontré un sistema andlogo en la teorfa de las desigualdades
“seculares” de los planetas y Laplace también estudié este problema en 1784. En estas preguntas, las

partes imaginarias de los exponentes p aparecen como las “frecuencias” de los fenémenos estudiados.

Un endomorfismo es una transformacion lineal 7' que se aplica a un espacio vectorial y que devuelve

un resultado dentro del mismo espacio. Es decir, Tes de laforma: 7: V— V.

Definicion 2.12. Sean el espacio vectorial (V,+F,-) y un endomorfismo T: V— V. El escalar A € F

es un valor propio de T, si y s6lo si existe un vector no nulo x € V tal que:

T(x)=A(x) (2.1)

Cualquier vector que no sea nulo y cumpla con esta condicién se clasifica como un vector propio del

endomorfismo 7', vinculado al valor propio A .

Teorema 2.1. Sean (V,+F,-) un espacio vectorial. T un endomorfismo de Ven V, A un autovalorde T ,

S el cm%iunto de los valores propios asociados al valor propio A O el vector nulo de V ,

entonces el conjunto S = S'|J O, es un subespacio vectorial de V
A
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2.13.1. Valores y vectores propios de una matriz cuadrada

Definicion 2.13. Sea A una matriz cuadrada de orden n cuyos elementos pertenecen a un cuerpo F,

la cual se simboliza asi: A € M, (F). El escalar A € F es un valor propio de A si y sélo si existe

un vector no nulo x € F" tal que:

Ax=Ax 2.2)

2.13.2. Ecuacion caracteristica

Definicion 2.14. Sea A una matriz cuadrada de orden n, A un valor propio de A y x un vector propio

de A asociado a A, entonces se cumple que Ax = Ax, lo cual equivale a:
Ax = Alx

, donde I es la matriz identidad de orden n, entonces:

Ax = Alx
— Ax—AlIx=0
S (A—ADx=0 2.3)

Proposicion 2.1. El polinomio caracteristico de un endomorfismo definido en un espacio vectorial
de dimension finita es igual al polinomio caracteristico de la matriz asociada con respecto a

cualquier base del espacio vectorial.

2.14. Analisis Estadistico Implicativo (ASI)

El Analisis Estadistico Implicativo (ASI), también conocido como Analyse Statistique Implicative
en francés, se origind en la década de 1980 como respuesta a problemas especificos en la Didéctica
de la matemadtica. Fue desarrollado por Régis Gras y colaboradores de la Escuela Politécnica de la

Universidad de Nantes, Francia.

El (ASI) surgié como una alternativa a los enfoques tradicionales de anlisis estadistico, que
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a menudo no consideraban las excepciones y matices en las relaciones entre variables. Los
investigadores se dieron cuenta de que, en situaciones reales, las relaciones causa-efecto no siempre
pueden expresarse de manera rigida mediante teoremas. Por lo tanto, él (ASI) se propuso como una

herramienta més flexible y realista para explorar estas relaciones.

2.14.1. Definiciones del Andlisis Estadistico Implicativo (ASI)

El ASI busca establecer relaciones de cuasi implicacién entre variables en contextos donde los

teoremas tradicionales del tipo “si a = b no son aplicables debido a excepciones. A diferencia de los

métodos deductivos, el ASI permite considerar las siguientes definiciones:

Definicién 2.15. Indices Implicativos: En lugar de afirmaciones categéricas, el (ASI) utiliza indices que
miden la fuerza de la relacién entre dos variables. Estos indices pueden reflejar la probabilidad de que

se cumpla b dado que se cumple a, considerando las excepciones.

Definicion 2.16. Excepciones: El (ASI) reconoce que, en la realidad, las relaciones no siempre son
absolutas. Algunos sujetos pueden desafiar la tendencia general, y es importante considerar estas

excepciones al analizar datos.

2.14.2. Matemdticas del Andlisis Estadistico Implicativo

Para calcular los indices implicativos, consideremos dos variables a y . Supongamos que tenemos una
tabla de contingencia que muestra la frecuencia conjunta de los eventos a y b. Definimos los

siguientes términos:

- n: Ndmero total de sujetos en la poblacion.

- ngp: Nimero de sujetos en los que se cumple tanto a como b.
- ny: Numero de sujetos en los que se cumple a.

- np: Ndmero de sujetos en los que se cumple b.

El indice implicativo /(a = b) se calcula como:

Nab

I(a=b)=
Ng

Este indice mide la probabilidad de que se cumpla b dado que se cumple a. Valores cercanos a 1

indican una fuerte implicacion.
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Se consideran arboles de similaridad y arboles de cohesion con el propdsito de establecer semejanzas
y dependencias entre los trabajos de titulacion y las lineas de investigacién mediante las técnicas
(ASI), analizadas mediante el software libre Rchic (Classification Hiérarchique Implicative et

Cohésitive).

2.14.3. Similaridad de Israel Lerman

La similaridad de Lerman es una técnica que forma parte del Anélisis Estadistico Implicativo (ASI)
y fue creada por el matemético Israel César Lerman. En esencia, la similaridad se define como
una medida de semejanza entre los datos que seran agrupados. Esta herramienta es valiosa para
comparar y evaluar la similitud entre diferentes conjuntos de datos, lo que facilita la clasificacion y

el analisis en diversas areas, como es la estadistica.

2.14.4. Pre orden cohesitivo

Se dice pre orden inicial y global cohesitivo sobre V x V (o pre ordenamiento), al pre orden Q

inducido por la aplicacién cohesion ¢ sobre V X V (Gras y Kuntz, 2009, pg. 34).

Definicion 2.17. Sea G(Q) su gréifico en V x V. Segun los pérrafos anteriores, se sigue que:

e De una parte, la clase de pre orden correspondiente a ¢ = 0 contiene todas las parejas tales que

y(a,b) <0.5.
e Por otra parte, si n, < ny, entonces c(b,a) < c(a,b).

e Observemos, por el contrario, que si c(a,b) < c(c,d), no se tiene necesariamente ¢(b,a) < c(d, c)

6¢(b,a)>c(d,c).

2.14.5. Nodo significativo

Definicion 2.18. Se llama “nodo significativo” a todo nodo correspondiente a un maximo local de
5(Q,k) durante la creacién de la jerarquia implicativa. Diremos en este caso que la particion ITy

estd en “resonancia parcial” con Q.

Si ademas, G(Q) C |IT; x R|, diremos que la particién IT; estd en “resonancia total” con Q. El
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programa informético de andlisis Rchic permite el tratamiento completo de datos cuantitativos, asi

como la salida del grafo implicativo y la jerarquia implicativa, resaltando los nodos significativos.
2.14.6. Arbol de similaridad

Para cada pareja de variables a;,a; se calcula los indices de proximidad o similaridad de (Lerman)
(Zamora et al., 2023).

s(aj,a;) = Pr{Card (X;NX;) <K}, (2.4)

donde K := Card(A;N A}), es decir, el valor observado de la cantidad de copresencias entre a;y a;. el
célculo de estas probabilidades dependera de la ley asumida, sin embargo, Rchic,
independientemente del tipo de ley seleccionada, Poisson o Binomial, realiza la aproximacién de

éstas a la Normal y devuelve:

Card(X;NX;) — "4 1k

. L) — c 2

s(aj,aj) =Pr ' > {m n__ <K, :\ﬁ/ e Y dx,
{l[ a" n

J —o0

n

Ng: *nq
K— ln =
donde: KC = W

n

Los s(a;,a;) obtenidos mediante (1) representan las similaridades de cada pareja (a;,a;) al nivel cero

de la jerarquia.

A continuacidn, se ilustra el proceso de cdlculo de las copresencias, la similitud de Israel Lerman y los

niveles de las matrices de similitud mediante un ejemplo practico.

Ejemplo.

Segun (Cérdova Ruiz, 2023) “Considerando una muestra aleatoria de 20 estudiantes de la carrera
de Matemadtica de la ESPOCH, a quienes se les plante6 la pregunta ;Le gusta esta materia de la
carrera? Las asignaturas escogidas para el andlisis son las siguientes, encontrandose cada una
con su respectiva variable: Légica Matemdtica (LM), Geometria Analitica (GA), Topologia

(TO), Ecuaciones Diferenciales (ED), Andlisis Funcional (AF), Historia de la Matematica

(HM) y Algebra (Al)” (pag. 16).
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| |
| /LM |GA |TO |ED |AF |
| all | 1| 1| 0 | 1| 1|
| al2 | 1| 1| 0 | 0 | 0 |
| al3 | 1| 0| 1| 1| 0|
| al4 | 0 | 0| 1| 1| 1|
| al5 | 0 | 0| 1| 1| 1|
| al6 | 0 | 1| 0 | 1| 0 |
| al7 | 0 | 0| 0 | 0| 0|
| al8 | 0 | 1| 0 | 0 | 1|
| al9 | 0 | 0| 1| 1| 0 |
| allo | 1| 1| 0 | 0 | 1|
| alll | 0| 1| 0| 1| 1|
| all2 | 1| 0| 0 | 1| 1|
| all3 | 0 | 0| 1| 0 | 0 |
| all4 | 1| 1| 1| 1| 0 |
| all5 | 0 | 0| 1| 0 | 1|
| all6 | 1| 1| 1| 0 | 0 |
| all7 | 0 | 1| 0 | 1| 0 |
| al18 | 1| 1| 0| 1| 1|
| all9 | 0 | 0| 1| 0 | 1|
| al20 | 0 | 1| 1| 1| 1|
| nai | 10 | 9| 11 | 12 | 12 |
| n | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 |

Para cada variable: n(LM) = 10, n(GA) =9, n(TO) = 11, n(ED) = 12, n(AF) = 12.
Desarrollo:

Para calcular los indices de proximidad s(a;,a;) para cada par de variables procedemos

a resolver la Card(A;NA;), tomaremos como muestra el par de variables (LM,GA).

Entonces, la Card(LM N GA) = 6 es la cantidad de copresencias entre LM y GA, en
otras palabras, es el valor del total de 1 que se encuentra tanto en la variable LM como

en la variable GA.
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Calculemos:
K— NLM*NGA
n

NLM*NGA
n

_ Card(LM N GA) — "6

c=
NLM*NGA
n

Kc=

10%9
Kc = 0"
109
20
Ke = 0,707

Con estos datos procedemos a calcular la similaridad de Lerman:

Cara’(LMﬁGA)—% B 1 Ke 4,

NLM*NGA o 1/ — oo
v o 27

Ahora, tomemos como otro ejemplo la similaridad entre las variables LM y TO.

s(LM,GA) = Pr

Entonces, la Card(LM N TO) =5 es la cantidad de copresencias entre LM y TO, en otras palabras, es

el valor del total de 1 que se encuentra tanto en la variable LM como

en la variable TO.

Calculemos:
K — MLM*nGa
n

NLM*NGA
n

_ Card(LMNGA) — 7”“‘4:”@‘

Cc =
NLM*NGA
n

Kc=

1011
Kce= 75_ 2
10%11
20
Kc=0,213

Con estos datos procedemos a reemplazar y calcular la similaridad de Lerman:

Card(LM N GA) — "Lmca 1 ke 1,

Name V)
" 27

En la siguiente tabla se evidencia los valores de copresencias.

s(LM,GA) = Pr
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‘ Valores de copresencias e indices de similaridad ‘

‘ Variables ‘ Card ‘ ke ‘ s ‘
| LM,GA | 6| 0.7071 | 0.7602 |
| LM,TO | 5]-02132 | 0.4156 |
| LM,ED | 6| 0 | 0.5 |
| LM,AF | 6| 0 | 0.5 |
| GA,TO | 4 -04270 | 0.3347 |
| GA,ED | 7| 0.6885 | 0.7544 |
| GA,AF | 4 -0.6025 | 0.2734 |
| TO,ED | 7| 0.1557 | 0.5619 |
| TO,AF |  6]-0.2335 | 0.4077 |
| ED,AF | 5| -0.8199 | 0.2061 |

Ademads se observa los indices de similaridad en nivel cero. Obteniendo asi una matriz
con los indices de similaridad a partir de todas las combinaciones de todas las variables

y usando las férmulas antes vistas.

A continuacion, se detalla la matriz de similaridad al nivel 0:

| | LM | GA | TO | ED | AF |

| LM | 1] 0.7602 | 0.4156 | 0.5000 | 0.5000 |
| GA | 0.7602 | 1| 0.3347 | 0.7544 | 0.2734 |
| TO | 0.4156 | 0.3347 | 1]0.5619 | 0.4077 |
| ED | 0.5000 | 0.7544 | 0.5619 | 1| 0.2061 |
| AF | 05000 | 0.2734 | 0.4077 | 0.2061 | 1|

Ahora, se buscan los nuevos indices de similaridad al combinar la clase (a;,a;) con el
mayor indice de la tabla anterior. En el nivel uno de la jerarquia se unen las variables
LM Y GA, ya que tienen como indice de similaridad 0.7602 que viene siendo el

nimero mayor.

Entonces, usando la siguiente férmula se tiene:
s((aaj),ar) = {Max[s(ai,ar):s(ar,a)])

s((LM,GA),TO) = {Max[s(LM,TO);s(GA,TO)]}?

s((LM,GA),TO) = {Max[(0.4156;0.3347]}*
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s((LM,GA),TO) = (0.4156)?
s((LM,GA),TO) = 0.1727

Matriz de similaridad de primer nivel:

| |LM,GA | TO | ED | AF |
| LM,GA | 1| 0.1727 | 05692 | 0.2500 |
| TO | 0.1727 | 1]0.5619 | 0.4077 |
| ED | 0.5692 | 0 5619 1] 0.2061 |
| AF | 0.2500 | 0.4077 | 0.2061 | 1|

En el nivel dos de la jerarquia se unen las variables ((LM, GA); ED) pues en la tabla anterior se

observa que el indice mayor es 0.5692 que corresponde a dichas variables.

Entonces, usando la siguiente férmula se tiene:
3
s((airaj,),axl) = {Max|[s(a;, ar1);s(aj,axl);s(ag, al)]}

s(((LM,GA),ED),TO) = {Max|s((LM,GA),TO);s(ED,TO)]}>
s(((LM,GA),ED), TO) = {Max[(0.1727;0.5619]}
s(((LM,GA),ED),T0O) = (0.5619)°

s((LM,GA),ED),TO) = 0.1774

Matriz de similaridad de segundo nivel:

| LM,GA,ED | TO | AF

| LM, GA,ED | 1] 0.1774 | 0.1250 |
| TO | 0.1774 | 1] 04077 |
| AF | 0.1250 | 0.4077 | 1|

En el nivel tres de la jerarquia se unen las variables (AF; AF) pues en la tabla anterior se observa que el

indice mayor es 0.4077 que corresponde a dichas variables.

Entonces, usando la siguiente férmula se tiene:
s((ai,aj,a); (ar,am)) = {Max[s(ai,a;),s(ai, am);s(aj, a;);s(aj, am);s(ag, ar);s(ag, am)] }

s((LM,GA,ED), (TO,AF)) = {Max[s((LM,GA,ED),(T0)):s((LM,GA, ED), (AF))]}®
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s((LM,GA,ED),(TO,AF)) = {Max[0.1774;0.1250]}

Matriz de similaridad de tercer nivel:

| | LM, GA,ED | TO, AF |
| LM, GA, ED | 1| 00177 |
| TO, AF | 0.0177 | 1|
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CAPITULO III
3. MARCO METODOLOGICO

La investigacién que se propone es en el drea matemadtica educativa, por el paradigma de la
investigacidon es de tipo cuantitativo a nivel explicativo, por el tipo de disefio utilizado es pre-
experimental, por el tiempo de estudio es transversal, el colectivo de estudio lo conformé: 4 semestre
de la carrera de matematica de la ESPOCH, del periodo académico 2 de octubre 2023 hasta 4 de
marzo 2024.

3.1. Descripcion de enfoque, alcance, diseiio, tipo, métodos, técnicas e instrumentos de

investigacion empleada

En el siguiente estudio, se adopté6 un enfoque cuantitativo, donde se recogié y analizé datos
numéricos en el programa informético Excel versién 2021; como son, las actas de calificaciones de los
estudiantes entre los aflos 2017 hasta 2022, con el objetivo de profundizar en los promedios de
calificaciones en la materia de Algebra Lineal I, II, que se dicta hasta la fecha de esta investigacion en

el 3¢ y-47 semestre de la carrera de matemética de la ESPOCH.

Este enfoque se complementa con un alcance de investigaciéon de naturaleza explicativa. El estudio
abarcé la teorfa APOE, con un énfasis particular en el Algebra Lineal y su aplicacién a los Valores y
Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales. El objetivo principal fue
resolver problemas en la didactica de la matemdtica por medio de la descomposicién genética (DG) y
determinar los escenarios de aplicacién en la carrera de matematica de la ESPOCH. Este objetivo se
logré mediante la similaridad de Israel Lerman, utilizando el sistema informdtico Rchic, lo que a su vez

promoverd la investigacién de nuevas propuestas de descomposiciones genéticas.

Este estudio, se llevé a cabo utilizando un disefio de tipo pre-experimental y de manera transversal. Se
trabajé con un grupo de 11 estudiantes del 4% semestre de la carrera de matemdtica de la

ESPOCH, del periodo académico 2 de octubre 2023 hasta 1 de marzo 2024.

Tras identificado los problemas que los estudiantes enfrentaron en los dos parciales impartidos

hasta la realizacion de la investigacion, se formaron dos grupos: El de control y el experimental,
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donde, se puso a prueba la (DG) y asi se equilibré los problemas; tantos de los estudiantes y los que

se encontr en la (DG), para luego proceder a medirlos (Objetos) y realizar el andlisis cuantitativo.

Para obtener la similaridad de Israel Lerman, se utilizo el software libre R version 4.2.1 con el
paquete Rchic de Raphael Couturier. En la interpretacion de los resultados del ASI, se abordaron los
gréficos de tipo: drboles de similaridad. Ademads, se utiliz6 el programa informatico Excel versién
2021 para facilitar el calculo de datos cuantitativos y variables de respuestas miiltiples, al igual que
las Boxplot (Caja con Bigote). Por otro lado, el software desarrollado por IBM SPSS (Statistical

Package for the Social Sciences), se utilizé también para la representacion gréafica de los datos.

Los instrumentos que se utilizaron en la investigacion fueron: cuestionario de diagndstico y prueba
de conocimientos una vez impartida la clase, a los estudiantes del 42 semestre de la carrera
de matematica de la ESPOCH en el area de Algebra Lineal; subarea de las Transformaciones
Lineales, especificamente en el tema: Valores y Vectores Propios de las matrices asociadas a las

Transformaciones Lineales.

De la “Revision sistematica de la teoria APOE para los tltimos semestres de la carrera de matematica
de la ESPOCH?” (Aldis Castro, 2022, pdg. 52) y segun las respuestas a las preguntas de investigacién
(P109), se descubrié que en el drea de Algebra Lineal se utilizaron mas articulos cientificos con la
teoria APOE, result6 que 27 articulos (equivalentes al 22 %), utilizaron mas la teoria APOE en el
4rea de Algebra Lineal de un total 123 articulos que se analizaron luego de aplicar los criterios de
inclusién, exclusion y calidad. Estos articulos fueron la base de la investigacién y se enumeran a

continuacion:

1. DIALOGO ENTRE LAS TEORIAS APOE Y TAD (Trigueros, 2019).

2. IMPULSIVE AND REFLECTIVE STUDENTS’ UNDERSTANDING TO LINEAR
EQUATIONS SYSTEM: AN ANANALYSIS THROUGH APOS THEORY (Rachmawati y Siswono,

2020).

3. ANALYSIS OF STUDENTS’ UNDERSTANDING FOR THE CONCEPT OF MATRIX RANK
BASED ON APOS THEORY (Inganah, 2018).

4. EVOLUCION EN EL ESQUEMA DEL CONCEPTO TRANSFORMACION LINEAL. UNA
MIRADA A TRES INTERPRETACIONES DESDE LA TEORIA APOE (Maturana et al., 2015).

5. TEACHING EIGENVALUES AND EIGENVECTORS USING MODELS AND APOS

THEORY (Salgado y Trigueros, 2015).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

. EL APRENDIZAJE DE ESPACIOS VECTORIALES EN ALGEBRA: UNA MIRADA DESDE LA

TEORIA APOE (Montenegro, 2018).

. DOES THE USE OF APOS THEORY PROMOTE STUDENTS’ ACHIEVEMENT IN

ELEMENTARY LINEAR ALGEBRA? (Arawa et al., 2021).

. LA COMPRENSION DE LA RECTA DESDE LA TEORIA APOE (Sudrez Gil et al., 2021).

. LEARNING THE CONCEPT OF EIGENVALUES AND EIGENVECTORS: A

COMPARATIVE ANALYSIS OF ACHIEVED CONCEPT CONSTRUCTION IN LINEAR
ALGEBRA USING APOS THEORY AMONG STUDENTS FROM DIFFERENT
EDUCATIONAL BACKGROUNDS (Schirmer y Altieri, 2019).

ESTUDIO SOBRE LA CONSTRUCCION COGNITIVA DE LA MATRIZ DE CAMBIO DE
BASE EN TERMINOS DE LA TEORIA APOE (Mendoza et al., 2021).

ESTRUCTURAS MENTALES QUE MODELAN EL. APRENDIZAJE DE UN TEOREMA
DEL ALGEBRA LINEAL: UN ESTUDIO DE CASOS EN EL CONTEXTO UNIVERSITARIO

(Roa y Parraguez, 2017).

PRE-SERVICE MATHEMATICS TEACHERS’ MENTAL CONSTRUCTIONS WHEN USING
CRAMER’S RULE (Ndlovu y Brijlall, 2019).

CONSTRUCCION COGNITIVA DEL ESPACIO VECTORIAL R? (M. Rodriguez Jara et al., 2018).

CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS MENTALES PARA EL APRENDIZAJE DEL
TEOREMA MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL (Trigueros Gaisman et

al., 2015).
MENTAL CONSTRUCTIONS IN LINEAR ALGEBRA (Oktag, 2019).

AN APOS ANALYSIS OF SOLVING SYSTEMS OF EQUATIONS USING THE INVERSE
MATRIX METHOD (Kazunga y Bansilal, 2020).

COGNITIVE CONSTRUCTION OF THE SOLUTION SET OF A SYSTEM OF LINEAR
EQUATIONS WITH TWO UNKNOWNS (M. A. Rodriguez Jara et al., 2019).

ESTRUCTURAS MENTALES PARA MODELAR EL APRENDIZAJE DEL TEOREMA DE
CAMBIO BASE DE VECTORES (Parraguez et al., 2016).

MATRIX MULTIPLICATION AND TRANSFORMATIONS: AN APOS APPROACH (Figueroa et

al., 2018).
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

CONSTRUCCION DE LOS OPERADORES LINEALES DIAGONALIZABLES CON BASE
EN LA TEORIA APOE (Mendoza et al., 2021).

TASK DESIGN IN APOS THEORY (Trigueros, 2019).

THE LEARNING AND TEACHING OF LINEAR ALGEBRA: OBSERVATIONS AND
GENERALIZATIONS (Harel, 2017).

ZIMBABWEAN IN-SERVICE MATHEMATICS TEACHERS’ UNDERSTANDING OF
MATRIX OPERATIONS (Kazunga y Bansilal, 2016).

UN ESQUEMA DE TRANSFORMACION LINEAL: CONSTRUCCION DE OBJETOS
ABSTRACTOS A PARTIR DE LA INTERIORIZACION DE ACCIONES CONCRETAS

(Gonzidlez Rojas y Roa Fuentes, 2017).

AN EXPLORATORY STUDY ON THE UNDERSTANDING OF THE VECTOR SUBSPACE

CONCEPT (Mutambara y Bansilal, 2019).

STUDENTS’ UNDERSTANDING OF SOLVING A SYSTEM OF LINEAR EQUATIONS
USING MATRIX METHODS: A CASE STUDY (Montenegro, 2018).

DEVELOPMENT OF STUDENTS’ WORKSHEET BASED ON APOS THEORY APPROACH
TO IMPROVE STUDENT ACHIEVMENT IN LEARNING SYSTEM OF LINEAR
EQUATIONS (Amawa et al., 2019).

Asi, mediante la similaridad de Israel Lerman, se puede fomentar la investigacién de nuevas

propuestas de descomposiciones genéticas con el apoyo de una sistematizacién actualizada de la

teoria APOE. Por lo tanto, el uso de nuevas metodologias podria contribuir a una mejor ensefianza

de los conceptos de Transformaciones Lineales y promover investigaciones experimentales futuras

en la carrera de matematica de la ESPOCH.

1.

Pasos para la revision sistematica de literatura (RSL)

Diagrama de Flujo, para la secuencia de actividades en la actualizacion de la Revision Sistemédtica
de Literatura Cientifica, sobre la teoria APOE en el area de la matematica, entre los afios 2015

hasta 2023 :
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Articulos dentificos
encontrados en la
base de datos:

N.* 287, N.* 321

TOTAL=608

Articulos cientificos
L1 1 5=2 LI para &l estudia:
N. =212, N *38

L TOTAL: 212-38-174

Iustracion 3-1: Diagrama de Flujo para la (RSL): Pasos de la investigacion
Realizado por: Sarango, T., 2024.

Como se aprecia en la Ilustraciéon 3-1, para la ejecucion de la Revision Sistematica de Literatura

Cientifica, se procedi6 de la siguiente manera:

a) Formulaciéon de las preguntas de investigacion aplicadas en la carrera de matematica segin
(Aldas Castro, 2022, pag. 21).

b) Ejecucion de la Revision Sistematica de Literatura Cientifica:

e Articulos cientificos sobre el tema para la (RSL) que alberga la base de datos.

e Articulos cientificos aplicados los criterios de inclusién y exclusion.

e Articulos cientificos repetidos de la literatura cientifica.

e Articulos cientificos para el desarrollo del estudio en cuestion.

¢) Detallar todas las descomposiciones genéticas de la teoria APOE al Algebra Lineal.

d) Determinar los escenarios de aplicacion del Algebra Lineal en la carrera de matematica,

mediante la similaridad de Isra Lerman.

e) Aplicar el escenario de las Transformaciones Lineales en la carrera de matematica de la

ESPOCH.

/) Resultados de los escenarios de aplicacién de las Transformaciones Lineales en la

carrera de matematica de la ESPOCH.

v Cuestionamientos derivados del cuestionario que se desarroll6 en la tesis ‘“Revision

sistematica de la teoria APOE para los ultimos semestres de la carrera de matematica de la
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ESPOCH”, para la revision sistematica (Aldas Castro, 2022, pag. 26). A partir de los resultados

del cuestionario antes mencionado, se formularon las siguientes preguntas:
PIO01: ;Cual es el principal lugar de afiliacion institucional de los articulos cientificos?

PI02: ;Cudl es el afio de publicacién que contiene mds articulos cientificos en el periodo de

estudio entre los afios 2015 hasta 2023?
PI03: ;Cual es el pafs que contiene mds articulos cientificos?

PI04: ;Existe autores que tienen afiliacién en instituciones ecuatorianas en los articulos

cientificos?

PI0S: ; Existe algin software que mds se utilizé en los articulos cientificos?

PI06: ; Cual es el idioma mas utilizado en los articulos cientificos?

PI07: ;Cudl es el autor que tiene mds participacion en los articulos cientificos?

PI08: ; Cual es la principal tematica de la teoria APOE que utiliza el articulo cientifico?
PI09: ; Cual es la principal revista que se utiliza en la publicacién de los articulos cientificos?

PI10: ;En qué 4rea de la matemitica (Algebra Lineal, Célculo Diferencial, Didactica de la

Matematica, etc.) se utiliza mas la teoria APOE?
v'"Método PICOC

A continuacion, en esta investigacion se implement6 la metodologia PICOC. Esto nos permitié
formular preguntas completas y detalladas, lo que resulté en una metodologia apropiada para el

estudio en cuestion:

Poblacion (P): Todos los trabajos de investigacion cientifica, relacionados con la teoria APOE
en el drea de la matematica y publicados en el periodo comprendido entre los afios 2015 hasta

2023.

Intervencion (I): Para la Revision Sistematica de Literatura Cientifica, se consideraron todos
los articulos cientificos en el campo de las matemdticas que aplican de manera explicita la teorfa

APOE, publicados en el periodo comprendido entre los afios 2015 hasta 2023.
Comparacién (C): Sin una intervencién para comparar.
Resultados (O): Porcentajes derivados de las respuestas a las preguntas de investigacion.

Contexto (C): Tépicos de estudio en matematicas y analizadas a través de la teoria APOE.
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v’ periodo de tiempo en el estudio

Los articulos cientificos se recopilaron durante el periodo de 9 afos, desde enero de 2015 hasta

diciembre del 2023.

v Fuentes donde se recopilaron los datos de los articulos cientificos

Google Scholar: (https://scholar.google.com/)

Scientific Electronic Library Online (SciELO): (https://www.scielo.org/es/)

Scopus: (https://www.scopus.com/)

Web of Science (Wos): (https://www.webofscience.com/wos/woscc/basic-search/)

v Criterios de inclusion y exclusién

En esta etapa, los documentos identificados en las bases de datos y repositorios se someten a un
proceso de categorizacion y clasificacidn, siguiendo criterios especificos de inclusion y exclusién.
Los articulos que no se refieren a los temas centrales, como el titulo, los autores, el resumen y las
palabras clave, no se consideran para el andlisis. Este enfoque garantiza que solo se incluyan los

documentos mds relevantes y pertinentes para el estudio.
e Criterios de inclusion

CI01: Los articulos cientificos que traten de la teoria APOE.

CI03: Los articulos cientificos que contengan la teoria APOE referente a la matemaética y

cumplan con las dreas temdticas que aplican dicha teoria.

CI02: Los articulos cientificos que utilizan la teoria APOE entre los afios 2015 hasta 2023.
e Criterios de exclusion

Se excluyen los articulos cientificos si:

CEO01: No se puede buscar por las siglas “APOS”.

CE02: Los articulos cientificos que no traten de la teoria APOE entre los afos 2015 hasta 2023.
CE03: No contiene la teoria APOE referente a la matematica.

CE04: No son articulos cientificos.

v Criterios de calidad

Denotar alta calidad e impacto de los articulos cientificos en alguna base de datos, indice o

reportorio de consulta mundial:

CCO01: Son articulos indexados en JCR (Journal Citation Reports).
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CC02: Son articulos indexados en Wos (Web of Science).
v'Cadena de bisqueda

En el contexto de esta investigacion, es esencial reunir una coleccién de articulos cientificos que
se centren en la teorfa APOE. Se identificé este material mediante bisquedas en diversas bases
de datos y repositorios que se han citado con anterioridad. Para nuestras cadenas de buisqueda,

se incorpord los siguientes descriptores (Aldéds Castro, 2022, pag. 23):
Descriptores de Google Scholar: “allintitle: teoria Apoe y allintitle: Apos Theory”.
Descriptores de SciELO: “(ab:(apos theory)) y (teoria APOE)”.

Descriptores de Scopus: “(TITLE-ABS-KEY (APOS)) AND (LIMIT-TO (SUBJAREA, PSYC))
AND (LIMIT-TO (PUBYEAR, 2021) OR LIMIT-TO (PUBYEAR, 2020) OR LIMIT-TO
(PUBYEAR, 2019) OR LIMIT-TO (PUBYEAR, 2018) OR LIMIT-TO (PUBYEAR, 2017)
OR LIMIT-TO (PUBYEAR, 2016) OR LIMIT-TO (PUBYEAR, 2015))”.

Descriptores de Wos: “All (theory apos in math) y All= (APOE theory)”.

En la nueva actualizacion de la revision sistemaética de la teoria APOE entre los afios 2022 hasta

2023, se incluy¢ los siguientes descriptores:
Descriptores de Google Scholar: APOS math 2023 y APOE matematica 2023.
Descriptores de SciELO: (ab:(teoria APOE)).

Descriptores de Scopus: TITLE-ABS-KEY (apos AND theory) AND (LIMIT-TO (SUBJAREA,
“MATH”)) AND (LIMIT-TO (DOCTYPE, “ar”’)) AND (LIMIT-TO (EXACTKEYWORD,
“APOS Theory”)) AND (LIMIT-TO (PUBYEAR, 2022) OR LIMIT-TO (PUBYEAR, 2023)).

Descriptores de Wos: All (APOS math 2023).

v Analisis estadistico

Analisis de articulos cientificos: Para este andlisis se trabajé mediante la frecuencia y a su vez
los gréficos de frecuencia.

Soluciones a las interrogantes de investigacion: Se dio respuesta a las 10 preguntas de
investigacién (PD).

. Pasos para la similaridad de Israel Lerman

Preguntas para el anélisis de similaridad entre articulos cientificos:

e ;Hay articulos cientificos que aborden subdreas similares en relacién con la teoria APOE y el

Algebra Lineal?
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e ;Existen articulos cientificos que discutan subdreas similares entre la teoria APOE (Algebra
Lineal) y el plan de estudios de la materia de (Algebra Lineal I) de la carrera de Matemdticas en la

ESPOCH?

v" Método

Se trabajé con variables binarias, ya sea para determinar la similaridad entre los escenarios de
aplicacién de la teoria APOE al Algebra Lineal y la similaridad entre los escenarios de

aplicacién de la teoria APOE al Algebra Lineal, en la carrera de matemdtica de la ESPOCH.

v'Seleccion

Se utilizé el resultado del analisis de los articulos cientificos, mediante la base de datos
bibliograficos especializada, entre los afos 2015 hasta 2021 de la “Revisién sistematica de la
teoria APOE en los dltimos semestres de la carrera de matematica de la ESPOCH” (Aldds Castro,

2022, pag. 93-107). Ademds, se incluyd la nueva actualizacion que se realizd hasta el afio 2023.

v Transformacion de datos

El resultado de las preguntas fue transformar a una codificacién binaria equivalente a 1 = Si 'y

0 = No, para el manejo de los datos.
v'Interpretacion de resultados

Para los resultados de (ASI), se trabajo con los gréficos de tipo: drboles de similaridad de Israel
Lerman que se encuentran en la ventana de Rchic una vez activado cada uno de sus paquetes
(BiocManager, Rgraphviz, Rcpp, Rchic, stringr, stringi, tcltk, tcltk2), ademads, se trabajé con un
archivo en el programa informético Excel versién 2021 con extension CSV (MS-DOS) “(*.csv)”,
donde se encuentran los resultados de los datos binarios que pertenecen a las preguntas entre
articulos cientificos y pueden ser seleccionados por su similitud en la Matriz de similaridad que se

obtienen en R.

. Pasos para aplicar el escenario de los Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las
Transformaciones Lineales, por medio de la (DG).

v'Muestra: Se empled un muestreo aleatorio simple, en el cual cada elemento del colectivo de
estudio tienen la misma probabilidad de ser seleccionados, la seleccion fue al azar. Esto se hace con
el objetivo de aumentar la probabilidad de obtener una muestra representativa.

v'Adaptacion de la (DG): Se utilizé el articulo Scopus_014: “Mental Constructs Associated With

Eigenvalues And Eigenvectors: Refining A Cognitive Model”. Tema: Eigenvalores -
Eigenvectores a partir de las Transformaciones Lineales; es subtema del (Algebra Lineal), para

impartir la clase con la teoria APOE.
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v Contexto del articulo Scopus_014:

“Mental Constructs Associated With Eigenvalues And Eigenvectors: Refining A Cognitive
Model”
De acuerdo a (Betancur et al., 2022, pag. 29) el articulo Scopus_14, se desarroll6 de la siguiente

manera:

o El estudio del articulo antes mencionado se basé en la construccién de la (DG), que fue el
resultado del disefio de la primera componente del Ciclo de Investigacion. En el articulo del
siguiente link https://relime.org/index.php/relime/article/view/68/71,p, especificamente en la
pdgina 270, se presentan con detalle los aspectos que resultaron clave para la formulacion de la
(DG) adaptada a la aplicacién del escenario de los Valores y Vectores Propios de las Matrices

Asociadas a las Transformaciones Lineales en la carrera de matematica de la ESPOCH.

e En el disefio de las tareas, logré el objetivo de interiorizar las acciones, coordinar los procesos
y aplicar la encapsulacién del tema. Todo esto contribuyé a alcanzar el objeto del concepto de

los valores y vectores propios.

e Para la implementacion del método de ensefianza del ciclo ACE propuesto por la teoria APOE
para la implementacién en el aula, son las siguientes:
Actividades: Los estudiantes debieron trabajar en las actividades que fueron organizadas
y planificadas con un orden 16gico, como parte de su aprendizaje, cumpliendo asi con el
propdsito educativo del articulo.
Discusion en clase: Los estudiantes se organizaron en grupos reducidos para analizar y
debatir preguntas especificas. Durante estas interacciones, compartieron ideas y argumentaron
puntos de vista sobre el tema en cuestion.
Ejercicios: Con el objetivo de desarrollar las construcciones mentales relacionadas con
el concepto de valores y vectores propios, y reforzar el aprendizaje de los estudiantes, se
asignaron tareas adicionales que posteriormente se retomaban en la proxima clase para su
andlisis.

o Participantes:
“Esta investigacién fue de tipo cualitativo con carécter descriptivo, participaron 30 estudiantes
[E1,E>,- - ,E30) de una universidad colombiana publica vinculados a programas de ingenieria
o matemadticas. Tales estudiantes cursaban Algebra Lineal I por primera vez, con una
intensidad 4 horas por semana. El tiempo de implementacién de la ensefianza fue de 7
sesiones cada una de 120 minutos. Después de cada sesion la profesora del curso y uno de los
investigadores se reunian con el propdsito de discutir, planear o ajustar diferentes aspectos de
la instruccién”.
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v'Elegir el grupo experimental y de control: El primer grupo cont6 con 6 estudiantes y se lo

identificé como PE1, PE2, PE3, PE4, PES, PE6 (Participante del Grupo Experimental), mientras
que el segundo grupo conté con 5 estudiantes y se identificé6 como PE1, PE2, PE3, PE4, PES
(Participante del Grupo de Control). Las pruebas, tareas, foros y participaciones se entregaron a ambos
grupos pero en distinto tiempo.

Mediante la Ilustracién 3-2, se detallan los métodos por los cuales las hipétesis serdn aplicadas a ambos

grupos y los procedimientos que se siguen en una prueba no paramétrica:
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9

Diagnostico

{GE)
Grupo ]
Experimental

Hl, H MEE = Mec

H| ZMEE -‘,é Mec

Grupo de Control

i

Diagnostico
(GC)

Prueba con la Descomposicion Genética

Prueba Final
(GE)

v Plantear Hipotesis nula (HO) y Hipotesis alternativa (H1)

v Elegir la prueba estadistica adecuada al disefio experimental, el tipo de
datos v el nimero de grupos que se estan comparando

v Seleccionar el nivel de significancia o de la prucba. el margen para
rechazar HO, se aceptaa=0.016 a = 0.05

v Calcular el valor de p. Esta es la probabilidad de alcanzar los resultados
observados u otros mis extremos si la HO es verdadera

v Sip «w, rechazar HO y aceptar la alternativa; en caso contrario, se acepta
la hipotesis nula

v Prueba de Bartlett

v Normalidad
v Homocedasticidad
v Independencia

Hustracion 3-2: Esquema del planteamiento de las Hip6tesis al Grupo Experimental y Grupo de Control

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Grupo Ii
Experimental
Hy: Mep < Mee

Fﬁ H M&E 2’ ME(‘

IGrupo de Control'
r

Prueba Final
(GC)

v p.p>0.05seaceptala H1

v Prueba de Shapiro-Wilk E p. p< 0.05 56 rechaza la HO

v Prueba U de Mann-Whitney



Con el propésito de aplicar el escenario relacionado con el concepto de Valores y Vectores Propios
de las Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales, se selecciond al 4 semestre de la carrera de

matemadtica de la ESPOCH como el grupo de estudio.

e La (DG) del articulo Scopu_014 (Betancur et al., 2022, pag. 41) mediante la teoria APOE, se adapt6

al colectivo de estudio del 4" semestre, donde consté de dos Esquemas Mentales:

a) E1: Conocimientos previos para el concepto de los Valores y Vectores Propios de las
Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales.
b) E2: Construccién de la (DG) del concepto de Valores y Vectores Propios de las Matrices

Asociadas a las Transformaciones Lineales, mediante la teoria APOE

En el Esquema E2, se implement6 los siguientes conocimientos previos que el estudiante debe

poseer, ademds, de los que se encontré en la (DG) del articulo Scopus 014:

a) Algebra Lineal.

b) Sistema de Ecuaciones Lineales.

Del mismo modo, se implementé una segunda Accién en el Esquema E2 de la (DG). Esto
permitié una mejor interiorizacién sobre lo que se necesita (como la base vectorial) para avanzar
al Proceso 3, que es la construccion de la matriz asociada a la transformacién 7' y asi coordinar
entre acciones y procesos, como se observa en la nueva Ilustraciéon 4-24 de la (DG) refinada. Para
avanzar hacia la siguiente coordinacién, primero se debe determinar la determinante. Luego, se
procede a encapsular el Proceso de valor y vector propio, logrando asi el objeto relacionado con el
concepto de los Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones

Lineales.

e Durante el disefio de tareas y ejercicios, se cred un ambiente en el que los enunciados de las
preguntas, el tiempo y las instrucciones reflejan el tipo de proceso mental que se busca evaluar.
Ademads, se logr6 el objetivo de interiorizar las acciones, coordinar los procesos y aplicar la
encapsulacion del tema. Todo esto contribuy6 a alcanzar el concepto de los Valores y Vectores Propios

de las Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales.

e Participantes:
En la investigacion del siguiente (TIC) se llevé a cabo un estudio de tipo cuantitativo con caricter
explicativo. Participaron 11 estudiantes [Est|,Est,,---,Est;;| de la universidad ecuatoriana
publica de la ESPOCH, todos vinculados a la carrera de matematica de la Facultad de Ciencias.
Los estudiantes cursaban Algebra Lineal II por primera vez, con una carga horaria de 7 horas por
semana. La enseflanza se llevo a cabo en 2 sesiones: la primera de 60 minutos y la segunda de 120

minutos. Después de cada sesién mi persona (Tanya Johana
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Sarango Jumbo) acat6 ciertas recomendaciones de la docente del 4% semestre de la carrera de
matematica de la ESPOCH. El objetivo era ajustar diferentes aspectos para el desarrollo del

material didactico relacionado con el tema.

v Implementar el método de enseianza Ciclo (ACE): Se trabajé con el grupo experimental y se

lo hard con Actividades en clase, Discusiones en clases y Ejercicios sobre el tépico a tratar que
es: Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales, de
igual manera serd, para el grupo de control, con la diferencia que su clase fue impartida de manera

tradicional.

e Para la implementacién de la ensefianza aplicé el ciclo ACE propuesto por la teoria APOE para
la implementacién en el aula, son las siguientes:
Actividades en clase: Se impartié el tema propuesto por la Docente en una master clase,
aplicando la (DG) refinada antes disefiada y con ayuda de una presentacion. La clase
se grabd y estd subida en un repositorio de Drive (https://drive.google.com/drive/folders/
1HFUd7Ar3GxAi13iM-nQYNuBYsC3Svlihw?usp=sharing). Ademads, en el bloque académico

del Moodle se implement6:

1. Video de apoyo.

2. Material tedrico sobre valores y vectores propios de las matrices asociadas a las

transformaciones lineales.

3. Conocimiento del articulo: “Mental Constructs Associated With Eigenvalues And
Eigenvectors: Refining A Cognitive Model”; Algebra Lineal sub drea Vectores y Valores

Propios, Transformaciones Lineales.
Discusion en clase: Para la interaccion de los estudiantes se implemento:

1. Chat grupal sobre dudas de la clase.

2. Foro: ;Coémo se interpreta geométricamente los valores y vectores propios de las matrices

asociadas a las transformaciones lineales?

3. Glosario.

Ejercicios: Con el objetivo de desarrollar las construcciones mentales y finalizar la intervencién
ante los estudiantes se les propuso un Post Test, adicional, en el bloque de cierre del Moodle una
tarea que consté de 3 preguntas y asi visualizar si se logré el objetivo de utilizar la teoria APOE
para una primera representacion de la forma de ensefar los Valores y Vectores Propios de las

Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales.
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v'Adecuacion del Moodle: S¢ lo que se encuentra en el siguiente link: https://cided.info/moodle/

course/view.php?id=111 y se lo adecud con la metodologia PACIE, esta plataforma se dividi6 por

bloques:

1. Bloque 0-PACIE:
2. Bloque Académico:

3. Bloque de Cierre

De esta manera hubo una interaccién con los estudiantes, donde tuvieron la oportunidad de despejar

dudas a través de foros y la visualizacion de videos para reforzar lo aprendido.

v'Presentar una clase magistral: Sobre los Valores y Vectores Propios de las

Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales, esta clase ya se realizé y
se la puede visualizar en el siguiente link: https://drive.google.com/drive/folders/

1HFUd7Ar3GxAi13iM-nQYNuBYsC3Svlihw?usp=drive_link

v'Andlisis de resultados cuantitativos: Para asegurar la integracion, compatibilidad y manejo de

andlisis de datos con otros lenguajes, como Excel, se utilizé el software libre R (2022), version
4.2.1. Esta eleccién se debe a la capacidad de R: Software Libre y de Cédigo Abierto, donde R
permite a los usuarios examinar el céddigo de los paquetes y modificarlos segtin sea necesario, a su
vez R. Para mostrar el cédigo R, se uso el entorno (Istlisting) y para cambiar el lenguaje con (Istset
lenguaje=R). Ademas, para el andlisis de la similaridad de Israel Lerman, se realizé con el paquete

Rchic de Raphael Couturier y se utiliz6 un dendrograma o también llamado diagrama de arbol.

e Prueba de Hipétesis: Prueba no paramétrica.
Debido a las caracteristicas particulares de los datos, se opté por utilizar una prueba estadistica no
paramétrica, especificamente la Prueba U de Mann-Whitney, adecuada para muestras de tamafio
reducido, donde no se puede asumir una distribuciéon normal. Luego, se procedié a comparar
las medianas para determinar si existen diferencias significativas entre los valores del grupo
experimental y el grupo de control. Estos valores provienen de los resultados de las calificaciones

del 42 semestre de la carrera de matematica de la ESPOCH.

El andlisis de las hipdtesis planteadas, se realizé mediante el ingreso de los datos en el software
libre R (2022), versién 4.2.1, lo que permitira una eficaz representacion de los resultados y sus

gréficas.
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CAPITULO IV
4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

En el capitulo siguiente, se presentardn los resultados correspondientes a cada uno de los objetivos

especificos establecidos para el desarrollo de esta investigacién. Los mismos incluyen:

1. Resultados de la (RSL) de la teoria APOE en el drea de la matematica hasta el afio 2023. Se
contestd las preguntas de investigacion planteadas en la tesis (Ald4s Castro, 2022, pag. 21). Se
elaboraron gréificas para representar los porcentajes correspondientes a las respuestas de cada
pregunta. Adicionalmente, se incluyen tablas que resumen las frecuencias de los articulos

cientificos analizados.

2. El andlisis de los escenarios de aplicacién de la teoria APOE al Algebra Lineal y detallar todas

las descomposiciones genéticas involucradas hasta el 2023.

3. Encontrar los escenarios de aplicacién de la teoria APOE en el Algebra Lineal en la carrera de

matematica de la ESPOCH, mediante la similaridad de Israel Lerman.

4. Aplicar el escenario de los Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las
Transformaciones Lineales en la carrera de matemadtica de la ESPOCH, mediante la adaptacion

de la descomposicién genética.

Para finalizar, los resultados obtenidos de la aplicacién de la descomposicion genética en el tema
de los “Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales”.
Ademds, se expone la implementacién de la metodologia PACIE vy el ciclo de ensefianza ACE, los
cuales se llevaron a cabo durante el 42 semestre de la carrera de matematica de la ESPOCH. Este
periodo académico se extendié desde el 2 de octubre del 2023 hasta el 1 de marzo del 2024 y se

distingui6 por la utilizacién de calculos cuantitativos para caracterizar los resultados.

4.1. Resultados de la Revision Sistematica de Literatura Cientifica (RSL) de la teoria APOE

en el area de la matematica hasta el afio 2023.

A continuacion, se detallan los pasos que se necesitaron para la ejecucion y desarrollo de la (RSL),

entre los afios 2015 hasta 2023.
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4.1.1. Pasos para la elaboracion de la Revision Sistemdtica de Literatura

En esta seccidn, se delinedé meticulosamente como se llevé a cabo cada paso para la adecuada

realizacion de la (RSL).

4.1.2. Redaccion de las preguntas de investigacion

Las preguntas que surgieron a partir de los resultados de la encuesta aplicada a los tltimos semestres de la
carrera de matemadtica, correspondientes a la tesis “Revision sistemdtica de la teorfa APOE para los
ultimos semestres de la carrera de matematica de la ESPOCH” (Ald4s Castro, 2022), revelaron el interés
de los estudiantes por conocer detalles como la afiliacién institucional, el afio de publicacién y el autor
de los articulos analizados en los buscadores (Google Scholar, SciELO, Scopus y Wos). Ademds,
mostraron curiosidad por la afiliacién de autores ecuatorianos, el software utilizado, el idioma, el

pais, la revista y la tematica de los articulos cientificos.

Segtin (Aldds Castro, 2022, pag. 26), se formularon las siguientes preguntas:

e PI01: ;Cual es el principal lugar de afiliacién institucional de los articulos cientificos?

e PI02: ;Cual es el afio de publicacion que contiene mds articulos cientificos en el periodo de

estudio entre los afios 2015 hasta 20237
e PI03: ;Cudl es el pais que contiene mds articulos cientificos?

e PI04: ;Existe autores que tienen afiliacién en instituciones ecuatorianas en los articulos

cientificos?
o PI0S: ;Existe algtin software que mds se utiliz6 en los articulos cientificos?
e PI106: ;Cual es el idioma mads utilizado en los articulos cientificos?
e PI07: ;Cual es el autor que tiene mas participacién en los articulos cientificos?
e PI08: ;Cuadl es la principal temética de la teorfa APOE que utiliza el articulo cientifico?
e PI109: ;Cuadl es la principal revista que se utiliza en la publicacién de los articulos cientificos?

e PI10: ;En qué drea de la matemdtica (Algebra Lineal, Cilculo Diferencial, Didéctica de la

Matematica, etc.) se utiliza mas la teoria APOE?
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4.1.3. Método PICOS

De acuerdo con (Pazmifio et al., 2021, pag. 6), presenta como emplear el método PICOS: (Population,
Intervention, Comparison, Outcome, Study Type) a los cuestionamientos de la investigacion, para la

(RSL) en la siguiente Tabla:

Tabla 4-1: Método PICOS

Pl | P 1 c | o \ S
N | | |
B | | |
3 ‘ Articulos ‘ ‘ ‘
T‘ cientificos ‘ ‘ Datos ‘
?‘ entre los afios ‘ No se aplica ‘ cuantitativos ‘ Frecuencia
6 | 2015 hasta 2023 | | |
K | | |
9 | | |
10| | | |

Adaptado de: Pazmiio, R., 2021.

4.1.4. Cadena de biisqueda para la teoria APOE en el drea de la matemdtica

Se seleccionaron cuidadosamente descriptores especificos para las cadenas de busqueda,
presentados en las tablas anexas, que son cruciales para la precision y relevancia de los resultados de
la investigacion. Cada descriptor estd vinculado a la cantidad, los afios y el idioma de los articulos
identificados. En el ANEXO B: se presentan las CAPTURAS DE LOS BUSCADORES QUE SE
UTILIZARON PARA LA REVISION SISTEMATICA de literatura cientifica, tanto en inglés como

en espaiol.

68



4.14.1. Google Scholar

Tabla 4-2: Descriptores de busqueda en Google Scholar

Google Scholar
Afios Idioma Articulos
APOS math 2023 2022 - 2023 | Inglés 104
Descriptores
APOE matemdtica 2023 | 2022 - 2023 | Espaiiol 151
Total de Articulos 255

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Tabla 4-2, el descriptor de bisqueda utilizado en Google Scholar con el idioma inglés (APOS math
2023), arroj6 un total de 104 articulos. Su equivalente en espafiol (APOE matematica 2023), resultd en
151 articulos. Esto garantizé que no se omitiera ningtn estudio relevante, teniendo en cuenta que este
motor de busqueda constituye un extenso repositorio de conocimiento académico que abarca una

diversidad de recursos, como articulos, libros, citas, etc.

Observacion. Es relevante sefialar que en Google Scholar, durante el periodo entre los afios
2022 hasta 2023, se evidencié 5.750 articulos cientificos en inglés relacionadas con la teoria
APOE en el campo de la matemdtica. En la coleccion de Google Scholar, se decidié limitar la
biisqueda hasta la pagina 24 en la barra de paginacién, debido a que los 5.495 articulos
subsiguientes no se centraban en la teoria APOE, quedando como resultado total 255 articulos para
analizar. Para una observacién mds detallada de los articulos ingresar al siguiente link: https://
docs.google.com/spreadsheets/d/1nIX6PebJKwhF6XxOInBVU3cG1vbNSAGF/edit?
usp=sharing&ouid=109900342582328389854 &rtpof=true&sd=true

4.14.2. SciELO

Tabla 4-3: Descriptores de bisqueda en SciELO

SciELO
‘ Afos ‘ Idioma ‘ Articulos
Descriptor | (ab:(teorfa APOE) | 2022 - 2023 | Espaiiol |
Total de Articulos ‘ 5

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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En la siguiente Tabla 4-3, se encontré 5 articulos, el descriptor de bisqueda utilizado en la base
de datos de Scielo fue exclusivamente en espaiiol y se incluyé (ab=Resumen) para explorar los
resimenes de los articulos. Estos restimenes, que son una parte esencial y accesible del contenido

de los articulos cientificos, resultaron ser de gran utilidad para nuestra investigacion.

4.1.4.3. Scopus

Tabla 4-4: Descriptores de bisqueda en Scopus

Scopus

Afios Idioma | Articulos

Descriptor | TITLE-ABS-KEY (apos AND theory) AND | 2022 - 2023 | Inglés
(LIMIT-TO (SUBJAREA, “MATH”))

AND (LIMIT-TO (DOCTYPE, “ar”)) AND
(LIMIT-TO (EXACTKEYWORD,

“APOS Theory”)) AND (LIMIT-TO
(PUBYEAR, 2022) OR LIMIT-TO
(PUBYEAR, 2023))

Total de Articulos 16

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Se observa que en la Tabla 4-4, se evidenci6 16 articulos encontrados. El idioma del descriptor de
la cadena de biisqueda en la base de datos de Scopus, es en inglés y se incluyé: TITLE, SUBJAREA,
APOS Theory, LIMIT-TO (PUBYEAR, 2022) OR LIMIT-TO (PUBYEAR, 2023).

4.1.4.4. Web of Science (Wos)

Tabla 4-5: Descriptores de busqueda en Web of Science

Web of Science

‘ Anos ‘ Idioma ‘ Articulos

Descriptor | All (APOS math 2023) | 2022 - 2023 | Inglés |

Total de Articulos ‘ 45

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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Se evidencia en la Tabla 4-5 un total de 45 articulos encontrados. La busqueda del descriptor en la base
de datos de Web of Science se realizé inicamente en inglés. Se incluyé el término (All=todo al mismo

tiempo) ampliando asi la biisqueda de informacién para el desarrollo de la investigacion.

4.1.4.5. Resultados generales de la cadena de biisqueda desde los afios 2022 hasta 2023

Tabla 4-6: Total de articulos cientificos y sus respectivos buscadores
(2022 —2023)

Buscadores de datos académicos | Idioma |  Afios | Articulos | Total
| Inglés | | 104 |

Google Scholar ‘7Espaﬁol | ‘71 51 255

SciELO ‘ Espaiiol ‘ 2022 - 2023 ‘ 5 ‘ 5

Scopus ‘ Inglés ‘ ‘ 16 ‘ 16

Wos | Inglés | | 45| 45

Total de Articulos | 3

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Tabla 4-6, se puede observar 321 articulos como el total del resultado de la cadena de
bisqueda de articulos de la teorfa APOE en el drea de la matemdtica. Todos los articulos cientificos que
se recopilé para la base de datos, entre los afios 2022 hasta 2023 serdn sometidos a un andlisis y

posteriormente incorporados en la nueva actualizacidn de la (RSL) de la tesis de (Aldds Castro, 2022).
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4.1.4.6. Resultados de la cadena de biisqueda de la tesis “Revision sistemdtica de la teoria APOE
en los ultimos semestres de la carrera de matemdtica de la ESPOCH” (Aldds Castro, 2022,

pdg. 37), entre los afios 2015 hasta 2021

Tabla 4-7: Todos los buscadores y el total de
articulos cientificos (2015 - 2021)

Afos Articulos | Total

Scopus 2015-2021 54 54
54

Google Scholar | 2015-2022 75 129
70

SciELO 2015-2024 . 77
19

Web of Science | 2015-2023 X 27

Total 287 287

Fuente: Aldds, Angélica, 2022.

Ademads, la siguiente Tabla 4-7 de la tesis de (Ald4s Castro, 2022, p4g. 37), presenta los resultados de la
(RSL), entre los anos 2015 hasta 2021. Estos resultados serdn incorporados en la actualizacion de

la nueva base de datos hasta el 2023.
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4.1.4.7. Resultados totales de los articulos cientificos de la teoria APOE en el drea de la

matemdtica, desde los arios 2015 hasta 2023

Tabla 4-8: Articulos cientificos y sus respectivos buscadores
(2015 —2023)

Buscadores de datos académicos | Articulos Anos Total
129

Google Scholar 255
384
27

SciELO 32
5

2015 - 2023

54

Scopus 70
16
77

Wos 122
45

Total de Articulos 608

Realizado por: Sarango, T., 2024.

4.1.5. Criterios de inclusion y exclusion

En la siguiente etapa, se realiz6 una meticulosa organizacién y categorizacién de los documentos
recopilados de la base de datos, siguiendo los criterios especificos de inclusién, exclusién y calidad
(Kitchenham, 2010, pag. 795). Este proceso serd fundamental para la realizacién de la nueva (RSL) que se

extendio hasta el afio 2023.

4.1.5.1. Criterios de inclusion para la (RSL)

Ademéds de los articulos cientificos hallados en la base de datos, no se incorporaron otros.
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4.1.5.2. Criterios de exclusion para la (RSL)

Para actualizar la (RSL) hasta el 2023, se consideraron los articulos cientificos. Estos se excluyen
si:

CEO01: No se puede buscar por las siglas “APOS”.

CE02: Los articulos cientificos que no traten de la teorfa APOE entre los afios 2015 hasta 2023.
CEO03: No contiene la teoria APOE referente a la matematica.

CEO04: No son articulos cientificos.

Una vez aplicados estos criterios de exclusion a los articulos que se encuentran ubicados en la base
de datos https://docs.google.com/spreadsheets/d/1n1X6PebJKwhF6XxOInBVU3cG1vbNSAGF/
edit?usp=sharing&ouid=109900342582328389854 &rtpof=true&sd=true y son el resultado de la
cadena de busqueda de literatura cientifica entre los afios 2022 hasta 2023, se eliminaron 261

articulos.

4.1.5.3. Aundlisis de articulos cientificos entre los aiios 2022 hasta 2023

Tabla 4-9: Articulos cientificos para el analisis
(2022 —2023)

‘ ‘ N.° Articulos ‘ Total ‘

‘ Criterios de inclusién ‘ 0 ‘ 0 ‘
Criterios de exclusién 261 261
Articulos repetidos 9 9
Articulos elegidos para el analisis 51 51

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Como se muestra, en la Tabla 4-9, se identific6 321 articulos cientificos relacionados con la
teoria APOE. Tras aplicar los criterios de inclusién y exclusién, asi como se corroboraron 9
articulos duplicados, por lo tanto, se excluyeron 270 articulos. Este dejé un total de 51 articulos
validos para el andlisis, estos articulos se encuentran detallados en el ANEXO D: LISTA DE

ARTICULOS CIENTIFICOS QUE SE ANALIZARON PARA LA ACTUALIZACION DE LA
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REVISON SISTEMATICA ENTRE LOS ANOS (2022 — 2023).

4.1.6. Articulos encontrados para la investigacion entre los aiios 2015 hasta 2021

A continuacidn, se evidencia en la siguiente tabla el andlisis de los articulos cientificos de la (RSL), entre

los afios 2015 hasta 2021.

Tabla 4-10: Total de articulos cientificos para la
investigacion (2015 —2021)

Articulos cientificos N.° de articulos
Articulos eliminados por los criterios 135
Articulos repetidos 29
Articulos seleccionados para la revision 123
Total, de articulos encontrados 287

Fuente: Aldas, Angélica, 2022.

Es importante mencionar, que los articulos seleccionados para la revision en la Tabla 4-10 deben ser

incluidos en la nueva (RSL), la cual se extiende hasta el afio 2023.

En la siguiente Tabla 4-11, se uni6 el resultado de los articulos de la Revisién Sistemdtica de
Literatura Cientifica, entre los afios 2015 hasta 2021 y la Revisién Sistemdtica de Literatura
Cientifica, entre los afios 2022 hasta 2023. Se seleccionaron para el andlisis un total de 174 articulos

cientificos, todos ellos enfocados en la teorfa APOE aplicada a las matematicas.
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Tabla 4-11: Articulos cientificos para la
investigacion (2015 —2023)

Total
Criterios de inclusion
o ) 396
Criterios de exclusion
Articulos repetidos 38

Articulos elegidos para el andlisis | 174

Total, articulos identificados 608

Realizado por: Sarango, T., 2024.

El resultado de los 123 articulos se encuentran enunciados por buscador, titulo y autor en el ANEXO
C: LISTA DE ARTICULOS CIENTIFICOS QUE SE ANALIZARON PARA LA REVISION
SISTEMATICA ENTRE LOS ANOS (2015 - 2021)

4.1.7. Criterios de calidad para la (RSL) entre los aiios 2022 hasta 2023

Durante el periodo 2022 hasta 2023, se encontré 7 articulos indexados en Wos, lo cual resalta como
(JCR) al desarrollo de esta investigacion y la relevancia de los articulos cientificos en la comunidad

cientifica y se enuncian a continuacion:

1. Wos_039: Légica ( Teoria de conjuntos, Légica de Segundo Orden) (Viininen y Welch, 2023).
2. Wos_040: Algebra Lineal (Transformaciones De Funciones) (Koyunkaya y Boz Yaman, 2023).
3. Wos_041: Algebra Lineal (, Rango) (Dogan, 2023).

4. Wos_042: Andlisis Real (Funciones Exponenciales Y Logaritmicas) (Berrios y Martinez Planell,

2022).

5. Wos_043: Didactica De La Matematica) (APOS, Educacion Matematica Realista, Pensamiento

Algebraico, Sentido Estructural) (Joaquin Veith et al., 2022a).
6. Wos_044: Calculo Diferencial (Integrales, Regla De La Cadena) (Toh, 2022).
7. Wos_045: Célculo Multivariado (Derivadas Direccionales) (Vahid Borji et al., 2023b).
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A continuacién, mediante el buscador de base de datos de literatura cientifica en Wos, se indexaron 33
articulos cientificos en la Revision Sistematica de Literatura Cientifica, entre los afios 2015 hasta 2021,

seguidamente, se los enuncia:

Wos_1, Wos_11, Wos_14, Wos_16, Wos_18, Wos_20, Wos_25, Wos_26, Wos_30, Wos_34,
Wos_35, Wos_37, Wos_43, Wos_44, Wos_46, Wos_47, Wos_5, Wos_50, Wos_52, Wos_53,
Wos_54, Wos_56, Wos_58, Wos_59, Wos_6, Wos_60, Wos_61, Wos_67, Wos_69, Wos_70,

Wos_72, Wos_76, Wos_9 (Aldas Castro, 2022).

4.1.8. Anadilisis de resultados a las interrogantes de investigacion

Se proporcionaron respuestas a las 10 preguntas de investigacién, basiandose en los resultados
obtenidos en la Tabla 4-9. Los datos adicionales que se presentaron en la Tabla 4-11 se emplearon en
el andlisis de 174 articulos que fueron seleccionados para la investigacién. Para una mejor
visualizacion y comprension de los resultados, se elaboraron gréficos y tablas utilizando el programa

informéatico Excel versién 2021, donde se detallaron los porcentajes correspondientes.

4.1.8.1. PIOI: ;Cudl es el principal lugar de afiliacion institucional de los articulos cientificos?

Tabla 4-12: Afiliacién de los articulos cientificos relacionados con la teoria APOE

Afiliaciones | Frecuencia | Porcentaje | Porcentaje acumulado

Instituto Tecnolégico Auténomo De México ‘ 12 ‘ 6,90 ‘ 6,90
Universidad De Kwazulu Natal ‘ 8 ‘ 4,60 ‘ 11,49
Universidad Industrial De Santander | 8 | 460 | 16,09
Universidad Ferdousi De Mashhad ‘ 6 ‘ 3,45 ‘ 19,54
Universidad Austral De Chile ‘ 5 ‘ 2,87 ‘ 22,41
Pontificia Universidad Catélica De Valparaiso ‘ 5 ‘ 2,87 ‘ 25,29
Universidad Charles 5 | 287 | 28,16
Universidad De Puerto Rico De Mayagiiez ‘ 4 ‘ 2,30 ‘ 30,46
Instituto Politécnico Nacional ‘ 4 ‘ 2,30 ‘ 32,76
Universidad Cat6lica Del Norte |3 | 172 | 34,48
Otras afiliaciones ‘ 114 ‘ 65,52 ‘ 100,00
TOTAL | 174 | 10000 |

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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En la Tabla 4-12, se observa que la afiliacién con mayor nimero de publicaciones de articulos
cientificos es el Instituto Tecnolégico Auténomo de México, con una frecuencia absoluta de 12
articulos que son: Google 104, Google 57, Scielo_9, Scopus_10, Wos_35, Wos_50, Wos_54,
Wos_56, Wos_59, Wos_72, Google_067, Scielo_004, lo que representa una frecuencia porcentual
del 6,90 % del total. Ademds, se menciona que las otras afiliaciones cuentan con un total de 114

articulos, lo que equivale a una frecuencia por porcentual del 65,52 % en un total de 174 articulos.

=

Porcentaje

Ilustracion 4-1: Porcentaje de afiliacion de los articulos cientificos

relacionados con la teoria APOE
Realizado por: Sarango, T., 2024.

Se observa que en la Ilustracién 4-1, otras afiliaciones representan un 65,52 %, seguido por el
Instituto Tecnoldgico Auténomo de México con un 6,90 %, y la Universidad Catdlica del Norte

con el porcentaje mds bajo, que es 1,72 %.

4.1.8.2. PI0O2: ;Cudl es el aiio de publicacion que contiene mds articulos cientificos en el periodo

de estudio entre los afios 2015 hasta 2023?
En la Tabla 4-13, se observa que en la primera revision realizada en el afio 2022, empez6 con una

frecuencia absoluta de 8 publicaciones. En la nueva actualizacién en el afio 2023, se terminé con

30 articulos publicados y una frecuencia porcentual del 17,24 %.
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Tabla 4-13: Afios de publicacién de los articulos
cientificos relacionados con la teoria APOE

Afio | Frecuencia | Porcentaje | Porcentaje acumulado
2015 | 8 | 460 | 4,60
2016 | 13 | 747 | 12,07
2017 | 19 | 1092 | 22,99
2018 | 19 | 1092 | 33,91
2019 | 25 | 1437 | 48,28
2020 | 18 | 1034 | 58,62
2021 | 21 | 12,07 | 70,69
2022 | 21 | 1207 | 82,76
2023 | 30 | 1724 | 100,00
TOTAL | 174 | 100,00 |
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Ilustracién 4-2: Porcentaje de los articulos cientificos publicados por
aflo
Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la siguiente Ilustracion 4-2, se evidencian tres porcentajes que resaltan entre los 9 afios que se
hicieron publicaciones con la teoria APOE en el area de la matematica. El afio 2023 destaca con una
frecuencia porcentual del 17,24 %, mientras que en el afio 2015 presenta un menor porcentaje. Se
contempla un alto interés de estudio sobre el tdpico, existiendo una diferencia de la frecuencia

porcentual del12,64 % entre los afios 2015 hasta 2023.
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Tabla 4-14: Paises con publicaciones de los articulos
cientificos relacionados con la teoria APOE

Pais | Frecuencia | Porcentaje | Porcentaje Acumulado
México | 28 | 16,09 | 16,09
Indonesia | 25 | 1437 | 30,46
Sudafrica | 21 | 1207 | 42,53
Otros pafses | 19 | 1092 | 53.45
USA |18 | 1034 | 63,79
Chile 17| 977 | 73,56
Colombia | 12 | 690 | 80,46
Turquia | 9 | 517 | 85,63
Irdn |8 | 460 | 90.23
PuertoRico | 5 | 287 | 93,10
Alemania | 5 | 287 | 95,98
Espafia 4 | 230 | 98,28
China 3 | 172 | 100,00
TOTAL | 174 | 10000 |

Realizado por: Sarango, T., 2024.

4.1.8.3. PI03: ;Cudl es el pais que contiene mds articulos cientificos?

Como se observa en la Tabla 4-14, México sigue liderando con una frecuencia absoluta de28
articulos, lo que representa una frecuencia porcentual del 16,09 % de total. Por otro lado, China
cuenta con una frecuencia absoluta de 3 articulos analizados, lo que equivale a una frecuencia
porcentual del 1,72 %. Ademads otros paises han contribuido con una frecuencia absoluta de 19

publicaciones, representando una frecuencia porcentual del 10,92 % del anélisis.
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Ilustracién 4-3: Porcentaje de paises con publicaciones de articulos

cientificos relacionados con la teoria APOE
Realizado por: Sarango, T., 2024.

Se evidencia en la Ilustraciéon 4-3, México lidera con una frecuencia porcentual del 16,09 %,
seguido por Indonesia con una frecuencia porcentual del14,37, y China ocupa el dltimo lugar con una

frecuencia porcentual del 1,72.

4.1.8.4. PI04: ;Existen autores que tienen afiliacion en instituciones ecuatorianas en los articulos

cientificos?

En la siguiente Revision Sistemdtica de Literatura Cientifica que se realiz6 entre los afios 2022 hasta
2023, se evidencié una aportacién con afiliacién ecuatoriana: “La teoria APOE: Un mapeo sistemédtico
parcial (2015 — 2022)” (Aldds Castro, 2022, pag. 128). Disponible en: http://dspace.espoch. edu.ec/

handle/123456789/19829.

4.1.8.5. PIO05: ;Existe algiin software que mds se utilizo en los articulos cientificos?

En la Tabla 4-15, se caracterizo el software GeoGebra con una frecuencia absoluta de 23. De los 174
articulos analizados, 102 tuvieron la frecuencia porcentual mads alto. Por ultimo, el software

MAXQDA se menciona con 2 articulos.
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Tabla 4-15: Caracterizacion del software de los articulos cientificos
relacionados con la teoria APOE

Software | Frecuencia | Porcentaje | Porcentaje acumulado
MAXQDA 2 | 115 | 1,15
Ninguno | 102 | 5862 | 59,77
GeoGebra |23 | 1322 | 72,99
Otros softwares |19 | 1092 | 83,91
Maple | 14 | 805 | 91,95
SPSS 7| 402 | 95,98
Excel 4 | 230 | 98,28
The geometer’s sketchpad | 3 | 172 | 100,00
TOTAL | 174 | 10000 |

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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Ilustraciéon 4-4: Porcentaje de la caracterizacion del software de los

articulos cientificos relacionados con la teoria APOE
Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracion 4-4, en la caracterizacion del software, ninguno prevalece con un 58,62 %,

seguido por GeoGebra con un 13,22 %.
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4.1.8.6. PI06: ;Cudl es el idioma mds utilizado en los articulos cientificos?

Tabla 4-16: Idioma de articulos cientificos relacionados

con la teorfa APOE
Idioma | Frecuencia | Porcentaje | Porcentaje Acumulado
Chino 1 0,57 0,57
Espafiol 42 24,14 24,71
Inglés 131 75,29 100,00
TOTAL 174 100,00

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Se aprecia en la Tabla 4-16, el idioma inglés prevalece como el idioma con mds publicaciones, con una
frecuencia absoluta de 131 articulos. Le sigue el idioma espafiol, con una frecuencia absoluta de 42

articulos, y por tltimo, China con una frecuencia absoluta de 1 articulo.

Inglés

Espaiiol

Chino | 057

0,00 20, 30,00 40,00 50,00 60,00 70,00 80,00

In

Porcentaje

Ilustracion 4-5: Porcentaje de los idiomas en los articulos

cientificos publicados
Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracién 4-5, el idioma inglés es el que mas se utilizé en los articulos cientificos con la
teoria APOE en el drea de la matemdtica con una frecuencia porcentual del 75,29 %, le sigue el

idioma espafiol con una frecuencia porcentual del 24,14 %.
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4.1.8.7. PIO7: ;Cudl es el autor que tiene mds participacion en los articulos cientificos?

Tabla 4-17: Autores con participaciones en los articulos cientificos relacionados con

la teoria APOE
Autores Frecuencia | Porcentaje | Porcentaje acumulado

Maria Trigueros Gaisman 24 5,54 5,54
Rafael Martinez Planell 17 3,93 9,47
Marcela Parraguez Gonzélez 13 3,00 12,47
Vahid Borji 13 3,00 15,47
Solange Roa Fuentes 8 1,85 17,32
Draga Vidakovic 6 1,39 18,71
Deonarain Brijlall 5 1,15 19,86
Aneshkumar Maharaj 4 0,92 20,79
Edelmira Badillo 4 0,92 21,71
Lidia Aurora Hernandez Rebollar 4 0,92 22,63
Asuman Oktac 3 0,69 23,33
Otros autores 332 76,67 100,00
TOTAL 433 100,00

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Tabla 4-17, sigue liderando PhD. Maria Trigueros Gaisman con la participacién de una
frecuencia absoluta de 24 articulos cientificos, de un total de 174 analizados. Estos articulos se
basan en variables de respuestas multiples en el programa informdtico Excel version 2021, y
representan una frecuencia porcentual del 5,54 % del conjunto. Le sigue otros autores, con una
frecuencia porcentual del 76,67 % en 332 articulos, y por ultimo, Asuman Oktac con una frecuencia

porcentual del 0,69 % en un total de 3 articulos.
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Autor

Ilustraciéon 4-6: Porcentaje de las participaciones de los autores en

los articulos cientificos
Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracién 4-6, la Dra. Maria Trigueros Gaisman, destaca una impresionante frecuencia
porcentual del 76,67 % de participacién en articulos cientificos sobre la teoria APOE y el Algebra
Lineal, entre los afios 2015 hasta 2023. Posiciondndola a nivel mundial como una figura relevante en

dicha area de la matematica.

4.1.8.8. PIOS: ;Cudl es la principal temdtica de la teoria APOE que utiliza el articulo cientifico?

Tabla 4-18: Tematica de los articulos cientificos
relacionados con la teoria APOE

Tematica N.° | Porcentaje
Acciones 143 | 82,18%
Procesos 147 | 84,48%
Objetos 148 | 85,06%
Esquemas 130 | 74,71%
Descomposicion genética 116 | 66,67 %
N.° Papers 174 100,00 %

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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En la Tabla 4-18, la principal temadtica de la teoria APOE que se encontr6 en los articulos cientificos

fueron los objetos con 148 aciertos en un total de 174 papers.

Temadtica teoria APOE

Tlustracién 4-7: Porcentaje de la tematica en los articulos

cientificos relacionados con la teoria APOE
Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracion 4-7, se observa que la temdtica de la descomposicién genética cuenta con un total
de 116 articulos, lo que representa un 66,67 %. Por otro lado, la temética de los objetos cuenta con
148 articulos, lo que equivale a un 85,06 % del andlisis, tomando como base del andlisis un total de

174 articulos.

4.1.8.9. PI09: ;En qué drea de la matemdtica (Algebra Lineal, Cdlculo Diferencial, Diddctica de

la Matemdtica, etc.) se utiliza mds la teoria APOE?

En la Tabla 4-19, la revista The Journal of Mathematical Behavior, continda liderando con una
frecuencia absoluta de 23 articulos, lo que representa una frecuencia porcentual del 13,22 % de
total. Ademads, otras revistas cuentan con una frecuencia absoluta de 99 articulos en una frecuencia
porcentual del 56,90 %, cabe mencionar que son articulos con una publicacién y las revistas varian.
La Revista de Proyectos y Textos Académicos en Did4ctica de las Ciencias y la Ingenierfa cuenta
con una frecuencia absoluta menor, con 2 articulos, lo que equivale a una frecuencia porcentual del

1,15%.
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Tabla 4-19: Revista de los articulos cientificos relacionados con la teoria APOE

Revista ‘ Frecuencia ‘ Porcentaje ‘ Porcentaje acumulado
The Journal Of Mathematical Behavior | 23 | 1322 | 13,22
International Journal Of Education 12 6,90 20,11
In Mathematics In Science And Technology
Educational Studies In Mathematics ‘ 8 ‘ 4,60 ‘ 24,71
Educacién Matematica ‘ 6 ‘ 3,45 ‘ 28,16
Ensenanza De Las Ciencias ‘ 6 ‘ 3,45 ‘ 31,61
Advances In Social Science, Education And 5 2,87 34,48
Humanities Research
Eurasia Journal Of Mathematics, Science And 4 2,30 36,78
Technology Education
International Journal Of Research In 3 1,72 38,51
Undergraduate Mathematics Education
European Journal Of Educational Research 3 1,72 40,23
ZDM: The International Journal On 3 1,72 41,95
Mathematics Education
Revista De Proyectos Y Textos Académicos 2 1,15 43,10
En Didéctica De Las Ciencias Y La Ingenieria
Otras revistas ‘ 99 ‘ 56,90 ‘ 100,00
TOTAL | 174 | 10000 |

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Porcentaje

Ilustracion 4-8: Porcentaje de las revistas en los articulos

cientificos
Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Tlustracién 4-8, con una frecuencia porcentual, del 56.90 % las publicaciones estdn en revistas
independientes. Le sigue, un 13.22 % la revista The Journal of Mathematical Behavior y con un

1.55 %, la Revista de Proyectos y Textos Académicos en Did4ctica de las Ciencias y la Ingenieria. 87



4.1.8.10. PII0: ;En qué drea de la matemdtica (Algebra Lineal, Cdlculo Diferencial, Diddctica

de la Matemdtica, etc.) se utiliza mds la teoria APOE?

Tabla 4-20: Area de la matemética de los articulos cientificos relacionados con

la teoria APOE
Area Frecuencia | Porcentaje | Porcentaje Acumulado

Algebra Lineal 34 19,54 19,54
Didactica De La Matematica 26 14,94 34,48
Calculo Diferencial 23 13,22 47,70
Andlisis Real 15 8,62 56,32
Geometria 12 6,90 63,22
Geometria Analitica 10 5,75 68,97
Algebra Superior 8 4,60 73,56
Célculo Multivariable 8 4,60 78,16
Célculo Integral 7 4,02 82,18
Geometria Euclidiana 7 4,02 86,21
Educacién Matematica 4 2,30 88,51
Loégica Matematica 4 2,30 90,80
Ecuaciones Diferenciales 4 2,30 93,10
Algebra Abstracta 4 2,30 95,40
Estadistica 3 1,72 97,13
Aritmética 2 1,15 98,28
Matematica Financiera 1 0,57 98,85
Calculo Infinitesimal 1 0,57 99,43
Célculo Complejo 1 0,57 100,00
TOTAL 174 100,00

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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En la Tabla 4-20, Algebra Lineal lidera con una frecuencia porcentual del 19,54%, donde se
evidencié una frecuencia absoluta de 34 articulos relacionados en el area de la matematica con la
teoria APOE. Ademds, se encontré una frecuencia absoluta de 1 articulo relacionado con el Célculo
Complejo, representando una frecuencia porcentual del 0,57 % y 1 articulo con el Célculo Infinitesimal,

representando de igual manera un 0,57 % del total de 174 articulos que se analizaron en la nueva (RSL).
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Tlustracion 4-9: Porcentajes en el drea de la matematica de los

articulos cientificos
Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Tlustracién 4-9, sigue liderando el 4rea del Algebra Lineal con una frecuencia porcentual del
19,54 % y con una frecuencia porcentual menos del 1%: Matematica Financiera, Calculo
Infinitesimal y Calculo Complejo.

Articulos en el drea del Algebra Lineal:

1. DIALOGO ENTRE LAS TEORIAS APOE Y TAD (Trigueros, 2019).

2. IMPULSIVE AND REFLECTIVE STUDENTS’ UNDERSTANDING TO LINEAR
EQUATIONS SYSTEM: AN ANANALYSIS THROUGH APOS THEORY (Rachmawati y Siswono,

2020).

3. ANALYSIS OF STUDENTS’ UNDERSTANDING FOR THE CONCEPT OF MATRIX RANK
BASED ON APOS THEORY (Inganah, 2018).

4. EVOLUCION EN EL ESQUEMA DEL CONCEPTO TRANSFORMACION LINEAL. UNA
MIRADA A TRES INTERPRETACIONES DESDE LA TEORIA APOE (Maturana et al., 2015).

5. TEACHING EIGENVALUES AND EIGENVECTORS USING MODELS AND APOS

THEORY (Salgado y Trigueros, 2015).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

EL APRENDIZAJE DE ESPACIOS VECTORIALES EN ALGEBRA: UNA MIRADA DESDE
LA TEORIA APOE (Montenegro, 2018).

. DOES THE USE OF APOS THEORY PROMOTE STUDENTS’ ACHIEVEMENT IN

ELEMENTARY LINEAR ALGEBRA? (Arnawa et al., 2021).

. LA COMPRENSION DE LA RECTA DESDE LA TEORIA APOE (Suirez Gil et al., 2021).

. LEARNING THE CONCEPT OF EIGENVALUES AND EIGENVECTORS: A

COMPARATIVE ANALYSIS OF ACHIEVED CONCEPT CONSTRUCTION IN LINEAR
ALGEBRA USING APOS THEORY AMONG STUDENTS FROM DIFFERENT
EDUCATIONAL BACKGROUNDS (Schirmer y Altieri, 2019).

ESTUDIO SOBRE LA CONSTRUCCION COGNITIVA DE LA MATRIZ DE CAMBIO DE
BASE EN TERMINOS DE LA TEORIA APOE (Mendoza et al., 2021).

ESTRUCTURAS MENTALES QUE MODELAN EL APRENDIZAJE DE UN TEOREMA
DEL ALGEBRA LINEAL: UN ESTUDIO DE CASOS EN EL CONTEXTO UNIVERSITARIO

(Roa y Parraguez, 2017).

PRE-SERVICE MATHEMATICS TEACHERS’ MENTAL CONSTRUCTIONS WHEN USING
CRAMER’S RULE (Ndlovu y Brijlall, 2019).

CONSTRUCCION COGNITIVA DEL ESPACIO VECTORIAL R? (M. Rodriguez Jara et al., 2018).

CONSTRUCCIONES Y MECANISMOS MENTALES PARA EL. APRENDIZAJE DEL
TEOREMA MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL (Trigueros Gaisman

etal., 2015).
MENTAL CONSTRUCTIONS IN LINEAR ALGEBRA (Oktag, 2019).

AN APOS ANALYSIS OF SOLVING SYSTEMS OF EQUATIONS USING THE INVERSE
MATRIX METHOD (Kazunga y Bansilal, 2020).

COGNITIVE CONSTRUCTION OF THE SOLUTION SET OF A SYSTEM OF LINEAR
EQUATIONS WITH TWO UNKNOWNS (M. A. Rodriguez Jara et al., 2019).

ESTRUCTURAS MENTALES PARA MODELAR EL APRENDIZAJE DEL TEOREMA DE
CAMBIO BASE DE VECTORES (Parraguez et al., 2016).

MATRIX MULTIPLICATION AND TRANSFORMATIONS: AN APOS APPROACH (Figueroa

etal., 2018).
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

CONSTRUCCION DE LOS OPERADORES LINEALES DIAGONALIZABLES CON BASE EN

LA TEORIA APOE (Mendoza et al., 2021).
TASK DESIGN IN APOS THEORY (Trigueros, 2019).

THE LEARNING AND TEACHING OF LINEAR ALGEBRA: OBSERVATIONS AND
GENERALIZATIONS (Harel, 2017).

ZIMBABWEAN IN-SERVICE MATHEMATICS TEACHERS’ UNDERSTANDING OF
MATRIX OPERATIONS (Kazunga y Bansilal, 2016).

UN ESQUEMA DE TRANSFORMACION LINEAL: CONSTRUCCION DE OBJETOS
ABSTRACTOS A PARTIR DE LA INTERIORIZACION DE ACCIONES CONCRETAS

(Gonzalez Rojas y Roa Fuentes, 2017).

AN EXPLORATORY STUDY ON THE UNDERSTANDING OF THE VECTOR SUBSPACE

CONCEPT (Mutambara y Bansilal, 2019).

STUDENTS’ UNDERSTANDING OF SOLVING A SYSTEM OF LINEAR EQUATIONS
USING MATRIX METHODS: A CASE STUDY (Montenegro, 2018).

DEVELOPMENT OF STUDENTS’ WORKSHEET BASED ON APOS THEORY APPROACH TO

IMPROVE STUDENT ACHIEVMENT IN LEARNING SYSTEM OF LINEAR
EQUATIONS (Amawa et al., 2019).

THE PROCESS OF SYSTEM OF LINEAR EQUATIONS IN THREE VARIABLES SOLVING
PROCEDURE’S CONSTRUCTION USING ANALOGY: INDIVIDUAL VS PAIRED (Hasanah y

Rosyid, 2023).

CHANGES IN STUDENTS® MENTAL CONSTRUCTIONS OF FUNCTION
TRANSFORMATIONS THROUGH THE APOS FRAMEWORK (Koyunkaya y Boz Yaman, 2023).

COORDINATED TOPICS AS TRANSITIONAL ENABLERS TOWARDS HIGHER-LEVEL
CONCEPTUALISATIONS OF THE RANGE CONCEPT (Dogan, 2023).

UNDERGRADUATE STUDENTS’ CONCEPTUALIZATION OF ELEMENTARY ROW
OPERATIONS IN SOLVING SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS (Tatira, 2023b).

MENTAL CONSTRUCTS ASSOCIATED WITH EIGENVALUES AND EIGENVECTORS:
REFINING A COGNITIVE MODEL (Betancur et al., 2022).

EL PAPEL DE LOS CONCEPTOS GEOMETRICOS COMO BASE PARA EL APRENDIZAJE
DEL METODO SIMPLEX (Simg y Trigueros, 2022).
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34. ESTRUCTURAS Y MECANISMOS MENTALES QUE DESDE UNA PERSPECTIVA
GEOMETRICA MODELAN Y ARTICULAN EL APRENDIZAJE DE VALOR Y VECTOR
PROPIO EN R? (Parraguez et al., 2022).

Articulos en el area del Matematica Financiera:

1. PRE-SERVICE MATHEMATICS STUDENT TEACHERS’S CONCEPTIONS OF NOMINAL
AND EFFECTIVE INTEREST RATES (Makonye, 2017).

Articulos en el area del Calculo Infinitesimal:

1. EXAMINING OPPORTUNITIES TO LEARN LIMIT IN WIDELY USED CALCULUS
TEXTBOOKS (Hong, 2023).

Articulos en el area del Calculo Complejo:

1. INVESTIGATING STUDENTS’ UNDERSTANDING OF COMPLEX NUMBER AND ITS
RELATION TO ALGEBRAIC GROUP USING AND APOS THEORY (LONGE y MAHARAJ,

2023).

4.1.9. Discusion de resultados de las Revisiones Sistemdticas de Literatura Cientifica, entre los

aiios 2015 hasta 2021 y la nueva actualizacion hasta 2023

En la Tabla 4-21, se observa los resultados de los articulos cientificos para la (RSL) entre los afios

2015 hasta 2021 y a continuacidn los resultados de la (RSL) entre los afios 2022 hasta 2023.
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Tabla 4-21: Resultados de los articulos cientificos para la
actualizacién de la (RSL)

Revision Sistematica de Literatura Cientifica entre los afios 2015 hasta 2021

N.°
Articulos cientificos encontrados en la base de datos 287
Articulos cientificos aplicados los criterios de inclusién 0
Articulos cientificos aplicados los criterios de exclusion 135
Articulos de la base de datos menos articulos de exclusién 152
Articulos cientificos aplicados los criterios de calidad 33
Articulos cientificos repetidos 29
Articulos cientificos para el estudio 123

Revision Sistematica de Literatura Cientifica entre los afios 2022 hasta 2023

N.°
Articulos cientificos encontrados en la base de datos 321
Articulos cientificos aplicados los criterios de inclusién 0
Articulos cientificos aplicados los criterios de exclusién 261
Articulos de la base de datos menos articulos de exclusién 60
Articulos cientificos aplicados los criterios de calidad 7
Articulos cientificos repetidos 9
Articulos cientificos para el estudio 51

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Como se observa, en la Tabla 4-22, los resultados de ambas (RSL) ya se incluyeron a un resultado final,

obteniendo una base de datos de 608 articulos, donde 174 fueron seleccionados para el anélisis.
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Tabla 4-22: Resultados finales para la (RSL) entre los afios 2015
hasta 2023

Articulos identificados en la base de datos

Criterios de inclusion

o

Criterios de exclusion 396

Articulos de la base de datos menos articulos de exclusion

o
[«)

Criterios de calidad

Articulos repetidos 38

Articulos elegidos para el andlisis -

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracion 4-10, Se evidencia los porcentajes y las respuestas a las preguntas de investigacién

de la Revision sistematica de literatura cientifica (RSL), entre los afios 2015 y 2021.

= Instituto Tecnologico
Auténomo de México. 8.13%

PI02 ;Cuil es el ano de publicacién que contiene m4s articulos *Afio 2019 cuenta con 25
cientificos en el periodo de estudio entre 2022 hasta 2023? articulos. 20,33%

* México. 17.89%

»No existen afiliaciones
acuatorianas

*Maple. 7,22%

«Inglés. 70%

=Dra. Maria Trigueros G.
14.63%

- Objetos. 89.43%

+ Journal Of Mathematical
Behavior. 16,26%

- Algebra Lineal. 22%

Ilustracion 4-10: Respuestas a las preguntas de Investigacion de la (RSL) entre los afios 2015

hasta 2021
Realizado por: Sarango, T., 2024.
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En la Ilustracién 4-11, Se han evidenciado los nuevos porcentajes y la respuesta a las preguntas de
investigacién, asi como los cambios que se han producido en la Revisién sistemadtica de literatura

cientifica (RSL), entre los afios 2015 hasta 2023.

~ PI02 ;Cuil es el aiio de publicacién que contiene mds articulos
- cientificos en el periodo de estudio entre los afios 2015 hasta 2023?

Tlustracion 4-11: Resultados finales de la actualizacion de
la (RSL)

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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4.1.9.1. Descomposiciones genéticas de la teoria APOE en el drea de la matemdtica, entre los

afios 2015 hasta 2023

En la siguiente Tabla 4-23, se detallan los 116 articulos que cuentan con una (DG) segtin cada area

de la matematica, entre los afios 2015 hasta 2023. Se denominé como a 1=si, lo que indica que

[IFS1 1]

si” cuenta el articulo con una descomposicién genética. Ademads, se resalta en color amarillo los

articulos que son entre los afios 2022 hasta 2023.

A continuacion, se detalla el total de las descomposiciones genéticas correspondientes a cada drea

de la matemética y sus subdreas:

1. Algebra Lineal: El anélisis cont6 con 28 articulos que representan con una descomposicién

genética.

2. Algebra Abstracta: 2 articulos.

3. Algebra Superior: 6 articulos.

4. Analisis Real: 11 articulos.

5. Calculo Diferencial: 13 articulos.

6. Calculo Infinitesimal: 1 articulo.

7. Calculo Integral: 5 articulos.

8. Calculo Multivariado: 8 articulos.

9. Didactica de la Matematica: 14 articulos.
10. Ecuaciones Diferenciales: 3 articulos.
11. Estadistica: 1 articulo.

12. Geometria: 10 articulos.

13. Geometria Analitica: 7 articulos.
14. Geometria Euclidiana: 3 articulos.
15. Légica Matematica: 3 articulos.

16. Matematica Financiera: 1 articulo.
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Seguidamente, se enuncian por su buscador las descomposiciones genéticas correspondientes a cada

drea de la matemadtica y sus subdreas entre los afios 2015 y 2023.

Observaciéon. Cabe mencionar que las celdas de los buscadores destacadas en color amarillo
corresponden a las descomposiciones genéticas entre los afios 2022 y 2023, mientras que las demads

abarcan los afios entre 2015 hasta 2021.
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Tabla 4-23: Descomposiciones Genéticas de la teoria APOE en cada drea de la matematica, entre

los afios 2015 hasta 2023
BUSCADOR AREA SUB AREA DG
Scopus_54 Algebra Abstracta | Teorema del Isomorfismo 1
Google_59 Algebra Abstracta | Comprensi6n en temas de Algebra Abstracta 1
Google_112 | Algebra Lineal Sistema de Ecuaciones Lineales de dos Variables 1
Google_35 Algebra Lineal Matriz Multiplicacién 1
Google_42 Algebra Lineal Transformaciones Lineales 1
Google_57 Algebra Lineal Vectores 1
Google_6 Algebra Lineal Espacios Vectoriales 1
Google_64 Algebra Lineal Matrices y Espacios Vectoriales 1
Google_7 Algebra Lineal Ecuaciones Lineales 1
Google_75 Algebra Lineal Ecuaciones Lineales 1
Google_77 Algebra Lineal Vectores Propios 1
Google_8 Algebra Lineal Matriz Cambio de Base 1
Scielo_14 Algebra Lineal Teorema del Algebra Lineal 1
Scielo_19 Algebra Lineal Regla de Cramer 1
Scielo_9 Algebra Lineal Matriz Asociada 1
Scopus_9 Algebra Lineal Sistema de Ecuaciones 1
Wos_16 Algebra Lineal Sistema de Ecuaciones Lineales con Dos Incégnitas | 1
Wos_25 Algebra Lineal Cambio de Base 1
Wos_35 Algebra Lineal Matriz Multiplicacién 1
Wos_52 Algebra Lineal Sistema de Ecuaciones Lineales con Dos Incégnitas | 1
Wos_53 Algebra Lineal Conceptos de Algebra Lineal 1
Wos_56 Algebra Lineal Matriz Inversa 1
Wos_60 Algebra Lineal Sistema de Ecuaciones Lineales 1
Wos_69 Algebra Lineal Operaciones con Matrices 1
Wos_76 Algebra Lineal Transformaciones Lineales 1
Wos_9 Algebra Lineal Subespacio Vectorial 1
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Wos_040 Algebra Lineal Transformaciones de Funciones

Scopus_014 Algebra lineal Vectores, Valores Propios,
Transformaciones Lineales

Scielo_004 Algebra Lineal Programacién Lineal, Representacion
Geométrica Método Simplex

Scielo_005 Algebra lineal Valor Propio, Vector Propio, Rotacién,
Muiltiplo Escalar

Google_130 Algebra Superior Estimacién por minimos cuadrados

Google_50 Algebra Superior Aritmética

Google_68 Algebra Superior Pensamiento Matemaético

Wos_18 Algebra Superior Prueba por Contradiccién, Prueba
por Comprension

Wos_44 Algebra Superior Operaciones Numéricas

Google_035 Algebra Superior Prueba por Induccién

Google_47 Analisis Real Infinitos

Google_54 Andlisis Real Conceptos de Funcién

Google_91 Analisis Real Series Binomiales

Scopus_13 Analisis Real Funcién Cuadratica

Scopus_15 Analisis Real Funciones de Dos Variables

Scopus_16 Andlisis Real Concepto de la Funcién

Wos_26 Andlisis Real Limite de una Serie

Wos_46 Andlisis Real Convergencia, Series de Funciones

Wos_50 Andlisis Real Plano Tangente

Wos_54 Andlisis Real Funciones de Dos Variables

Wos_042 Andlisis Real Funciones Exponenciales y Logaritmicas

Google_4 Calculo Diferencial Limite de una Funcién

Google_67 Calculo Diferencial Concepto de Limite

Google_74 Calculo Diferencial Derivada

Google_80 Calculo Diferencial Derivada, Limite
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Scielo_12 Calculo Diferencial Concepto Derivada de una Funcién
Scielo_20 Célculo Diferencial Concepto de la Derivada

Scielo_27 Célculo Diferencial Regla de la Cadena

Scopus_35 | Cdlculo Diferencial Griéficas de la Funcién y su Derivada
Scopus_7 Célculo Diferencial Diferenciaciéon Implicita

Wos_30 Célculo Diferencial Concepto de Derivada

Wos_61 Cilculo Diferencial Derivada de una Funcién

Google 006 | Calculo Diferencial Derivadas

Scielo_001

Calculo Diferencial

Limite de una Funcién de una Variable

Scopus_013 | Calculo Infinitesimal Limite

Google_13 | Célculo Integral Integral Definida
Scopus_10 | Calculo Integral Integrales

Wos_11 Cilculo Integral Integracion

Wos_5 Calculo Integral Integral Indefinida

Google_008

Cilculo Integral

Sumas de Riemann

Scopus_52 | Calculo Multivariado Ecuaciones Cuadraticas
Wos_67 Calculo Multivariado Funciones de Dos Variables
Wos_72 Calculo Multivariado Funciones de Dos Variables
Google_015 | Calculo Multivariado Derivadas Parciales
Google_232 | Calculo Multivariado Funciones de Dos Variables
Wos_045 Calculo Multivariado Derivadas Direccionales
Scopus_004 | Célculo Multivariado Integrales Dobles
Scopus_006 | Calculo Multivariado Derivadas Parciales
Google_2 Didactica de la Matematica | Teoria APOE

Google_30 | DidActica de la Matematica | Teoria APOE

Google_33 | Did4ctica de la Matematica | Teoria APOE

Google_98 | DidActica de la Matematica | Teoria APOE
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Scopus_17 Didictica de la Matemética La Ensefianza y el Aprendizaje Artificial
de las Matematicas

Scopus_24 Didéctica de la Matematica Analizando Tipos de Resoluciones

Scopus_40 Didactica de 1a Matematica La Abstraccion Reflexiva

Scopus_42 Didactica de la Matematica Teoria APOE

Wos_20 Did4ctica de la Matematica Disefio de Materiales Diddacticos

Wos_34 Did4ctica de la Matematica Teoria APOS, OSA

Wos_47 Didictica de la Matemdtica El Ciclo de Ensefianza ACE y el Pensamiento
Ocupacional

Google_011 Didactica de la Matematica APOS

Google_039 Didactica de la Matematica APOS, Estilo Cognitivo, Resolucién de
Problemas Reflexivo

Google_067 Didactica de la Matematica APOS, Descomposicion Genética

Google_24 Ecuaciones Diferenciales Modelacién

Google_82 Ecuaciones Diferenciales Modelacion

Wos_59 Ecuaciones Diferenciales Modelos

Google_41 Estadistica Distribucién Binomial

Google_69 Geometria Seno y funciones del coseno (Trigonometria)

Scielo_6 Geometria Tridngulo de Sierpinski

Scopus_12 Geometria Limite, Tangente

Scopus_21 Geometria Funcién Implicita

Scopus_28 Geometria Pendiente

Scopus_41 Geometria Funciones Sobreyectiva e Inyectivas

Wos_1 Geometria Pendiente

Wos_14 Geometria La Funcién Cuadriatica y la Funcién Derivada

Wos_37 Geometria Tridngulo de Sierpinski

Wos_6 Geometria Concepcion de la Funcién y su
Representacién

Google_32 Geometria Analitica Area en Figuras Planas
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Google_36 | Geometria Analitica Inecuaciones Lineales

Google_66 | Geometria Analitica Coordenadas Polares

Scopus_5 Geometria Analitica Ecuaciones Paramétricas

Scopus_6 Geometria Analitica Coordenadas Polares

Wos_70 Geometria Analitica Trasformaciones Geométricas

Google_052 | Geometria Analitica Funciones Cuadraticas, Vértices

Scopus_11 | Geometria Euclidiana | Gréficas de Inecuaciones de Dos Variables
Scopus_26 | Geometria Euclidiana | Graficas de Inecuaciones de Dos Variables
Scopus_39 | Geometria Euclidiana | Tridngulo Rectiangulo

Google 44 | Logica Matemadtica Tablas de Verdad

Google_5 Légica Matemdtica Implicaciones

Wos_58 16gica Matematica Principio de induccién

Wos_43 Matematica Financiera | Tasas de Interés

Realizado por: Sarango, T., 2024.

4.2. Resultados de los escenarios de aplicacién de la teoria APOE al Algebra Lineal, para

detallar todas las descomposiciones genéticas.

En la siguiente seccién se detalla los escenarios de la teoria APOE al Algebra Lineal por afio, para

luego, detallar las que cuentan con una descomposicién genética.

Observacioén. Es importante sefialar que las celdas de los buscadores destacadas en color azul

corresponden a los escenarios de aplicacién de la teoria APOE al Algebra Lineal entre los afios

2022 y 2023, mientras que las demads abarcan los afios entre 2015 hasta 2021.
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arios 2015 hasta 2023.

Tabla 4-24: Escenarios de aplicacién de la teoria APOE al Algebra Lineal.

4.2.1. Resultados de los escenarios de aplicacién de la teoria APOE al Algebra Lineal entre los

BUSCADORES AREA SUB - AREAS ANO
Google_42 Algebra Lineal | Transformaciones Lineales 2015
Google_57 Algebra Lineal | Vectores 2015
Scielo_9 Algebra Lineal | Matriz Asociada 2015
Google_77 Algebra Lineal | Vectores Propios 2016
Wos_25 Algebra Lineal | Cambio De Base 2016
Scielo_14 Algebra Lineal | Teorema Del Algebra Lineal 2017
Wos_35 Algebra Lineal | Matriz Multiplicacién 2017
Wos_60 Algebra Lineal | Sistemas De Ecuaciones Lineales 2017
Wos_69 Algebra Lineal | Operaciones En Matrices 2017
Wos_76 Algebra Lineal | Transformacién Lineal 2017
Google_116 Algebra Lineal | Concepto Del Rango De La Matriz 2018
Google_6 Algebra Lineal | Espacios Vectoriales 2018
Scielo_8 Algebra Lineal | Espacio Vectorial R? 2018
Wos_52 Algebra Lineal | Sistema De Ecuaciones Lineales Con Tres | 2018
Incégnitas
Google_104 Algebra Lineal | Matriz 2019
Google_75 Algebra Lineal | Ecuacién Lineal 2019
Scielo_19 Algebra Lineal | Regla De Cramer 2019
Scopus_29 Algebra Lineal | Transformaciones Lineales 2019
Wos_16 Algebra Lineal | Sistema De Ecuaciones Lineales Con Dos | 2019
Incognitas
Wos_56 Algebra Lineal | Matriz Inversa 2019
Wos_9 Algebra Lineal | Subespacio Vectorial 2019
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Google_112 | Algebra Lineal | Sistema De Ecuaciones Lineales De Dos | 2020
Variables,

Scopus_9 Algebra Lineal | Sistema De Ecuaciones 2020

Google_64 | Algebra Lineal | Matrices Y Espacios Vectoriales 2021

Google_7 Algebra Lineal | Ecuacién Lineal 2021

Google_8 Algebra Lineal | Matriz Cambio De Base 2021

Wos_53 Algebra Lineal | Conceptos En Algebra Lineal 2021

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Tabla 4-24, durante el afio 2019, se constaté un incremento en las publicaciones en el campo

del Algebra Lineal, existiendo 7 articulos cientificos.

A continuacion, se detalla los articulos:

1. Google_104: Didlogo entre las Teorfas Apoe y Tad, drea del Algebra Lineal, subdrea (Matriz).

2. Google_75: Development Of Students’ Worksheet Based On APOS Theory Approach To
Improve Student Achievment In Learning System Of Linear Equations, drea del Algebra Lineal,

subarea (Ecuacion Lineal).

3. Scielo_19: Pre-Service Mathematics Teachers’ Mental Constructions When Using Cramer’s

Rule, drea del Algebra Lineal, subarea (Regla De Cramer).
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4. Scopus_29: Mental Constructions In Linear Algebra, drea del Algebra Lineal, subarea

(Transformaciones Lineales).

5. Wos_16: Cognitive Construction Of The Solution Set Of A System Of Linear Equations With Two
Unknowns, drea del Algebra Lineal, subdrea (Sistema de Ecuaciones Lineales con dos

incégnitas).
6. Wos_56: Task Design In APOS Theory, 4rea del Algebra Lineal, subarea (Matriz Inversa).

7. Wos_9: An Exploratory Study On The Understanding Of The Vector Subspace Concept, area del

Algebra Lineal, subérea (Subespacio Vectorial).

4.2.2. Descomposiciones genéticas de la teoria APOE al Algebra Lineal

En la siguiente Tabla, se detalla los articulos que cuenta con una descomposicion genética y los que
carecen de la misma. Para el desarrollo se us6 el programa informdtico Excel version 2021 con
extension Comma Separated Values (“‘csv”’) y sus datos sean binarios, es decir: 1 = si, que

representa que “si” cuenta con una (DG) y 0 = no, que “no” cuenta con una (DG).

Posteriormente, se implement6 una funcién légica en Excel, que realiz6 una comparacion y devolvié un

resultado basado en si la comparacién es verdadera o falsa: =SI(C3=1;1;*"")

Desglose de la férmula:

SI: Es la funcién que se estd utilizando.

e (C3=1: Es la condicién que se estd comprobando, en este caso, si el valor de la celda C3 es igual

al.

1: Es el valor que la funcién devuelve si la condicién es verdadera.

“»: Es el valor que la funcién devuelve si la condicion es falsa (en este caso, una cadena de texto

vacia), como se puede observar en la celda de (DG).
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Tabla 4-25: Descomposiciones genéticas del Algebra Lineal

BUSCADORES AREA DESCOMPOSICION GENETICA | DG
Google_104 Algebra Lineal 0

Google_112 Algebra Lineal 1 1
Google_116 Algebra Lineal 0

Google_42 Algebra Lineal 1 1
Google_57 Algebra Lineal 1 1
Google_6 Algebra Lineal 1 1
Google_64 Algebra Lineal 1 1
Google_7 Algebra Lineal 1 1
Google_75 Algebra Lineal 1 1
Google_77 Algebra Lineal 1 1
Google_8 Algebra Lineal 1 1
Scielo_14 Algebra Lineal 1 1
Scielo_19 Algebra Lineal 1 1
Scielo_8 Al gebra Lineal 1 1
Scielo_9 Algebra Lineal 1 1
Scopus_29 Algebra Lineal 0

Scopus_9 Algebra Lineal 1 1
Wos_16 Algebra Lineal 1 1
Wos_25 Algebra Lineal 1 1
Wos_35 Algebra Lineal 1 1
Wos_52 Algebra Lineal 1 1
Wos_53 Algebra Lineal 1 1
Wos_56 Algebra Lineal 1 1
Wos_60 Algebra Lineal 1 1
Wos_69 Algebra Lineal 1 1
Wos_76 Algebra Lineal 1 1
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‘Wos_9 ‘Algebra Lineal ‘ 1 ‘ 1 ‘

Realizado por: Sarango, T., 2024

En la Tabla 4-25, se recopilé 34 articulos en el drea del Algebra Lineal con la teoria APOE
entre los afios 2015 hasta 2023, de los cuales, luego de identificar los que tienen descomposicion
genética y gracias al manejo de informacion, donde los resultados fueron transformados a una
codificacion binaria equivalente a 1 = si y 0 = no y asi se pueda hacer un proceso de filtrado, esto se lo
realiz6 en el programa informadtico Excel version 2021 y la férmula que se utiliz6 es la siguiente
=SI(C2=1;1; ). De esta manera, se determiné que 28 de los articulos poseen una descomposicién

genética, mientras que 6 no la tienen.

4.3. Escenarios de aplicacion de la teoria APOE en el Algebra Lineal en la carrera de

matematica de la ESPOCH, mediante la similaridad de Israel Lerman.

Acto continuo, se realiz6 el analisis de la similaridad de Israel Lerman

4.3.1. Similaridad de Israel Lerman.

Para cumplir este objetivo, se procedio a identificar cada uno de los paquetes que son necesarios en el R
para el (ASI), a continuacién, para los usuarios de MAC OS, deben copiar y pegar en la consola R el

siguiente script para la instalacion:

1 install.packages (c("stringr", "tcltk2", "Rcpp"))
21f (!requireNamespace ("BiocManager", quietly = TRUE))
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3 install.packages ("BiocManager")

4 BiocManager: :install ("Rgraphviz")

5install.packages

6 ("http://bilbo.iut-bm.univ-fcomte.fr/staff/couturie/RCHIC/rchic_0.27.tgz",

7 repos = NULL)

Luego, cada vez que desees usar Rchic, ejecuta en la consola de R:

1 library (rchic)

2 rchic ()

@ Asuudi
File Edit Code WView Plots Session Build Debug Profile Tools Help

& - O > = & o to fileffunction = Addins -

O | Untitled* o=

ki T SourceonSave | W A - #*Run | T * Source -
if (lrequireNamespace("BiocManager", quietly = TRUE))
install.packages("BiocManager")
BiocManager::install{"Rgraphviz'}
Tibrary({"Rgraphviz")
install.packages("stringr")
Tibrary("stringr")
install.packages("tcTtk™)
Tibrary{"tcltk™)
install.packages("tcltk2")
Tibrary("teltk2")
install.packages("fcpp”)
1ibrary{"Rcpp")
install.packages("stringr")
library("stringr")
Tibrary(rchic)
rchic()

o
[ SRR RN (T SR

[
ain B

16:8 {Top Level) £ R Seript 3

Ilustracion 4-12: Paquetes en R, para la similaridad de Israel
Lerman generado por Rchic

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracion 4-12, se describi6 cada uno de los paquetes necesarios para hacerlos correr y asi

genere la nueva ventana Rchic.
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€ RCHIC = O X
_Rghic_ O_Ftion

Hierarchy tree

Similarity tree |
Implicative graph

\, v

Ilustracién 4-13: Ventana de Rchic para la
similaridad de Israel Lerman

Realizado por: Sarango, T., 20%4.

En la Ilustracion 4-13, una vez hecho correr los paquetes, se genera una nueva ventana Rchic, en ella

se puede evidenciar que existen tres opciones para trabajar con €l (ASI), son las siguientes:

1. Arbol de Similaridad.
2. Arbol Jerrquico.

3. Gréfico Implicativo.

El objetivo de este (TIC), es trabajar con el Arbol de similaridad, para lo cual es necesario generar un
archivo en el programa informético Excel versién 2021 con extensiéon Comma Separated Values (“csv”

y sus datos sean binarios, es decir: 1 = Si'y 0 = No.

4.3.2. Similaridad de los escenarios de aplicacion de la teoria APOE al Algebra Lineal entre

los aiios 2015 hasta 2023.

En la Ilustracion 4-14 e Iustracion 4-15, son la base de datos de los escenarios de la teoria APOE al

Algebra Lineal entre los afios 2015 hasta 2024, con un total de 34 articulos cientificos.
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Realizado por: Sarango, T., 2024.
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Ilustracion 4-15

z

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Una vez que se importo la base de datos a R se obtuvo la matriz de similaridad en Rchic.
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Tlustracién 4-16: Matriz de similaridad del Algebra Lineal

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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Tlustracién 4-17: Continuacién de la Matriz de similaridad del Algebra Lineal

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Previamente, se generd la matriz de similaridad y arbol de similaridad. Este drbol muestra como se

agrupan los objetos segin su nivel de similitud.
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Tlustracién 4-18: Arbol de similaridad: Algebra Lineal

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Se detallan los articulos segtin su buscador:

Google_104, Google_112, Google_116, Google_42, Google_57, Google_6,Google_64, Google_7,
Google_75, Google_77, Google_8, Scielo_14, Scielo_19, Scielo_8, Scielo_9, Scopus_29,
Scopus_9, Wos_16, Wos_25, Wos_35, Wos_52, Wos_53, Wos_56, Wos_60, Wos_69, Wos_76,
Wos_9, Google_142, Wos_040, Wos_041, Scopus_005, Scopus_014, Scielo_004, Scielo_005.

Como se observa en la Ilustracion 4-18, representa el arbol de similaridad, donde se contemplan
dos grupos distintos, en los cuales se identifican ocho nodos que comparten similitudes. Los
articulos més similares se localizan a la izquierda en el primer nodo, el cual asocia los articulos
con la subdrea de Transformaciones Lineales (TL) y Transformaciones Lineales 2. Estos articulos
tienen en comun las mismas subdreas en el campo del Algebra Lineal. Este conjunto se conecta
a un segundo nodo que, en su otro extremo, agrupa los articulos de Transformaciones Lineales
1 y Transformaciones de Funciones. Prosiguiendo con la secuencia, se encuentran los articulos

relacionados con Vectores y Vectores Propios.

Avanzando en el arbol de similaridad, se destacan los conceptos de Transformaciones Lineales 4 y
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los Valores Propios, formando el tercer nodo. El cuarto nodo incluye los articulos sobre la Matriz
de Cambio de Base y el Cambio de Base. En el extremo siguiente, se abordan los Conceptos del

Rango de la Matriz en similitud con la Matriz Asociada.

Siguiendo la secuencia, se encuentran los Espacios Vectoriales y los Espacios Vectoriales en R
dos, y en el extremo opuesto, las Matrices y Espacios Vectoriales con Subespacios Vectoriales.
Continuando, los articulos tratan sobre la Multiplicacion de Matrices y la Matriz Inversa. Finalmente,

en el dltimo extremo, se discute la Operacion en Matrices y la Matriz.

En el grupo de lado derecho, se identific una similitud i nicial en 1a s ubdrea d e Sistemas
de Ecuaciones Lineales de dos variables y Sistemas de Ecuaciones, generando el quinto nodo.
Continuando con la estructura del drbol, se vincula el articulo sobre Sistemas de Ecuaciones de Tres
Variables. Posteriormente, se detecta una similitud entre los articulos que abordan los conceptos
de Sistemas de Ecuaciones Lineales con dos incognitas y Sistemas de Ecuaciones Lineales. Los
articulos mencionados también se relacionan con el que trata sobre Sistemas de Ecuaciones Lineales
1, completando asf el sexto nodo. A continuacidn, se agrupan los articulos con temas similares como
Ecuaciones Lineales y Ecuaciones Lineales 1. Este conjunto se conecta al extremo siguiente, donde
los articulos sobre la Regla de Cramer y el Sistema de Ecuaciones Lineales con tres incégnitas

conforman los nodos siete y ocho.

4.3.3. Similaridad de los escenarios de aplicacion de la teoria APOE al Algebra Lineal en la

carrera de Matemdtica de la ESPOCH.

Como se observa en la Ilustraciéon 4-17, se utilizé el silabo del tercer semestre de la carrera de
matemdtica de la ESPOCH , periodo académico octubre - marzo para obtener la base de datos antes

mencionada. Se pudo evidencid en el silabo la existencia de 19 variables.
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Una vez que se import6 la base de datos, se obtuvo la matriz de similaridad de los escenarios de aplicacién de la teoria APOE al Algebra Lineal en la carrera de

matematica de la ESPOCH.

0 rsu

wmilariby_mstrx

=7 Fitter
* Operaciones.y.propicdades Tipos.de.matrices.y.propicdades Miatrizinvertible Determinantss Equivalencia.de matrices. por fila Ranga.de una.matriz Matriz. de solucion Sist_de.ec lineales
Dperacionesy.propiedades 0.0000000 05997136 DA830805 087TDELRS 01287045
Tipos.dematricesy.propledades 093997136 0.000000 09912869 066815354 02077062
Matrizinvertible 060953020 09903243 08330772 05874080 01687052 AR
Determinanies 04935315 02012868 04356320 07923546 0.5478205 070475024
Equivalencia.de. matrices.pocfila 0.6830806 DEBETISE4 038740828 C.0000000 09952403 09885711
Rango.da.una.matriz 15706464 Q0000000 0758080 070475924
Matriz.escalonadareducida GE40354 09959735 Q6TTISH 0418386435
Mtdos.matriciales.deschucion AT0dE 07580801 CL0000000
Sist._de.eclineales. homogeneas 2050 07047592 06182854 09997307
Matriz.inversa 06513355 09987752 0.6094002 0.5088055
Dependencia.einde pendendiaineal 03890431 04090112 .5088056
Espacics.vectoriales 05238050 08010034 03271448

EOS0

Subespacios.vectoriales 03277448

Indenpendencia.lineal.y.bases 0a04a1 01483381 04090112 05988956
Dimension.y.camblo.debase 0.5388956 04483381 04090112 02077962
Mucleo.yrango deuna. Tl 08468820 03550092 037278553 0.2545053
o paci i 03271448 060100348 02367853 06010024 01697053
Matriz.representante.deuna Tl 08468821 05259399 09648372 02020849 03560292 07278553 08! 0.2545953 0.2 186
Matriz.de.camblo.de.base 08695028 09478626 00673463 0.8664811 01545801 04865845 0.5183264 01134627 009136247

|

columns

Showing 1 te 19 of 19 entries, 19 ton

Tlustracién 4-20: Matriz de similaridad del Algebra Lineal en la carrera de matemética de la ESPOCH
Realizado por: Sarango, T., 2024.
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simnilarity_matrix
Fiiter
p e, p ia.lineal Espacins, i Subespacios.vectoriales p lineal.y.hases ion.y.cambio.de base Nuclen.yrango.de.una.TL Isomorfismos.de.espacios. vectoriales Matriz.representante.de.una.TL Matriz.de.cambio.de.base
0.5238080 0.5238060 0.3968056 452821 02271448 0.8458821 0.66550279
06646348 07315128 n4473812 09259399 054785263
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06634257 0 6634257 088 0010034 09020545 0.56643107
07483381 0.23 01483387 0.3585202 0.23618353 13569202 0.15458013
DAQ90112 0.6010034 04080112 07278533 0.6010034 07278353 045632460
05504032 03454233 0.5206157 0.3858687 08536815 0.5206197 08526815 0.61838643
0.5988936 0.3988936 0327148 0.2077862 02345933 02545953 0.11346272
05356552 0.5358552 02782665 01755215 102186006 0.09138247
05000020 04478612 04479512 05136810 0447amz 18239359
025728 0905400 oo3Taez (3454235
0.9958632 0.5655332 0.5206197
09950832 0.8A553332 05206107
0.8583245 0:995409% 0.5378612 3454
0.9039533 [.0000000 Do37EEIZ 05838687
05255339 05206157 0.5858667 00000000 0.5917038 0.9999905 0.59300522
04479612 03378612 09639332 09378612 09378612 09317088 00000000 089708
05255399 03454233 03454233 0.3858687 5995905 0.5917048 0000000
072629487 08671597 0.8671597 09475626 09930052 0502974 09930052 0.00000000
1 4

Showing 1 to 19 of 19 eriries, 13 total colurns

Tlustracién 4-21: Continuacién de la Matriz de Similaridad del Algebra Lineal en la carrera de matemtica de la ESPOCH
Realizado por: Sarango, T., 2024.



Una vez generada la matriz de similaridad de los escenarios de aplicacion de la teoria APOE, se

obtuvo el arbol de similaridad.
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Tlustracion 4-22: Arbol de Similaridad del Algebra Lineal

en la carrera de matematica de la ESPOCH
Realizado por: Sarango, T., 2024.

Los articulos usados para la creacién del arbol de similaridad en la carrera de matematica de la
ESPOCH son los 34 que tratan sobre la teorfa APOE al Algebra Lineal que resultaron de la (RSL) y las
variables fueron tomadas de las unidades del silabo de Algebra Lineal I de la carrera de

matemdtica de la ESPOCH y son las siguientes:

Operaciones y propiedades, Tipos de Matrices y Propiedades, Matriz Invertible, Determinantes,
Equivalencia de Matrices por Fila, Rango de una Matriz, Métodos Matriciales de Solucién de

un Sistema de Ecuaciones Lineales, Sistema de Ecuaciones Lineales Homogéneas, Matriz
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Inversa, Dependencia e Independencia Lineal, Espacios Vectoriales, Subespacios Vectoriales,
Independencia Lineal y Bases, Nucleo y Rango de una Transformacién Lineal, Isomorfismos de
Espacios Vectoriales, Matriz Representante de una Transformacién Lineal, Matriz de Cambio de

Base.

En la Tlustracion 4-22, en la estructura del arbol de similitud, se observan dos grupos distintos
con cinco nodos. En el grupo de lado derecho, se identifica una mayor similitud entre los articulos
que abordan las subdareas relacionadas con los conceptos de Niicleo, Rango de una Transformacion
Lineal y Matriz Representante de una Transformacién Lineal. Estos temas forman el primer nodo.
A su vez, este nodo se conecta con un segundo nodo, cuya otra terminal agrupa los articulos
relacionados con los conceptos de Isomorfismos de Espacios Vectoriales y Matriz de Cambio de

Base.

Siguiendo la estructura del 4rbol de similitud, encontramos los articulos que tratan sobre
Dependencia e Independencia Lineal, asi como Independencia Lineal y Bases, formando una
conexion. El siguiente nodo agrupa los articulos relacionados con Espacios Vectoriales y
Subespacios Vectoriales, conectdndose a la siguiente terminal con el articulo sobre Dimensién y
Cambio de Base. Finalmente, el cuarto nodo representa el conjunto de temas del grupo de lado

derecho en el arbol de similitud.

En el grupo de lado izquierdo y la primera conexién que formard el quinto nodo, esta relacionado
con los conceptos de Rango de una Matriz y La Matriz Escalonada Reducida. Este nodo se conecta
con la subdrea que trata sobre La matriz Inversa. A su vez, la siguiente terminal se enlaza con el

articulo que trata sobre Equivalencias de Matrices por Fila.

Posteriormente, encontramos otro grupo de terminales con similitud. Este grupo abarca los
conceptos de Operaciones y Propiedades con Tipos de Matrices y Propiedades. Estos se conectan

con el concepto de Matriz Invertible.

Siguiendo en la clase izquierda del 4rbol de similaridad, se encuentra el articulo con menor similitud
y que trata sobre los Determinantes. Finalmente, la Gltima terminal forma el grupo de articulos

relacionados con Métodos Matriciales de Solucién y Sistemas de Ecuaciones Lineales Homogéneas.

Estas subdreas comparten similitudes en las palabras clave de los articulos relacionados con la
teoria APOE del dlgebra lineal en la carrera de matematicas. Es importante mencionar que se tomé

como base el silabo de Algebra Lineal I, para analizar las similitudes.
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4.4. Escenario de las Transformaciones Lineales en la carrera de matematica de la ESPOCH

Mediante el arbol de similaridad de Israel Lerman, que se obtuvo en la Ilustracion 4-22, se
evidenciaron cinco nodos, donde se encontraron, después de analizar, que cinco articulos cientificos
tenian sub-areas similares en las Transformaciones Lineales, en las cuales se evidencio la existencia de

similitud.

A continuacién se enuncia los articulos cientificos:

1. Scopus_29: (Algebra Lineal) Transformaciones Lineales.

2. Google_42: (Algebra Lineal) Transformaciones Lineales.

3. Wos_76: (Algebra Lineal) Transformaciones Lineales.

4. Scopus_014: (Algebra Lineal) Vectores propios, valores propios y transformaciones lineales.

5. Wos_041: (Algebra Lineal) Transformaciones Lineales, Rango.
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4.4.1. Escenario de las Transformaciones Lineales que cuentan con una descomposicion genética

Tabla 4-26: Articulos con descomposiciones genéticas en las Transformaciones Lineales

Buscador Titulo
Google_42 | Evolucién En Esquema Del Concepto Transformacién Lineal: Una Mirada A Tres Interpretaciones Desde La Teoria Apoe
Scopus_29 | Mental Constructions In Linear Algebra
Wos_76 Un Esquema De Transformacion Lineal: Construccién De Objetos Abstractos A Partir De La Interiorizacién De Acciones Concretas
Wos_041 Coordinated Topics As Transitional Enablers Towards Higher-Level Conceptualisations Of The Range Concept
Scopus_014 | Mental Constructs Associated With Eigenvalues And Eigenvectors: Refining A Cognitive Model

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Como se observa en la Tabla 4-23 y Tabla 4-24, el articulo seleccionado para ser aplicado en la carrera de matematica de la ESPOCH, periodo académico octubre

2023 - marzo 2024 y tiene una descomposicién genética es el Scopus_014: “Mental Constructs Associated With Eigenvalues And Eigenvectors: Refining A

Cognitive Model”. Este articulo pertenece al drea del Algebra Lineal y como sub-érea estudia los Valores propios - Vectores propios a partir de las Transformaciones

Lineales y asi representar una forma de ensefiar por medio de la descomposicidon genética que se puede adaptar.



Tabla 4-27: Articulo con las Transformaciones Lineales

Sub area Area Descomposicion Genética
Transformaciones Lineales Algebra Lineal 1
Transformaciones Lineales Algebra Lineal 0
Transformaciones Lineales Algebra Lineal 1
Transformaciones Lineales, Rango Algebra Lineal 0
Vectores, Valores Propios, Transformaciones Lineales | Algebra Lineal 1

Realizado por: Sarango, T., 2024.

4.4.2. Aplicar el escenario de los Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las
Transformaciones Lineales y asi representar una forma de ensefianza por medio de la

descomposicion genética

4.4.2.1. Metodologia

Para el desarrollo de este objetivo: segin lo manifiesta (Herndndez et al., 2014), esta investigacion se
establece con un alcance explicativo, porque se pretende analizar cual posee mayor validez y
confiabilidad al momento de impartir la clase adaptada a la descomposicién genético que se obtuvo
en la Tabla 4-22 y a una clase que se dicta de manera tradicional. El colectivo de estudio lo conformé:
47 semestre-de la carrera de matematica de la ESPOCH, del periodo académico 2 de octubre 2023

hasta 4 de marzo 2024, en la materia Algebra Lineal II, con un total de 11 estudiantes.

Observacion. El colectivo de estudio se planted para el 3¢ semestre de la carrera de matematica de la
ESPOCH, del periodo académico 2 de octubre 2023 hasta 4 de marzo 2024, pero al momento de elegir
el articulo, se obtuvo como resultado cinco con la teoria APOE en los temas de:

Transformaciones Lineales, de los cuales tres contaban con una descomposicion genética.

El seleccionado fue, la sub-drea de valores propios - vectores propios, que se imparte en—el 4%
semestre de la carrera de matemadtica de la ESPOCH, este articulo cuenta con una descomposicién
genética que se adapté y trata el tema a partir de las Transformaciones Lineales, que fue nuestro
objetivo a cumplir. Ademds, por disponibilidad del docente y tiempo, se hizo més factible trabajar con

4% semestre.
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4.4.2.72. Estilos de aprendizaje

De acuerdo con (Keefe, 1988), el estilo de aprendizaje se refiere a las condiciones externas que afectan
al contexto en el que el alumno aprende. Estas condiciones se relacionan con las caracteristicas
cognitivas, afectivas y fisiolégicas de los alumnos, que muestran cémo los alumnos ven, interactian

y reaccionan a sus entornos de aprendizaje, citado en (Sdez Lépez, 2018, pag. 28).

Antes de impartir la clase y usar el material did4ctico que se fundament6 con la teoria APOE, se
determino el estilo de aprendizaje de cada estudiante. Para eso, empleamos el test de VARK, que se
basa en un cuestionario en linea. VARK estd comprendida por cuatro estilos de abstraer y procesar
la informacién que se justifican en la programacion neurolingiiistica (Guerri, 2020), cabe mencionar
que las areas de la matematica que no cuentan con articulos pueden ser de vital importancia, para

estudios a futuro segtn su estilo de aprendizaje relacionado con la teoria APOE.

A continuacion, se detalla cada estilo de aprendizaje con el 4rea de la matemética en la teoria APOE

y sus respectivos articulos que se obtuvo de la (RSL).

1. Aprendizaje Visual (V): Personas que prefieren informacién visual; como ilustraciones,

diagramas y esquemas.

a) Geometria: Google_69, Google_86, Scielo_6, Scopus_12, Scopus_28, Scopus_41, Wos_1,
Wos_14, Wos_37, Wos_6, Google_010, Scopus_21, Google_109, Scopus_11, Scopus_26,
Scopus_3, Scopus_39, Google_004, Scopus_015.

b) Algebra: Google_104, Google 112, Google_116, Google_42, Google 57, Google_6,
Google_64, Google_7, Google_75, Google_77, Google_8, Scielo_14, Scielo_19, Scielo_8,
Scielo_9, Scopus_29, Scopus_9, Wos_16, Wos_25, Wos_35, Wos_52, Wos_53, Wos_56,
Wos_60, Wos_69, Wos_76, Wos_9, Google_142, Wos_040, Wos_041, Scopus_005,
Scopus_014, Scielo_004, Scielo_005.

¢) Calculo: Google 007, Google_114, Google_123, Google_124, Google_4, Google_67,
Google_74, Google_80, Google 89, Scielo_11, Scielo_12, Scielo_20, Scielo_27,
Scopus_35, Scopus_7, Wos_30, Wos_61, Google_005, Google_006, Google_138, Wos_044,
Scopus_010, Scielo_001, Scielo_002, Scopus_013, Google_13, Google_83, Scopus_10,
Wos_11, Wos_5, Google_008, Scopus_011, Google_232, Scopus_52, Wos_67, Wos_72,
Google_015, Wos_045, Scopus_004, Scopus_006.

d) Estadistica y Probabilidad: Google_41, Google_87, Scopus_30.
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e) Topologia.

f) Andlisis Complejo: Google 1, Google_35, Google_47, Google_54, Google_91, Scopus_13,
Scopus_15, Scopus_16, Wos_26, Wos_46, Wos_50, Wos_54, Google_228, Wos_042,
Scopus_008.

g) Historia de la Matemdtica:

2. Aprendizaje Auditivo (A): Personas que prefieren oir la informacion, ya sea a través de charlas,

audios y conferencias.

a) Algebra: Google_104, Google_112, Google_116, Google_42, Google_57, Google_6,
Google_64, Google_7, Google_75, Google_77, Google_8, Scielo_14, Scielo_19, Scielo_8,
Scielo_9, Scopus_29, Scopus_9, Wos_16, Wos_25, Wos_35, Wos_52, Wos_53, Wos_56,
Wos_60, Wos_69, Wos_76, Wos_9, Google_142, Wos_040, Wos_041, Scopus_005,
Scopus_014, Scielo_004, Scielo_005.

b) Geometria Descriptiva.

¢) Cilculo: Google 007, Google_114, Google_ 123, Google_124, Google_4, Google_67,
Google_74, Google_80, Google 89, Scielo_11, Scielo_12, Scielo_20, Scielo_27,
Scopus_35, Scopus_7, Wos_30, Wos_61, Google_005, Google_006, Google_138, Wos_044,
Scopus_010, Scielo_001, Scielo_002, Scopus_013, Google_13, Google_83, Scopus_10,
Wos_11, Wos_5, Google_008, Scopus_011, Google_232, Scopus_52, Wos_67, Wos_72,
Google_015, Wos_045, Scopus_004, Scopus_006.

d) Estadistica: Google_41, Google_87, Scopus_30.

e) Teoria de Ndmeros.

f) Matemdticas Aplicadas.

g) Logica Matemadtica: Google_44, Google_5, Wos_58, Wos_039.

h) Matematicas Discretas.

i) Matematica Financiera: Wos_43.

J) Analisis Complejo: Google_1, Google_35, Google_47, Google_54, Google_91, Scopus_13,
Scopus_15, Scopus_16, Wos_26, Wos_46, Wos_50, Wos_54, Google_228, Wos_042,
Scopus_008.

k) Optimizacion.

) Probabilidad y Estadistica: Google_41, Google_87, Scopus_30.

3. Aprendizaje de Lectura/Escritura: Personas que tienen preferencia por la informacion, ya sea

escrita o leida.
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a) Algebra: Google_104, Google 112, Google_116, Google_42, Google 57, Google_6,
Google_64, Google_7, Google_75, Google_77, Google_8, Scielo_14, Scielo_19, Scielo_8,
Scielo_9, Scopus_29, Scopus_9, Wos_16, Wos_25, Wos_35, Wos_52, Wos_53, Wos_56,
Wos_60, Wos_69, Wos_76, Wos_9, Google_142, Wos_040, Wos_041, Scopus_005,
Scopus_014, Scielo_004, Scielo_005.

b) Geometria: Google_69, Google_86, Scielo_6, Scopus_12, Scopus_28, Scopus_41, Wos_1,
Wos_14, Wos_37, Wos_6, Google_010, Scopus_21, Google_109, Scopus_11, Scopus_26,
Scopus_3, Scopus_39, Google_004, Scopus_015.

c) Calculo: Google 007, Google_114, Google_123, Google_124, Google_4, Google_67,
Google_74, Google 80, Google 89, Scielo_11, Scielo_12, Scielo_20, Scielo_27,
Scopus_35, Scopus_7, Wos_30, Wos_61, Google_005, Google_006, Google_138, Wos_044,
Scopus_010, Scielo_001, Scielo_002, Scopus_013, Google_13, Google_83, Scopus_10,
Wos_11, Wos_5, Google_008, Scopus_011, Google_232, Scopus_52, Wos_67, Wos_72,
Google_015, Wos_045, Scopus_004, Scopus_006.

d) Estadistica: Google_41, Google_87, Scopus_30.

e) Teoria de Nimeros.

f) Matematicas Discretas.

g) Logica Matemdtica: Google_44, Google_5, Wos_58, Wos_039.

h) Matematicas Financieras: Wos_43

i) Topologia.

J) Andlisis Complejo: Google 1, Google_35, Google_47, Google_54, Google_91, Scopus_13,
Scopus_15, Scopus_16, Wos_26, Wos_46, Wos_50, Wos_54, Google_228, Wos_042,
Scopus_008.

k) Optimizacién.

[) Historia de la Matematica

4. Aprendizaje Kinestésico (K): Personas que abstraen el conocimiento a través de experiencias
practicas, como hacer experimentos, construir simulaciones o participar en actividades que

requieren desplazamiento.

a) Geometria.

b) Algebra: Google_104, Google_112, Google_116, Google_42, Google_57, Google_6,
Google_64, Google_7, Google_75, Google_77, Google_8, Scielo_14, Scielo_19, Scielo_8,
Scielo_9, Scopus_29, Scopus_9, Wos_16, Wos_25, Wos_35, Wos_52, Wos_53, Wos_56,

126



Wos_60, Wos_69, Wos_76, Wos_9, Google_142, Wos_040, Wos_041, Scopus_005,
Scopus_014, Scielo_004, Scielo_005.

¢) Calculo: Google_007, Google_114, Google_123, Google_124, Google_4, Google_67,
Google_74, Google_80, Google 89, Scielo_11, Scielo_12, Scielo_20, Scielo_27,
Scopus_35, Scopus_7, Wos_30, Wos_61, Google_005, Google_006, Google_138, Wos_044,
Scopus_010, Scielo_001, Scielo_002, Scopus_013, Google_13, Google_83, Scopus_10,
Wos_11, Wos_5, Google_008, Scopus_011, Google_232, Scopus_52, Wos_67, Wos_72,
Google_015, Wos_045, Scopus_004, Scopus_006.

d) Estadistica: Google_41, Google_87, Scopus_30.

e) Topologia.

f) Matematicas discretas.

g) Teoria de nimeros.

h) Matematicas Financieras: Wos_43.

i) Optimizacién.

j) Matematicas Aplicadas:

k) Légica Matemadtica: Google_44, Google_5, Wos_58, Wos_039.

) Criptografia.

El test se encuentra disponible en:

https://www.psicoactiva.com/test/test-de-estilos-de-aprendizaje-de-vark.htm y consistié en un total
de 16 preguntas. Posteriormente, se administré una prueba de diagndstico (Pre Test) a ambos
grupos. Segun se detalla en la Tabla 4-28, el grupo experimental y el grupo de control obtuvieron,
respectivamente, un promedio de 4.5/10 y 4.4/10. El primero con 6 estudiantes y el segundo con 5

estudiantes, sumando un total de 11 estudiantes para el estudio.
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4.42.3. Cadlificaciones y diagrama de caja del Pre Test correspondientes al 4" semestre de la

carrera de matemdtica en la ESPOCH

Tabla 4-28: Resultados cuantitativos del Pre Test del
Grupo Experimental y Grupo de Control

Pre Test: Grupo Experimental Pre Test: Grupo de Control

Sobre 10 Sobre 10

Cédigo Nota Cédigo Nota
PE1 4 PC1 6
PE2 5 PC2 4
PE3 4 PC3 4
PE4 6 PC4 2
PES 4 PC5 6
PE6 4 Total 22
Total 27 Promedio 44
Promedio 4,5 Mediana 4
Mediana 4

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Prueba de Diagnostico (Pre Test)

B Diagndstico

= 7 - e |

Participantes del Grupo de Control Participantes del Grupo Experimental

Ilustracion 4-23: Diagrama de Caja y Bigotes (Boxplot) del (Pre

Test) al Grupo de Control y Grupo Experimental
Realizado por: Sarango, T., 2024.
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En las Tabla 4-29, hay dos estilos de aprendizaje que precedieron: con un total de 4 aciertos, el
primero el Auditivo y el segundo Lectura - Escritura, para el manejo de datos se trabajé con
notacion binaria 0 = No y 1 = Si, donde los 0 indican que el estudiante no dio como resultado ese tipo
de estilo de aprendizaje, por otro lado, los 1 indican que si hubo un resultado favorable a ese estilo de
aprendizaje.

Tabla 4-29: Estilos de aprendizaje del colectivo de estudio del
4% semestre de la carrera de matematica de la ESPOCH

Estilos de aprendizaje

N.° Visual (V) | Auditivo | Lectura/Escritura | Kinestésico
Estl 0 0 0 1
Est2 0 1 0 0
Est3 0 0 0 1
Est4 1 0 0 0
Est5 0 0 1 0
Est6 0 0 1 0
Est7 0 1 0 0
Est8 0 1 0 0
Est9 0 0 1 0
Est10 0 1 0 0
Estll 0 0 1 0
Total 1 4 4 2

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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4.4.3. Pasos para el desarrollo de la implementacion de la descomposicion genética con la

teoria APOE

4.43.1. Objeto Cognitivo

Resolucion de los Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones

Lineales.

4.4.3.2. Pregunta de Investigacion

(Los estudiantes comprenden como aplicar los conceptos de los Valores y Vectores Propios de las

Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales?

4.433. Tema

“Como aplicar los conceptos de los Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las

Transformaciones Lineales, mediante una descomposicion genética”.

4.4.3.4. Problema

La educacidn actual necesita fortalecerse ante la demanda social, lo que implica revisar las ofertas
educativas y pedagdgicas para la ensefianza de las matematicas, con el objetivo de integrar al
individuo en el proceso, considerando sus necesidades y su interaccién con el entorno. El sistema
educativo aspira a que todos, o la mayor cantidad posible, aprendan matematicas con métodos
adecuados que se ajusten al desarrollo cientifico y tecnolégico que caracteriza a las sociedades

actuales. Esto se condensa en la idea de que las matematicas empoderan a quien las aprende.

El coronavirus generd gran impacto, no solo social, sino educativo, el estudiante se debié adaptar
obligatoriamente a una modalidad virtual lo cual complicé més la ensefianza de las matematicas,
para lo que se propone varios métodos y asi promover una mejor construccién del pensamiento

matemadtico por parte de los propios alumnos. Segin la teoria APOE, el conocimiento se lo
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desarrolla mediante las construcciones mentales denominadas: Accidn, Proceso, Objeto y Esquema

(Arnon et al., 2014, pag. 5).

En el siguiente TIC se evidencié un nivel de problema por parte de los estudiantes en el aprendizaje de
las Transformaciones Lineales, subdrea del Algebra Lineal, causando un bajo rendimiento
académico. Estos datos se corroboraron en las actas de calificaciones de la carrera de matematica de la
ESPOCH, entre los afios 2017 hasta 2022. Por lo tanto, como objetivo fundamental fue investigar la
forma en que los alumnos construyen esos conceptos abstractos a través de una experiencia

didéctica disefiada con base en los principios y la metodologia de la teoria APOE.

En los resultados obtenidos de la Revision sistemdtica de literatura cientifica hasta el 2023 y a
través de la similaridad de Israel Lerman arrojé6 como resultado cinco articulos que tratan sobre las
Transformaciones Lineales, después de un andlisis y resaltar aquellos articulos que cuenten con una
descomposicién genética, se trabajé con: Scopus_014: (Algebra Lineal) Valores y vectores propios a
partir de las Transformaciones Lineales. Cabe recalcar que el colectivo de estudio se dirigié-al 4"

semestre, por la facilidad y respectiva colaboracién de la docente.

4.4.3.5. Aproximacion Historica

A lo largo de la historia, se ha buscado la forma mds efectiva de transmitir al estudiante el maximo
conocimiento, por lo que se requiere una metodologia que permita al alumno entender y no tener

lagunas que le impidan avanzar en el curso, a continuacién, se mencionardn algunas estrategias:

1. El disefio de los problemas que se utilizardn en los cuestionarios y las entrevistas es de suma
importancia en las investigaciones relacionadas con la teorfa APOE. El objetivo es diferenciar, a
través de estas preguntas, las diferentes estructuras mentales que los entrevistados pueden haber

construido, o que estan en proceso de desarrollar.

Como punto de partida, aparte de las preguntas que se centran en la concepcién de la accidn, los
problemas deben ser nuevos para los estudiantes; por ejemplo, la solucion no debe ser
accesible mediante un algoritmo previamente aprendido. En este sentido, la determinacién de una
concepcion particular depende de la relacién entre la situacién del problema y el individuo que

trabaja en €l.

Por ejemplo, un individuo que ha memorizado la demostraciéon de un teorema no da

necesariamente pruebas de una concepcion de Proceso, aunque la demostracién pueda implicar
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generalizaciones. Ademads, las preguntas deben prepararse de tal manera que, por ejemplo, si
la intencidn es encontrar pruebas de una concepcién de Objeto, una concepcién de Proceso no

deberia ser suficiente para proporcionar una solucién correcta.

Una forma de investigar un Esquema asociado a un concepto especifico es que los estudiantes
se enfrenten a situaciones problemdticas en las que no se nombre directamente el concepto
involucrado. Un esquema se vuelve coherente cuando alcanza la madurez; como se indicé en la
seccion previa, esta coherencia le permite a una persona determinar si el concepto le serviria o

no para solucionar un problema dado.

. Las clases, tareas colaborativas de ejercitacion y practicas guiada por el docente. Esta técnica
invierte los modelos tradicionales de ensefianza, dando instrucciones online desde fuera de la
clase y trasladando los deberes dentro de la misma. El método tradicional representa al profesor

como la persona que imparte la clase y manda deberes para el dia siguiente.

En el nuevo modelo, el profesor permanece a un lado ejerciendo como guia mientras que los
alumnos trabajan en la clase. El modelo requiere que los educandos vean los videos en casa,
en su propio espacio, en constante comunicacién con otros compafieros y profesores, mediante

debates online o en clases.
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4.4.3.6. Parte Teorica

Tabla 4-30: Aplicacién con el marco teérico de la teoria APOE

Materiales didacticos con atencién en las etapas de la construccion de las
acciones, procesos, objetos y esquemas mentales (APOE), en comprensién
de un concepto, de valores y vectores propios de las matrices asociadas a

las Transformaciones Lineales.

El profesor actia como facilitador, que proporciona asistencia a estudiantes,

a través del andamiaje, por ejemplo, haciendo preguntas y dando pistas.

Aprendizaje de los alumnos en entornos de aprendizaje cooperativo. El
grupo de aprendizaje cooperativo promueve el aprendizaje interactivo, lo
que permite a los alumnos recibir una retroalimentacion positiva del proceso
de pensamiento.

Disefio de actividades didacticas utilizando Tecnologias de la Informacién
y Telecomunicacién (TIT), para la ensefianza-aprendizaje de valores y
vectores propios de las matrices asociadas a las Transformaciones Lineales.

(Metodologia PACIE).

Existen sesiones especiales para que los estudiantes entrenen ejercicios con

definiciones, lemas y teoremas durante las clases (ciclo de ensefianza ACE).

Realizado por: Sarango, T., 2024.

4.4.3.7. Parte Epistemoldgica

Las investigaciones con propios de las matrices asociadas a las Transformaciones Lineales. son
escasas en la literatura cientifica, al igual que la matriz asociada. Estos temas se los abarca en la
Algebra Lineal, materia que se presenta en la mayorfa de las carreras universitarias, por ejemplo las

ingenierias, economia o sistemas.

(Gol, 2012, pag. 36) dio a sus alumnos matrices de Ay, y un vector, AX, para multiplicar. Usando un

programa, debian hallar los vectores y valores propios de la matriz. El programa les ayudé a
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ajustar los vectores hasta qué ¥ y Ax fueran paralelos y con igual sentido. Asi obtenian el valor
propio positivo, A, y su vector propio. La autora también les mostr6é que pasaba cuando el valor

propio era negativo.

Después, entrevistd a sus alumnos y vio que usaban manos y brazos para mostrar su imagen mental
de los conceptos. Menciond que la computadora les ayudd a formar imdgenes dindmicas de los
conceptos que expresaron con sus gestos. Asi, los alumnos pudieron ver la direccién y posicion de
los vectores en el plano, estudiar vectores opuestos y colineales, entender a los vectores propios
como vectores colineales con el producto de la matriz, y analizar su transformacién y propiedades

con la matriz A.

(Roa Fuentes y Oktag, 2010, pag. 91) mostraron dos formas de analizar el concepto de Transformacion
Lineal basadas en distintos procesos mentales de los estudiantes y observaron que una era mas
comun, segun ellos, por el efecto de cémo se expone el concepto en los textos. Por otro lado, (Bagley
etal., 2012) estudiaron cémo los estudiantes relacionan las matrices y las funciones lineales. Segiin
ellos, los estudiantes que entienden ambos conceptos pueden manejar las matrices facilmente, pero

los que no lo hacen tienen problemas con las matrices.

El concepto de las Transformaciones Lineales ha sido investigado al igual que los propios, pero
no de la transformacion lineal, desde el aspecto matricial y principalmente del Teorema Matriz

Asociada a una Transformacion Lineal.

4.43.8. Descomposicion Genética del articulo “Construcciones mentales asociadas a los

Eigenvalores y Eigenvectores: refinacion de un modelo cognitivo”

En la siguiente Ilustracion 4-22 se evidencia la descomposicion genética que se va a adecuar al
colectivo de estudio del 422 semestre, en un total de 11 de la carrera de matematica de la ESPOCH

con la teorfa APOE, periodo académico octubre 2023 - marzo 2024.

Datos del articulo cientifico:

e Buscador: Scopus_014 (Betancur et al., 2022).

e Tema: “Construcciones mentales asociadas a los Eigenvalores y Eigenvectores: refinacion de

un modelo cognitivo”.
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Area: Algebra Lineal.

Subarea: Vectores y Valores Propios, Transformaciones Lineales.
Pais: Colombia.

Idioma: Espaifiol.

Afio: 2022

Tematica de la teoria APOE que usé el articulo: Acciones, Procesos, Objetos, Esquemas y

cuenta con una Descomposicién Genética.

DOI: https://doi.org/10.35763/aiem22.4005
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Ilustraciéon 4-24: Descomposicién Genética “Mental Constructs Associated With Eigenvalues And Eigenvectors: Refining A Cognitive Model”
Fuente: (Betancur et al., 2022, pag. 41).



De acuerdo a (Betancur et al., 2022, pag. 41-42), se exponen a continuacidn, las estructuras cognitivas y
los procesos que un individuo debe desarrollar para comprender los conceptos de Eigenvalor y

Eigenvector mediante un enfoque de descomposicidon genética.

“La reflexion sobre la Accién 1, determina soluciones de la ecuacion vectorial 7'(v) =
AoV, permite interiorizarla en un Proceso (Proceso 2) para reconocer que el vector
cero siempre es solucién y argumentar cudndo la solucién es tnica o cudndo existen
infinitas soluciones. Mediante la coordinacion de los Procesos 1y 2 se puede entender
que un escalar Ay es un eigenvalor cuando el conjunto de solucién de T'(v) = Agv es

infinito (Proceso 3).

La coordinacién entre el Proceso 3 y el Proceso de espacio nulo mediante la
pertenencia da paso a un entendimiento del conjunto solucién de la ecuacién vectorial
T(v) = Apv en términos de un subespacio vectorial, eigenespacio (Proceso 4). La
reflexién sobre tal pertenencia favorece la construccién de la equivalencia entre
T(v)=2Avy (T —2Al)v=0.

El Proceso 4 es coordinado con el Proceso de determinante para caracterizar los
valores escalares que corresponde como Eigenvalores Ay de un operador lineal T o
matriz asociada A7 y garantizan que T — Aol 0 A7 — Aol no sea invertible. Resultado de
la coordinacidén de los Procesos subyacentes, se construye una concepcién Proceso de
Eigenvalor y Eigenvector. Esta permite entender y justificar el porqué de la existencia
de las eigenparejas (A, v), es decir, que refiere un Eigenvalor asociado a un operador T
implica la existencia de eigenvectores; atin mds, todos los Eigenvectores asociados al
Eigenvalor A (eigenespacio EA). Asi mismo, si se tiene un eigenvector de un operador

lineal T necesariamente debe existir su respectivo Eigenvalor”.

4.43.9. Descomposicion Genética refinada del concepto “Valores y Vectores Propios de las

Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales”

La siguiente (DG) se aplicé al colectivo de estudio del 4% semestre de la carrera de matematica de la

ESPOCH, mediante el marco tedrico de la teoria APOE.
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Ilustracion 4-25: Descomposicion Genética Refinada “Valores y Vectores Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones

Lineales”
Realizado por: Sarango, T., 2024.



Como se observa en la Ilustracién 4-25, su aplicacién y desarrollo se encuentra en la GUIA PARA EL
DESARROLLO DE LA DESCOMPOSICION GENETICA CON LA TEORIA APOE EN
ALGEBRA LINEAL: VALORES Y VECTORES PROPIOS DE LAS MATRICES ASOCIADAS A
LAS TRANSFORMACIONES LINEALES.

4.5. Resultados de la aplicacion de la teoria APOE del escenario de los Valores y Vectores de las

Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales, mediante calculos cuantitativos

A continuacion, se detalla los resultados cuantitativos obtenidos en R.

4.5.1. Pasos para trabajar con una prueba de hipotesis

De acuerdo a (Dagnino, 2014, pag. 126) se sigue los siguientes pasos:

1. Plantear la Hipétesis nula Hy y la Hipdtesis alternativa H;.

2. Elegir la prueba estadistica adecuada al disefio experimental, el tipo de datos y el nimero de

grupos que se estan comparando.

3. Seleccionar el nivel de significancia & de la prueba, el margen para rechazar Hy, se acepta &t =
0.01 6 a = 0.05, cifras que implican un 1%, 6 un, 5 %, de posibilidades de equivocarse cuando se

rechaza Hy, es decir que hay una diferencia cuando en realidad no la hay, llamado error tipo I.

4. Calcular el valor de p. Esta es la probabilidad de alcanzar los resultados observados u otros més

extremos si la Hy es verdadera.

5. Sip < «a, rechazar Hyy aceptar la alternativa; en caso contrario, se acepta la hipétesis nula.

Se comete un error tipo I si la Hy es rechazada cuando Hyj es verdadera. La probabilidad de un
error tipo / estd denotado por «. El valor de o se denomina nivel de la prueba. Se comete un error
tipo II si Hy es aceptada cuando H; es verdadera. La probabilidad de un error tipo II estd

denotado por B (Wackerly et al., 2002, pag. 491).
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Para el analisis de los datos se utiliz6 el software libre R (2022), versién 4.2.1, se implement6 La
Prueba U de Mann-Whitney y se comparé las medianas de las dos muestras: Grupo Experimental

y Grupo de Control. A continuacion, se plantea los resultados obtenidos:

1. Analisis estadistico:

e La Prueba U de Mann-Whitney: Técnica estadistica que se empled para analizar datos que
no se pudieron evaluar mediante una prueba no paramétrica. Esta prueba permitié comparar
las medias de dos muestras provenientes del “Grupo Experimental” y “Grupo de Control” y
determinar si son iguales o diferentes. A diferencia de la prueba r de muestras independientes,
la Prueba U de Mann-Whitney, permiti6 obtener conclusiones distintas sobre los datos ,

segtin las suposiciones que se realizé acerca de su distribucién.

2. Prueba de Hipétesis para el Grupo Experimental y Grupo de Control:
Me = Medianas

Nivel de significancia = 0.05

Diagnostico Prueba Final

(GE} Prueba con la Descomposicién Genética (GR

Grupo Grupo
Experimental Experimental

Hy: Mep = Mey Hy: Meg < Meg

Hy : Mep # Mer Hy:Meg > Meg

Grupo de Control Grupo de Control
Diagndsrico

Prueba Final
> Wl eeemeemeeeamem e mm - »> 4
GOl (GC)

Prueba de Diagnostico: Pre Test

H() IM@E :MEC

Hl :MeE #MEC

Prueba Final: Post Test

Hy:Meg < Mec

H] :MeE > Mec
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1 ##Datos recolectados

4

6

7

8

9

10

11 "Experimental",

"Control",

#Cargar los datos

"Experimental",

"Experimental",

"Experimental",

3. Datos:

3 datos <- data.frame (
Diagnostico = c(6, 4, 4, 2, 6, 4, 5, 4, 6, 4, 4),
Prueba = c(4.66, 4.66, 4.66, 7.33, 9.33, 9.33, 10, 7.33, 9.33, 6.
Tarea = c¢(10, 10, 10, 8.88, 10, 8.88, 10, 8.88, 10, 10, 10),
Foro = ¢(10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10),
Participacion = ¢(10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10),
Tipo = c("Control", "Control", "Control", "Control",

"Experimental",

"Experimental"))

4.5.2. Anadlisis de resultados en R: Grupo Experimental y Grupo de Control

v'Prueba de Diagnéstico: Pre Test

)

# Separar los datos por tipo

datos_experimental <- datos$Diagnostico[datos$Tipo

datos_control <- datos$Diagnostico[datos$Tipo == "Control"]

66,

5.33),

== "Experimental"]

# Prueba de normalidad para el grupo experimental shapiro_experimental

<- shapiro.test (datos_experimental)

Supuesto de Normalidad

L ##
2 ##
3 ##
4 ##
s ##

)

3 H#
4
s H#

d

W

Shapiro-Wilk normality test

data: datos_experimental

W = 0.70126, p-value 0.006373

# Prueba de normalidad para el grupo de control shapiro_control

<- shapiro.test (datos_control)

Shapiro-Wilk normality test

ata: datos_control

= 0.88104, p-value = 0.314

print (shapiro_experimental)

print (shapiro_control)
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Supuesto de Homocedasticidad

1 # Prueba de homogeneidad de varianzas

> bartlett_test <- bartlett’s.test (Diagnostico ~ Tipo, data = datos)

3 print (bartlett’s_test)

1 ##
2 #4
3 ##
4 #4
5 ##

Bartlett’s test of homogeneity of variances

data: Diagnostico by Tipo

Bartlett’s K-squared = 1.8693, df = 1, p-value = 0.1716

1 # Realizar prueba U de Mann-Whitney

>mann_whitney <- wilcox.test (Diagnostico ~ Tipo, data = datos)

1 ##
2 ##

Warning in wilcox.test.default (x = DATA[[1L]], y = DATA[[2L]],

compute exact p-value with ties

print (mann_whitney)

Prueba de U de Mann Whitney

L H#
2 #4
3 ##
4 #4
5 ##
6 ##

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: Diagnostico by Tipo
W = 15, p-value =1

alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

Supuesto de normalidad y homocedasticidad:

o) 8

cannot

La variable diagndstico cumple con el supuesto homocedasticidad mas no con el de normalidad.

Interpretacion: Dado que el valor p = 1, y el nivel de significancia es 0.05, esto significa que

no hay suficiente evidencia para rechazar la hipétesis nula. En otras palabras, no se encontré una

diferencia significativa entre los dos grupos, en términos de la variable “Diagnéstico”, es decir, que

la mediana de la variable de la prueba de diagnéstico del grupo de control como en el experimental

son iguales a un 95 % de confiabilidad.

v'Prueba Final: Post Test

# Separar los datos por tipo
datos_experimental <- datos$Prueba[datos$Tipo == "Experimental"]

datos_control <- datos$Pruebal[datos$Tipo == "Control"]
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5 # Prueba de normalidad para el grupo experimental shapiro_experimental

6 <- shapiro.test (datos_experimental) print (shapiro_experimental)

Supuesto de Normalidad

L ##

> ## Shapiro-Wilk normality test
3 4

4 ## data: datos_experimental

s## W = 0.91269, p-value = 0.4543

1 # Prueba de normalidad para el grupo de control shapiro_control

2 <- shapiro.test (datos_control) print (shapiro_control)

L #E

2 ## Shapiro-Wilk normality test
3 4

4 ## data: datos_control

s## W = 0.77355, p-value = 0.04847

Supuesto de Homocedasticidad

L #E

2 ## Bartlett’s test of homogeneity of variances
3 #4

4 ## data: Diagnostico by Tipo

5 ## Bartlett’s K-squared = 1.8693, df = 1, p-value = 0.1716

Prueba de U de Mann Whitney

1 # Prueba U de Mann-Whitney para comparar medianas entre los

>mann_whitney <- wilcox.test (Prueba ~ Tipo, data = datos)

1 ## Warning in wilcox.test.default (x = DATA[[1L]], y = DATA[[2L]],
2 cannot

3 ## compute exact p-value with ties
I print (mann_whitney)

1 ##

)

## Wilcoxon rank sum test with continuity correction ##
3 ## data: Prueba by Tipo
44## W = 6.5, p-value = 0.1359

5 ## alternative hypothesis: true location shift is not equal to O
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Supuesto de normalidad y homocedasticidad:

La variable prueba cumple con el supuesto de homocedasticidad pero no con el de normalidad.

Interpretacién: Dado que el valor p = 0.1359 es mayor que un nivel de significancia cominmente
utilizado, como 0.05, no hay suficiente evidencia para rechazar la hipétesis nula. En otras palabras,
no hay suficiente evidencia para concluir que hay una diferencia significativa en las medianas de la

variable “Tarea” entre los grupos “Control” y “Experimental” con un 95 % de confiabilidad.

v ' Tarea:

1 # Separar los datos por tipo

)

datos_experimental <- datosS$Tarea[datos$Tipo == "Experimental"]

datos_control <- datos$Tarea[datos$Tipo == "Control"]

5 # Prueba de normalidad para el grupo experimental shapiro_experimental

6 <- shapiro.test (datos_experimental) print (shapiro_experimental)

Supuesto de Normalidad

L ##

2 ## Shapiro-Wilk normality test
3 #4#

4 ## data: datos_experimental

s## W = 0.63989, p-value = 0.001351

I # Prueba de normalidad para el grupo de control shapiro_control

2 <— shapiro.test (datos_control) print (shapiro_control)

L ##

2 ## Shapiro-Wilk normality test
3 4

4 ## data: datos_control

s## W = 0.55218, p-value = 0.0001351

Supuesto de Homocedasticidad

1 # Prueba de homogeneidad de varianzas
>bartlett’s_test <- bartlett’s.test (Diagnostico ~ Tipo, data = datos)

3 print (bartlett’s_test)

1 #4

2> ## Bartlett test of homogeneity of variances
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3 #4
4 ## data: Diagnostico by Tipo

5 ## Bartlett’s K-squared = 1.8693, df = 1, p-value = 0.1716

Prueba U de Mann Whitney

I # Prueba U de Mann-Whitney para comparar medianas entre 1los grupos

>mann_whitney <- wilcox.test (Tarea ~ Tipo, data = datos)
| ## Warning in wilcox.test.default (x = DATA[[1L]], y = DATA[[2L]], ...):
2 cannot

3 ## compute exact p-value with ties
1 print (mann_whitney)

L

2 ## Wilcoxon rank sum test with continuity correction
3 # 4

4 ## data: Tarea by Tipo

s## W = 17, p-value = 0.7237

6 ## alternative hypothesis: true location shift is not equal to O

Supuesto de normalidad y homocedasticidad:

La variable tarea cumple con el supuesto de normalidad y de homocedasticidad.

Interpretacion: Dado que el valor p = 0.7237 es mayor que un nivel de significancia cominmente
utilizado, como 0.05, no hay suficiente evidencia para rechazar la hipétesis nula. En otras palabras, no
hay suficiente evidencia para concluir que hay una diferencia significativa en las medianas de la

variable “Prueba” entre los grupos: “Control” y “Experimental”, con un 95 % de confiabilidad.

Observacion. La variable foro y participacién no son concluyentes, ya que, no es posible evaluar una

diferencia, ya que, practicamente son iguales los puntajes.

4.5.3. Desarrollo del codigo en R, para los grdficos por variable

I # Cargar la biblioteca ggplot2

2 library (ggplot2)

3 # Crear un grafico para cada variable

4 grafico_diagnostico <- ggplot (datos, aes(x = Tipo, y = Diagnostico, fill =
5 Tipo)) + geom_boxplot () +

6 labs (title = "Diagnostico por Tipo", x = "Tipo", y = "Diagnostico")
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74+ theme_minimal ()

s grafico_prueba <- ggplot (datos, aes(x = Tipo, y = Prueba, fill = Tipo))

9 + geom_boxplot () + labs(title = "Prueba por Tipo", x = "Tipo", y = "Prueba")
10+ theme_minimal ()

11 grafico_tarea <- ggplot (datos, aes(x = Tipo, y = Tarea, fill = Tipo))

12 + geom_boxplot () + labs(title = "Tarea por Tipo", x = "Tipo", y = "Tarea")
134+ theme_minimal ()

14 grafico_foro <- ggplot (datos, aes(x = Tipo, y = Foro, fill = Tipo))

15+ geom_boxplot () +

16 labs (title = "Foro por Tipo", x = "Tipo", y = "Foro") + theme_minimal ()

17 grafico_participacion <- ggplot (datos, aes(x = Tipo, y = Participacion,

18 £111 =Tipo)) + geom_boxplot () + labs(title

19 = "Participacion por Tipo", x = "Tipo", y = "Participacion") + theme_minimal ()

20 # Mostrar los graficos

4.5.4. Discusion de las grdficas resultantes para cada una de las variables, tomadas al Grupo

Experimental y Grupo de Control

La representacion grafica de cada variable se realizé en R, mediante los diagramas de cajas.

4.5.5. Grdfico de la Prueba de Diagnéstico (Pre Test) por Tipo

1 print (grafico_diagnostico)
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Diagnéstico por Tipo

&

Tipo
ES control

- Experimental

Diagnastico
B

Controf Experimental
Tipo

Ilustracién 4-26: Grifico del Pre Test: Grupo Experimental y

Grupo de Control
Realizado por: Sarango, T., 2024.

4.5.6. Grdfico de la Prueba Final (Post Test) por Tipo

print (grafico_prueba)

Prueba por Tipo

10

Tipo

B3 contol

- Experimental

Prueba

Control Experimental
Tipo

Tlustracion 4-27: Gréfico del Post Test: Grupo

Experimental y Grupo de Control
Realizado por: Sarango, T., 2024.

print (grafico_tarea)
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4.5.7. Grdfico de Tarea por Tipo: Grupo Experimental y Grupo de Control

Tarea por Tipo

10.00

875

Tipo

- Control

- Experimental

2.50

Tarea

9.25

9.00

Contrai Experimental
Tipo

Tlustracion 4-28: Grifico de la Tarea: Grupo

Experimental y Grupo de Control
Realizado por: Sarango, T., 2024.

4.5.8. Grdfico del Foro por Tipo: Grupo Experimental y Grupo de Control

1 print (grafico_foro)

Foro por Tipo
10,050
10025
Tipo
S 10000 B3 control
L
. Experimental
9975
9.950
Control Experimental

Tipo
TIlustracion 4-29: Grifico del Foro: Grupo Experimental y

Grupo de Control
Realizado por: Sarango, T., 2024.
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4.5.9. Grdfico de Participacion por Tipo: Grupo Experimental y Grupo de Control

print (grafico_participacion)

Participacion por Tipo

10.050

10.025

5

g Tipo

CC:- 10.000 E Control
£

H Experimental

Control Experimental

Tipe

Iustracién 4-30: Griéfico de la Participacién: Grupo

Experimental y Grupo de Control
Realizado por: Sarango, T., 2024.

Como se aprecia en la prueba de diagndstico de la Ilustracion 4-26 del diagrama de caja, la grafica de la
prueba de diagndstico en el grupo de control la varianza estd un poco grande, se verifica que se
encuentra en el 6, pero la mediana se mantiene en ambos grupos y se encuentra en el 4, esto quiere
decir que la mediana estd sobre el primer cuartil, en este caso especificamente. Ademdas se encontrd un

dato atipico que estd en el 6 y se ubicd en el grupo experimental.

En la prueba final de 1a I'lustracion 4 -27 d el diagrama d e c aja, s e visualizé que en el grupo
experimental se encuentra 1 cuartil, 2 cuartil y 3 cuartil, donde el 2 cuartil es la mediana. Esta
grafica compara el rendimiento de la prueba tanto en el control como en el experimental, en este caso
la mediana del grupo experimental estd sobre la de control, es decir que los estudiantes tienen mayor

rendimiento en el grupo experimental.

Se observa en la tarea asincrona de la Ilustracién 4-28 del diagrama de caja, que tienen la misma
mediana en los grupos, pero en el grupo experimental cuenta con una mayor variabilidad, mientras que
en la mediana no hay ninguna variabilidad, ya que todos los estudiantes han sacado 10/10 en sus notas.
Ademads se evidencia un dato atipico en el grupo de control. En el foro de la Ilustracion 4-29 del

diagrama de caja, se evalud tanto en el grupo de control como
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el experimental para inferir lo que estd sucediendo con los datos, lo que indicé que ambos grupos

obtuvieron las mismas notas sobre 10/10 no hay valores atipicos, no hay variabilidad.

Se evidenci6 en la participacion de la Ilustracién 4-30 del diagrama de caja, que se evalud en
ambos grupos, para inferir lo que estd sucediendo con los datos, lo que arrojé que ambos grupos

obtuvieron las mismas calificaciones sobre 10. Ademds, no existen valores atipicos ni variabilidad.

Observacién. Los datos en Excel se pueden observar en la GUIA PARA EL DESARROLLO
DE LA DESCOMPOSICION GENETICA CON LA TEORIA APOE EN ALGEBRA
LINEAL: VALORES Y VECTORES PROPIOS DE LAS MATRICES ASOCIADAS A LAS
TRANSFORMACIONES LINEALES, seccién 2.17: Prueba Final (Post Test): Grupo Experimental

y de Control, pagina 82.
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CAPITULO V
5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el siguiente apartado, se presentan las conclusiones y recomendaciones resultantes del estudio sobre
la sistematizaciéon de la teoria APOE en la drea de la matemadtica hasta el afio 2023 y la
determinacién de los escenarios de aplicacién de la teorfa APOE en Algebra Lineal en la carrera
de matemdtica de la ESPOCH, mediante la similaridad de Israel Lerman, para promover la investigacién
de nuevas propuestas de descomposiciones genéticas, aportando perspectivas valiosas para futuras
investigaciones matematicas.

v RESULTADOS FINALES

Con las nuevas tendencias en Inteligencia Artificial IA y su actual auge, fue necesario verificar si es
util el uso de estos programas para minimizar el tiempo en investigaciones o desarrollo de
actividades. Ademds, surge la pregunta: ;Por qué es necesario realizar una Revisién Sistemdtica de
Literatura Cientifica, si ya existen programas que realizan todo lo que se les pide? En este contexto, es
relevante verificar si la IA puede reemplazar o igualar el trabajo que implica una (RSL). Se tomé como
opciones dos IA, donde se interactué sobre la Revisiéon Sistemética de Literatura Cientifica,

relacionada con la teoria APOE en el area de la matematica, durante los afios 2015 hasta 2023.

1. TA: ChatGPT, En ambas Inteligencias Artificiales (IA), se escribi6 lo siguiente, para verificar

su utilidad.

a) Genérame una revision sistemadtica de la teoria APOE en el drea de la matematica entre los

anos 2015 hasta 2023.

b) Buscar articulos cientificos en Scopus sobre la teoria APOE en el drea de la matemdtica

entre los afios 2015 hasta 2023.
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MNuevo chat ChatGPT ~

apoeenel areade la
Teoria APOS en Matematicas

Ayer
Prusbas no paramétricas eficac principalmente por Ed Dubii

Carreccidn y titulo, matematica para describ

2015y X

APOE Teoria: Busqueda Articul

Metodologia
4+ Mejorar rfl plan Para llevar a cabo esta rer . 8 ron bisquedas en bases de datos

;

... 4 Tanhya arango Jumk

Ilustracion 5-1: TA: ChatGPT

Realizado por: Sarango, T., 2024.

IA: Copilot, La IA de Copilot en Edge es una herramienta de Inteligencia Artificial integrada

en el navegador Microsoft Edge.

g By Traduc

Titube: Rov

Intrduccian:

Metodoiagia:

Iustracion 5-2: IA: Copilot en Edge
Realizado por: Sarango, T., 2024.

Por lo tanto, aunque la IA resulta util para buscar articulos cientificos, su enfoque actual requiere
que se escriban manualmente los nombres de cada uno de ellos. Esto puede generar una pérdida
de tiempo al realizar la (RSL), ya que la IA simplemente redirige a los buscadores de literatura
cientifica sin generar una lista especifica de articulos por afio. Ademads, los resultados pueden

no ser actuales y podrian contener errores para el andlisis. En consecuencia, se ha demostrado
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que el enfoque manual y técnico del investigador produce mejores resultados, especialmente
cuando se busca minimizar cualquier sesgo, dado que la IA ain no reemplaza por completo la
experiencia e interpretacion de resultados por parte del investigador. No obstante, resulta

evidente que la IA se proyecta hacia el futuro y plantea desafios éticos de gran relevancia.

. Respuestas a las preguntas de investigacién, para actualizar la (RSL) hasta el 2023:

Como se evidencia en la Tabla 4-21 la actualizacidn sistematica entre los aflos 2015 hasta 2021
sobre la teorfa APOE, obtuvieron 123 articulos y con la nueva actualizacion hasta el 2023 c6mo se
evidencia en la Tabla 4-22 se recopil6 51 articulos mas, dando un resultado de 174 articulos, los

cuales fueron analizados para el cumplimiento de esta investigacion.

Al realizar la revision sistematica de la teoria APOE en el drea de la matemadtica entre los afios
2015 hasta 2023 se evidencio:

PI01: ;Cual es el principal lugar de afiliacion institucional de los articulos cientificos?

En Ia afiliacién, el Instituto Tecnolégico Auténomo de la ciudad de México con una frecuencia
porcentual del 6,90 %, sigue liderando.

PI01: ;Cual es el principal lugar de afiliacion institucional de los articulos cientificos?

En Ia afiliacién, el Instituto Tecnolégico Auténomo de la ciudad de México con una frecuencia
porcentual del 6,90 %, sigue liderando.

PI102: ;Cual es el afio de publicacion que contiene mas articulos cientificos en el periodo de
estudio entre los afios 2015 hasta 2023?

En el 2023, fue donde hubo la mayor publicacién de articulos cientificos sobre la teoria APOE en
el 4rea de 1a matematica, con un total de 30 articulos y un 17,24 %, entre los afios 2015 hasta 2023.
PI03: ;Cual es el pais que contiene mas articulos cientificos?

El pais con mds publicaciones de articulos sobre la teoria APOE hasta el 2023 fue México con una
frecuencia porcentual del 16,09 %, sigue liderando.

PI04: ;Existe autores que tienen afiliacion en instituciones ecuatorianas en los articulos
cientificos?

Se evidenci6 la existencia de una aportacién con afiliacién ecuatoriana: “La teoria APOE: Un
mapeo sistemdtico parcial (2015 — 2022)” (Aldés Castro, 2022, pdg. 128). Disponible en: http://
dspace.espoch.edu.ec/handle/123456789/19829.

PI0S: ;Existe algiin software que mas se utilizo en los articulos cientificos?

El software caracteristico de los articulos cientificos relacionados con la teoria APOE lider6

Ninguno con una frecuencia porcentual del 58,62 %, se evidenci6 que le sigue GeoGebra con
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una frecuencia porcentual del 13,22 %.

PI06: ;Cual es el idioma mas utilizado en los articulos cientificos?

El inglés con una frecuencia porcentual del 75,29 % fue el idioma que mds prevaleci6 en la
publicacion de articulos con la teoria APOE, sigue liderando.

PI07: ;Cual es el autor que tiene mas participacion en los articulos cientificos?

Después de un andlisis de variables de respuestas multiples en el programa informético Exce!l
version 2021, se logré evidenciar que el autor con mas publicaciones y con una frecuencia
porcentual del 5,54 %, es la Dra. Maria Trigueros Gaisman, PhD. con un total de 24
participaciones en la publicacién de los articulos cientificos con la teoria APOE, hasta el
afio 2023, sigue liderando.

PI08: ;Cual es la principal tematica de la teoria APOE que utiliza el articulo cientifico?
Con una frecuencia porcentual, del 85,06 % la temdtica de los articulos cientificos con la teorfa
APOE fueron los Objetos, sigue liderando.

PI09: ;Cual es la principal revista que se utiliza en la publicacion de los articulos
cientificos?

Con una frecuencia porcentual del 13,22 % la revista que ha tenido mds publicaciones de los
articulos cientificos con la teoria APOE, fue The Journal of Mathematical Behavior, sigue
liderando.

PI10: ;En qué 4rea de la matematica (Algebra Lineal, Calculo Diferencial, Didactica de la
Matematica, etc.) se utiliza mas la teoria APOE?

Algebra Lineal, es el drea de la matemética, que se utiliza ms en la teoria APOE, sigue liderando

con una frecuencia porcentual del 19,54 %.

. Resultados de las descomposiciones genéticas en el Algebra Lineal, aplicadas en la teoria
APOE:

Mediante el analisis de los articulos de Algebra Lineal aplicados en la teoria APOE, se evidenci6

que 28, cuentan con una descomposicién genética y 6 carecen de la misma, en un total de 34
articulos analizados. A continuacién se detallard el articulo y la sub-drea correspondiente al

Algebra Lineal que cuentan con una descomposicion genética:

a) Google_112: Impulsive And Reflective Students’ Understanding To Linear Equations
System: An Analysis Through APOS Theory, subdrea (Sistema de ecuaciones lineales

de dos variables).

b) Google_42: Evoluciéon En El Esquema Del Concepto Transformacion Lineal, subdrea
(Transformaciones Lineales).
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c) Google_57: Teaching Eigenvalues And Eigenvectors Using Models And APOS Theory,

subarea (Vectores).

d) Google_6: El Aprendizaje De Espacios Vectoriales En Algebra: Una, subérea (Espacios

vectoriales).

e) Google_64: Does The Use Of APOS Theory Promote Students’ Achievement In Elementary

Linear Algebra?, subdrea (Matrices y espacios vectoriales).

f) Google_7: La Comprension De La Recta Desde La Teoria Apoe, Google_75: Development
Of Students’ Worksheet Based On APOS Theory Approach To Improve Student Achievment

In Learning System Of Linear Equations, subarea (Ecuacién Lineal).

g) Google_77: Learning The Concept Of Eigenvalues And Eigenvectors: A Comparative
Analysis Of Achieved Concept Construction In Linear Algebra Using APOS Theory Among

Students From Different Educational Backgrounds, subarea (Vectores propios).

h) Google_8: Estudio Sobre La Construcciéon Cognitiva De La Matriz De Cambio De Base En

Términos De La Teoria Apoe, Matriz, cambio de base.

i) Scielo_14: Estructuras Mentales Que Modelan El Aprendizaje De Un Teorema Del Algebra
Lineal: Un Estudio De Casos En El Contexto Universitario, subarea (Teorema del Algebra

Lineal).

J) Scielo_19: Pre-Service Mathematics Teachers’ Mental Constructions When Using Cramer’s

Rule, subdrea (Regla de Cramer).
k) Scielo_8: Construccién Cognitiva Del Espacio Vectorial R2, subarea (Espacio vectorial R?).

) Scielo_9: Construcciones Y Mecanismos Mentales Para El Aprendizaje Del Teorema Matriz

Asociada A Una Transformacion Lineal, subdrea (Matriz asociada).

m) Scopus_9: An APOS Analysis Of Solving Systems Of Equations Using The Inverse Matrix

Method, subdrea (Sistema de ecuaciones).

n) Wos_16: Cognitive Construction Of The Solution Set Of A System Of Linear Equations

With Two Unknowns, subdrea (Sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas).

i) Wos_25: Estructuras Mentales Para Modelar El Aprendizaje Del Teorema De Cambio Base

De Vectores, subarea (Cambio de base).
0) Wos_35: Matrix Multiplication And Transformations: An APOS Approach, subdrea (Matriz
multiplicacién).

p) Wos_52: Students’ Understanding Of Solving A System Of Linear Equations Using Matrix

Methods: A Case Study, subdrea (Sistema de ecuaciones lineales con tres incognitas).
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q) Wos_53: Construcciéon De Los Operadores Lineales Diagonalizables Con Base En La Teoria

Apoe, subdrea (Conceptos en Algebra Lineal).
r) Wos_56: Task Design In APOS Theory, subdrea (Matriz inversa).

s) Wos_60: The Learning And Teaching Of Linear Algebra: Observations And Generalizations,
subarea (Sistema de ecuaciones lineales).

1) Wos_69: Zimbabwean In-Service Mathematics Teachers’ Understanding Of Matrix
Operations, subdrea (Operaciones con matrices).

u) Wos_76: Un Esquema De Transformacion Lineal: Construccién De Objetos Abstractos A
Partir De La Interiorizacién De Acciones Concretas, subdrea (Transformacién Lineal).

v) Wos_9: An Exploratory Study On The Understanding Of The Vector Subspace Concept,
subdrea (Subespacio vectorial).

w) Wos_040: Changes In Students” Mental Constructions Of Function Transformations Through
The APOS Framework, subarea (Transformaciones de funciones).

x) Scopus_014: Mental Constructs Associated With Eigenvalues And Eigenvectors: Refining
A Cognitive Model, subdrea (Vectores propios, valores propios y transformaciones lineales).

y) Scielo_004: El Papel De Los Conceptos Geométricos Como Base Para El Aprendizaje
Del Método Simplex, subarea (Programacién lineal, representacién geométrica, método
simplex).

z) Scielo_005: Estructuras Y Mecanismos Mentales Que Desde Una Perspectiva Geométrica
Modelan Y Articulan El Aprendizaje De Valor Y Vector Propio En R?, subarea (Valor

propio, vector propio, rotacién, miltiplo escalar).

4. Resultados de los escenarios de aplicacion de la teoria APOE en Algebra Lineal en la

carrera de matematica de la ESPOCH mediante la similaridad de Israel Lerman:

a) Mediante la similaridad de Israel Lerman, se identificé que cinco articulos relacionados con
la teorfa APOE en el Algebra Lineal abordan los conceptos de Transformaciones Lineales.
Los articulos son los siguientes:

1) Scopus_29: Mental Constructions In Linear Algebra, subdrea (Transformaciones
Lineales).

2) Google_42: Evolucién En El Esquema Del Concepto Transformacién Lineal: Una Mirada
A Tres Interpretaciones Desde La Teoria Apoe, subarea (Transformaciones Lineales).

3) Wos_76: Un Esquema De Transformacion Lineal: Construccién De Objetos Abstractos
A Partir De La Interiorizacion De Acciones Concretas, subarea (Transformaciones

Lineales).
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4) Scopus_014: Mental Constructs Associated With Eigenvalues And FEigenvectors:
Refining A Cognitive Model, subdrea (Vectores propios, valores propios y
transformaciones lineales).

5) Wos_041: Coordinated Topics As Transitional Enablers Towards Higher-Level

Conceptualisations Of The Range Concept, subdrea (Transformaciones Lineales, Rango).

b) De los articulos analizados, en un total de 34, se encontr$ que tres de ellos presentan una

descomposicién genética, mientras que dos no la tienen. Los articulos son los siguientes:

1) Google_42: Evolucién En El Esquema Del Concepto Transformacion Lineal: Una Mirada
A Tres Interpretaciones Desde La Teoria Apoe, subdrea (Transformaciones Lineales).

2) Wos_76: Un Esquema De Transformacion Lineal: Construccidén De Objetos Abstractos
A Partir De La Interiorizacién De Acciones Concretas, subarea (Transformaciones
Lineales).

3) Scopus_014: Mental Constructs Associated With Eigenvalues And Eigenvectors:
Refining A Cognitive Model, subarea (Vectores propios, valores propios y

transformaciones lineales).

¢) Articulo que se adapt6 su descomposicion genética y se implement6 al colectivo de estudio

mediante el marco tedrico de la teoria APOE.

1) Scopus_014, “Mental Constructs Associated With Eigenvalues And Eigenvectors:
Refining A Cognitive Model”; Algebra Lineal subdrea Vectores, Valores Propios,

Transformaciones Lineales.

5. En el ambito de la matematica, se identifico, que de acuerdo con ciertos estilos de
aprendizaje, no existe articulos que evidencien investigaciones sobre esas areas con la
teoria APOE en especifico, lo cual presenta una oportunidad para ser explorada en

investigaciones de futuros proyectos. Acto seguido son los siguientes:

a) Aprendizaje Visual (V): Topologia, Historia de la Matematica.

b) Aprendizaje Auditivo (A): Geometria Descriptiva, Teoria de nimeros, Matematicas

aplicadas, Matemaéticas discretas, Optimizacion.

¢) Aprendizaje de Lectura/Escritura: Topologia, Teoria de nimeros, Matemadticas discretas,

Optimizacién, Historia de la Matemdtica.

d) Aprendizaje Kinestésico (K): Geometria, Topologia, Matematicas discretas, Teoria de

nimeros, Optimizacién, Matematicas Aplicadas, Criptografia.
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6. Resultados cuantitativos de la aplicacion del escenario de las transformaciones lineales al

colectivo de estudio:

Los estudios se los realizé en el software estadistico R.

a)

b)

c)

d)

Diagnéstico: Cumple con el supuesto homocedasticidad mas no con el de normalidad.
Interpretacion: Dado que el valor p = 1, esto significa que no hay suficiente evidencia para
rechazar la hipdtesis nula con un 95 % de confiabilidad. En otras palabras, no se encontré

una diferencia significativa entre los dos grupos en términos de la variable “Diagnéstico”.

Prueba: Cumple con el supuesto de homocedasticidad pero no con el de normalidad.

Interpretacion: Dado que el valor p = 0.1359 es mayor que un nivel de significancia
comunmente utilizado, como 0.05, no hay suficiente evidencia para rechazar la hipdtesis
nula con un 95% de confiabilidad. En otras palabras, no hay suficiente evidencia para
concluir que hay una diferencia significativa en las medianas de la variable “Prueba” entre

los grupos “Control” y “Experimental”.

Tarea: Cumple con el supuesto de normalidad y de homocedasticidad.

Interpretaciéon: Dado que el valor p = 0.7237 es mayor que un nivel de significancia
comunmente utilizado, como 0.05, no hay suficiente evidencia para rechazar la hipdtesis
nula con un 95% de confiabilidad. En otras palabras, no hay suficiente evidencia para
concluir que hay una diferencia significativa en las medianas de la variable “Tarea” entre los

grupos “Control” y “Experimental”.

La variable foro y participacién no son concluyentes, no es posible evaluar una diferencia,

ya que, practicamente son iguales los puntajes.

7. Datos cuantitativos analizados en el programa informatico Excel version 2021 del

grupo experimental y de control en las variables de diagnostico, prueba, tarea, foro y

participacion.
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Tabla 5-1: Calificaciones Grupo de Control en Excel

Sobre 10 | Sobre 10 | Sobre 10 | Sobre 10 |  sobre 10

N° Cédigo ‘ Diagnéstico ‘ Prueba ‘ Tarea ‘ Foro ‘ Participacion
1|pcr | 6| 466 | 10 | 10 | 10
2|pPC2 | 41 466 | 10 | 10 | 10
3|pC3 | 41 466 | 10 | 10 | 10
4|pPca | 2| 733 888 10 | 10
5| PC5 6 9,33 10 10 10

Total 22 30,64 48,88 50 50
| Promedio | 44 | 6.1 | 9.8 | 10 | 10
| Mediana | 40 | 4,7 | 10 | 10 | 10
Realizado por: Sarango, T., 2024.
Tabla 5-2: Calificaciones Grupo Experimental en Excel
Sobre 10 | Sobre 10 | Sobre 10 | Sobre 10 sobre 10

N° Codigo Diagnéstico Prueba Tarea Foro Participacion
1 | PE1 4 9,33 8,88 10 10
2 | PE2 5 10 10 10 10
3 | PE3 4 7,33 8,88 10 10
4 | PE4 6 9,33 10 10 10
5 | PE5 4 6,66 10 10 10
6 | PE6 4 5,33 8,88 10 10

Total 27 47,98 56,64 60 60
Promedio 4,5 8,0 9.4 10 10
Media 4 8,3 9,4 10 10

Realizado por: Sarango, T., 2024.

8. Los resultados se discutieron en el contexto de analisis estadisticos avanzados realizados en
el entorno de programacion R. Gracias a Boxplot del Pre Test y Post Test, tanto del grupo de control
como del grupo experimental, se evidencié que las medianas se mantuvieron en el Pre Test. En el
Post Test, se observé que las medianas del grupo experimental superaron a las del grupo de
control. Se encuentra en la pagina 72, seccién 2.15 de la GUIA PARA EL DESARROLLO DE

LA DESCOMPOSICION GENETICA CON LA TEORIA APOE
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EN EL ALGEBRA LINEAL: VALORES Y VECTORES PROPIOS DE LAS MATRICES
ASOCIADAS A LAS TRANSFORMACIONES LINEALES.

5.1. CONCLUSIONES

1. Respuestas a las preguntas de investigacion, para la Revision Sistematica de Literatura

Cientifica, entre los afios 2015 hasta 2023.

PI02 ‘,Cu:i! es el afio de publicacién que contiene mds articulos
g cientificos en el periodo de estudio entre los afios 2015 hasta 2023?
¥ h

Aﬂelﬂﬁmm:ﬂ)w&mﬂw

Tlustracion 5-3: Resultados finales de la actualizacion de la
(RSL)

Realizado por: Sarango, T., 2024.

2. Actualizacion de la pagina web para la difusion de la Revision Sistematica de Literatura
Cientifica sobre la teoria APOE, entre los aiios 2015 hasta 2023: https://sites.google.com/

view/apos-sr/home
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REVISION SISTEMATICA DE
LA TEORIAAPOEENTRE LOS
ANOS/2015HASTA 2023

Iustracion 5-4: Portada de la pdgina web de la (RSL), entre los afios 2015 hasta 2023 sobre la
teoria APOE

Realizado por: Sarango, T., 2024.

INTRODUCOIN

Tlustracion 5-5: Introduccion de la pagina web de la (RSL), entre los afios 2015 hasta 2023 sobre
la teoria APOE

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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Documentos
Analizados

Resultados de la sistemats

Tlustracion 5-6: Documentos analizados de la actualizacién de la (RSL) sobre la teoria APOE,
entre los afios 2015 hasta 2021

Realizado por: Sarango, T., 2024.

APOS-SR

Documentas Analizados

DOCUMENTOS ANALIZADOS

ais respuasts dé las pregurtas de imvestigacién, tamhién se puade

Tlustracion 5-7: Documentos analizados de la actualizacion de la (RSL) sobre la teoria APOE,
entre los afios 2022 hasta 2023

Realizado por: Sarango, T., 2024.

3. Respuestas de la Prueba de Hipotesis del Pre Test y Post Test.

a) Pre Test: Cumple con el supuesto de homocedasticidad mds no con el de normalidad.

H() :MeE = Mec

Hl :MeE #Mec

El valorde p =1

Se evidencid, en la Boxplot (Caja de Bigotes) que las pruebas que se impartieron a ambos
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grupos en el Pre Test se mantuvieron en sus medianas. Por lo tanto: Mep = Mec.

b) Post Test: Cumple con el supuesto de homocedasticidad més no con el de normalidad.

H() :MeE < Mec

H] :MeE ZMEC

El valor de p = 0.1359

En el caso de la Post Test, se verificé que en Boxplot (Caja de Bigotes), dio un resultado
favorable en la mediana del grupo experimental y aunque el colectivo de estudio no fue
extenso, se evidencié que el grupo experimental estuvo 2.1 puntos mas que el grupo de

control. Por lo tanto: Meg > Mec.

5.2. RECOMENDACIONES

1. En el marco de una revision sistemdtica, es fundamental definir de manera precisa los objetivos y
establecer una metodologia rigurosa y explicita. Esto permite satisfacer todos los criterios
requeridos para la investigacion, mediante una busqueda exhaustiva y meticulosa. Se ha
identificado la necesidad de implementar software mds versétil y eficiente en el manejo de

datos, especialmente debido al volumen significativo de literatura cientifica que se debe analizar.

Para mejorar la eficacia de la revisién, se considerd la implementacién de algoritmos de
aprendizaje automatico o técnicas de procesamiento de lenguaje natural como el Excel, R
o IBM SPSS. Estos pueden ayudar a automatizar el proceso de revision, aumentar la eficiencia y

reducir el sesgo humano, Asi como la representacion gréfica o prueba de hipdtesis.

2. Para futuras investigaciones, se recomienda mantener una actualizacién constante de la base de
datos utilizada en la revision sistemadtica de la teoria APOE en matematicas, asegurando que los

datos reflejen los avances més recientes del campo, dada la rdpida evolucion de la informacion.

Ademds, se sugiere que las investigaciones futuras en Ecuador, especialmente en la ESPOCH,
se enfoquen en Algebra Lineal. Esta disciplina representa el 19.54% de las investigaciones
actuales y puede satisfacer con mayor flexibilidad y precision las necesidades analiticas de
los investigadores. Su aplicacidon trasciende la educaciéon matemadtica, beneficiando areas
como las descomposiciones genéticas y fomentando nuevas corrientes en la investigacion

multidisciplinaria.
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3. Se sugiere visitar la padgina web disponible en el siguiente enlace: https://sites.google.com/
view/apos-sr/home (APOE SR). All{ se podra consultar la mas reciente Revisién Sistemética de
Literatura Cientifica sobre la teoria APOE en el campo de las matemdticas, que abarca desde el
afio 2015 hasta el 2023. De esta manera, los estudiantes de la carrera de matemadtica tendran
acceso a toda la informacién pertinente a los articulos que son esenciales para el curso de

Didictica de la Matemdtica y, simultdneamente, para sus proyectos de titulacion.

4. Para préximas investigaciones, escoger un mayor grupo de estudio, ya que, en teoria estadistica
se requiere una mayor cantidad de datos posibles y se pueda detectar una diferencia significativa
entre los grupos. Si los datos son minimos, se aumenta el riesgo de cometer un error de tipo I,
que es aceptar la hipétesis nula cuando es falsa. Es decir, se puede concluir que no hay efecto de

la intervencién cuando en realidad si lo hay.
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ANEXOS

ANEXO A: DECLARACION PRISMA 2020: REVISION SISTEMATICA DE LITERATURA
SOBRE LA TEORIA APOE EN EL AREA DE LA MATEMATICA, ENTRE LOS ANOS 2015

HASTA 2023

La Guia de verificacion PRISMA 2020, incluye siete secciones o dominios que cuentan con 27

items, algunas de las cuales incluyen subitems. En la declaracién PRISMA 2020 se incluye una

lista de verificacidn para la publicacion de resimenes estructurados de revisiones sistematicas

presentados en revistas y congresos.

= PRISMA 2009 Checklist (Version en espaiiol)

Location
Section/Topic Checklist item where item
is reported
TiTULO
Titule 1 | Identificar la publicacion como revision sistematica. o
RESUMEN
Restmen 2 | Consulte Ia lista de verificacion de PRISMA 2020 para resiimenes. <
INTRODUCCION
Justificacion 3 | Describir 1a justificacién de Ia revizion en el contexto de lo que ya se conoce sobre el tema. <
Objetivos 4 | Proporci una explicita de los objeti ] que aborda la revision. v
METODOS
Criterios de elegibilidad 5 | Especifique los criterics de inclusion y exclusion para la revisicn y come e agruparon les estudios para las sintesis. J
Fuentes de informacién & | Especifique todas las bases de datos, . sitios web, listas de v ofras fuentes 0 v
consultadas para idenfificar estudios. Especifique la fecha en la que se buscd o consulté cada fuente por difima vez.
Estrategia de bisqueda 7 | Presente las ias de para fodas las bases de datos, registros y silios web, incluidos los filiros y v
limites utilizados.
Proceso de seleccion 5 | Especifique los métodos utilizados para decidir si un estudio cumplic con los criferies de inclusion de la revi N
cuantos revisores examinaren cada registro y cada informe recuperado, si j de forma ind dient
corresponde, detalles de las hemramientas de automatizacin utiizadas en el proceso.
Proceso de recopilacion de g | Especifique los mefodos utilizados para recopllar datos de los informes, incluido cuantos revisores recopilaron datos de cada v
datos informe, si trabaj de forma ind proceso para obtener o confirmar datos de los investigadores del
estudio v, 51 corresponde, detalles de las heramientas de automatizacion ulilizadas en el proceso.
Lista de datos 40a | Enumere y defina todos los resultados para los cuales se buscaron datos. E i 5i 58 fodos los v
gue fueran compatibles con cada dominic de resultades en cada estudio {por ejemplo, para todas las medidas, puntos
temporales, analisis) v, en caso contrario,_los métodos utilizades para decidir qué resultados recopilar.
10p | Enumere y defina todas las demas variadles para |as que se buscaron datos (por ejemalo, car de los v
v de la intervencién, fuentes de ion). Describa icion hecha sobre faltante o
peco clara.
Evaluacicn del nesgo de sesgo 11 | Especifique los métodos utilizados para evaluar el riesgo de sesge en los estudios incluidos, incluidos detalles de las
del estudio herramientas utilizadas, cuantos revisores evaluaron cada estudio y si trabajaron de forma independiente v, si comesponde,
detalles de las hemamientas de automatizacion utilizadas en el proceso.
Medidas de efecto 12 para cada la(s) ) del efecto (por ejemplo, indice de riesgos, diferencia de medias) utilizadas en
Ia sintesis o presentacion de los resultados.
Sintesis de resultados 13a | Describa los procesos utilizados para decidir qué estudios fueron elegibles para cada sintesis (por ejemplo, tabular las v
caracteristicas de la intervencién del estudio y compararlas con los grupes planificados para cada sintesis (elemento n.® 5)).




’ PRISMA 2009 Checklist (Version en espanol)

13p | Descrba cualquier metodo utilizado para tabular o maostrar v los de ¥ SiMesis | o

13c | Descripa cualquier método utilizado para sintefizar Ios resutados y proporcicne una jusiificacion de la(s) eleccidnies). Si se
realizd un Ios , los para 1a y el alcance de la haterogenaidad

estagislica y los paguekes de sofware uliizados.
13d | Describa cualguicr método utilizado para explorar p
{por ejemplo, analizis dz subgrupes metarregresion)

ibles causas de het idad entre los de les eatudi

" 13e | Describa cualguier anfisis de sens 1o para evaluar la solidez de los resultados sintetizados.
13f | Descrioa métndo para prep los datos para su preseniacion o sintesis, coma el manejo de estadisticas v
o de datos.
Evaluacicn del sesgo de 14 | Describa cualguier método utilizado para evaluar el riesgo de sesgo debido ala falta de resultados en una sintesis (que surge
nofificacian de sesgos en la notificacion).
Location
Section and Topic Checklist item where item
| is reported
RESULTADOS
Evaluacion de cereza. 15 | Describa cualguier metodo ulilizado pala evaluar la certeza (o a) en el conjunio de evidencia de un lad
Seleccién de estudio 16a | Describa los resultados del proceso de b da y sel desde la canfidad d idantificades en Ia bisgueda v
hasta la cantidad de estudios incluides en Ia revision, idealmente uiilizando un diagrama de flujo.
16b | Clte s estudios que padrian parecer cumplir con 105 critenos de inclusion, pero gue fueron exduldos, y expligue por que S
fuercn excluidos.
Caractericticas de los estudios 17 | Cite cada estudic incluido v presente sus caracteristicas. 7
Riesgo de sesgo en los 18 | Presentar evaluacicnes del riesgo de sesgoe para cada estudie incluido.
estudios
Resultados de los estudios 1g | Paratodos los resultados, presente, para cada estudio: (a) estadisticas resumidas para cada grupo {cuando corresponda) y v
individuales (b} una estimacion del efecto y su precision (p. ej., intervalo de confianzalcreinle), idealmente utilizando tablas o graficos
estructurados.
Sintesis de los resultados 20a | Paracada sintesis, resima brevemente 13s caracieristicas y €l Nesgo de $6540 enire 105 estudios contriouyentes.
20k Plesentar lesultadns de todas Eas sintesis estadisticas realzadas. St se realizc un metaanalisis pl&eente para cada uno la s
ion (p.gj. intervalo de fi le) y medidas de hete S P
grupes, describa la d:reccmn del efecto.
20c | Presentar los de todas las sobre causas de Il entre los de los 7
20d | Presentar los resultados de todes los andlisiz de sensibilidad realizados para evaluar la solidez de los resultades sintetizados.
Sesgos de informacion 21 | Presentar evaluacicnes del riesgo de sesgo debido a resultados faltantes (gue surgen de sesgos en la presentacion de

Intormes) para cada sintesis evaluada.

l PRISMA 2020 Checklist (Versiéon en espafiol)

Certeza de la evidencia | 22 | Presentar evaluaciones de certeza (o confianza) en el conjunto de evidencia para cada lEad) luad

DISCUSION

Discusian o35 | Proporcione una interpretacidn general de los resukades en el contexto de otras pruebas &
oap | Discuta I de la evidencia incluida en la revisidn
23¢ | Discuta cualguier imilacién de los proceses de revision utiizados. v

23d | Discutir las implicaciones de los resultados para la practica, las paliticas y las investigaciones futuras

OTRA INFORMACION

Registro y protocolo 245 | Proporcione informacion de registro para la revisién, incluide el nombre y el nimero de registro, o indique que la revisidén no
fue registrada

24b | Indique dénde se puede acceder al protocolo de revisidn o indique que no se prepard un protocole

24¢ | Describa y explique cualguier r

de la informacion proporcionada en el registro ¢ en el protocolo.

Apoyo a5 | Describa las fuentes de apoyo financiero o no financiero para la revision y el papel de los iinanciadores o patmocinadores en

Ia revisidn
Conflicto de intereses 26 | Declare cualquier interés en competencia de los autores de la revision 3
Oisponibiidad de datos, 27 | Indique cudles de los estan d ol ite y dbnde se pueden encontrar. fomulanos modelo de Ty
cadigos y otros materiales recopilacion de datos; datos extraidos de Ins Esludms incluidos; datos utdizados para tedos los andlisis; codigo analitico,

cualguier otro material util en la revision
Fueate: Moher D, Liberat A, Tetziafl J, Aliman DG, The PRISMA Group (2009). Prefemed Reporting items for Reviews and Mek yses: The PRISMA Siatement. PLoS Med 6{6) e1000057

Aol 10157 joumal pmed 1000037
Para mas informacion, visite: www.prisma.statementorg,

ANEXO B: CAPTURAS DE LOS BUSCADORES QUE SE UTILIZARON PARA LA REVISION
SISTEMATICA
Se trabajé con buscadores de literatura cientifica de alto impacto como: Google Scholar, SciELO,

Scopus 'y Wos.



Disponibles en: https://drive.google.com/drive/folders/1nkFPdtlvINWpJOakS-mWeMKvTXfyGoywb?usp=drive_link

v Captura: Google Scholar en Espaiiol entre los aiios (2022 — 2023)
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En esta ilustracion, se evidencid 151 articulos cientificos en espaiiol con la teoria APOE en el 4rea de la matematica, en el buscador Google Académico.
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Entre los afios 2022 hasta 2023, se encontré 5.750 articulos cientificos en inglés con la teoria APOE en el drea de la matematica, en la coleccién del buscador de
Google Académico. En la barra de paginacion de Google Scholar, se decidi6 limitar la bisqueda hasta la pagina 24, ya que los articulos posteriores no abordaban la

teoria APOE. Dando un total de 321 articulos para analizar.
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En la ilustracién, se corrobor6 4 articulos cientificos en espaiol con la teoria APOE en el 4rea de la matematica, en la coleccion del buscador de Scientific Electronic

Library Online.
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Se observé 16 articulos cientificos en espafiol con la teoria APOE en el drea de la matematica, en la coleccion del buscador de Scopus.
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En esta ilustracion, se evidenci6 40 articulos cientificos en espaiiol con la teoria APOE en el drea de la matematica, en la coleccién del buscador de Web of Science.



ANEXO C: LISTA DE ARTICULOS CIENTIFICOS QUE SE ANALIZARON PARA LA
REVISION SISTEMATICA ENTRE LOS ANOS (2015 - 2021)

Los siguientes 123 articulos que se mencionan a continuacién, son el resultado de un total de
287 articulos cientificos que se obtuvieron de una revision cientifica literaria en los siguientes
buscadores: Google Scholar, SciELO, Scopus y Wos, para la “Revision sistematica de la teoria
APOE en los ultimos semestres de la carrera de matematica de la ESPOCH” (Ald4s Castro, 2022),
entre los afios (2015 - 2021). Estan incluidos los 27 articulos con la teoria APOE en el Algebra
Lineal, los cuales fueron fundamentales en el desarrollo de la nueva revision sistemadtica hasta el

2023 y es uno de los objetivos del siguiente TIC.

BUSCADOR | TITULO AUTOR
Google_1 Procesos Iterativos Infinitos Y Objetos | Diana Paola Villabona

Trascendentes: Un Modelo De Construccién | Millan; Solange Roa
Del Infinito Matemético Desde La Teoria Apoe | Fuentes

Google_102 | Comparison Of Processes Construct Concept Of | Achmad Hidayatullah
Solo Theory And APOS Theory In Mathematics
Learning

Google_104 | Dialogo Entre Las Teorfas Apoe Y Tad Maria Trigueros

Google_106 | APOS Theory Implementation Of A Module | Krisno Budi Prasetyo; Y1.
Contained With Autonomous Character And | Sukestiyarno; Adi Nur
Mathematics Connection On Algebra Material | Cahyono

Google_109 | Preservice Teachers Understanding Of | Kyunghee Moon
Two-Variable Inequalities: APOS Theory

Google_112 | Impulsive And Reflective Students’ | Dinda Ayu Rachmawati;
Understanding To Linear Equations System: An | Tatag Yuli Eko Siswono
Analysis Through APOS Theory

Google_113 | Content Analysis Of The APOS Theory Studies | Ozgiin ~ Sefik; Ozge
On Mathematics Education Conducted In Turkey | Erdem Uzun; Senol Dost
And Internationally: A Meta-Synthesis Study

Google_114 | The Analysis Of Pre-Service Math Teachers’ | Selin Urhan; Senol Dost
Level Of Understanding The Derivative Concept
Within The Context Of APOS Theory




Google_116

Analysis Of Students’ Understanding For The
Concept Of Matrix Rank Based On APOS
Theory Siti

Siti Inganah

Google_119 | Stages In Partial Functional Thinking In The | Suci  Yuniati;  Toto
Form Of Linear Functions: APOS Theory Nusantara; Subanji; I
Made Sulandra
Google_123 | Analysis Of  Undergraduate  Students’ | M. W. Afgani; D Suryadi;
Mathematical Understanding Ability Of | J. A. Dahlan
The Limit Of Function Based On APOS Theory
Perspective
Google_124 | Descomposiciones Genéticas Relacionadas Con | Medina Abel; Alejandro
El Concepto De La Ecuacién Diferencial Rosas
Google_125 | Developing Calculus Learning Model Based On | H. Hanifah
The Theory Of APOS (Action, Process, Object,
And Schema)
Google_13 | Andlisis De La Conceptualizacion De La | Martha Patricia Jiménez
Integral Definida Por Medio De La Teoria Apoe | Villanueva; Elena
Fabiola Ruiz Ledesma;
Angel Salvador Montiel
Sénchez
Google_130 | “Least Squares Estimation” Instructional | Xie Y.
Design Based Upon APOS Theory:
Laying Mathematical Representation And
Transformation Bridge
Google_2 | ;Cémo Impacta El Conocimiento Que Tiene Un | José Antonio
Profesor Acerca De La Teoria Apoe Sobre Su | Sdnchez-Garcia
Conocimiento Especializado?
Google_24 | Andlisis De Un Disefio Instruccional | Francisco Javier Anaya
Fundamentado En La Teoria Apoe Utilizando
GeoGebra
Google_30 | Andlisis De Textos Usando La Teoria Apoe: El | Garcia Isabel; Parraguez

Caso Del Principio De Induccién En El Libro
De Grimaldi

Marcela




Google_32 | Construccién Del Concepto De Area, Desde La | Gisselle Paola
Teoria Apoe Y El Uso Del Software GeoGebra | Bayona-Prieto; Solange
Roa Fuentes; Jorge
Winston Barbosa-Chacén
Google_33 | Evidencias De Conocimiento Especializado Que | Sdnchez-Garcia  J.A;
Se Presentan Durante El Disefio De Actividades | Flores-Medrano E.;
Basadas En La Teoria Apoe Lidia Aurora Herndndez
Rebollar; Juarez-Ruiz E.
Google_35 | Construcciéon Del Concepto De Funcién Desde | Hellen Catherine
La Teoria Apoe: La Coordinacion Entre | Serrano Iglesias; Solange
Representaciones Como Apoyo Roa-Fuentes
Google_36 | Estrategias En La Resolucién De Inecuaciones | Fuentes Gonzales
Lineales Y Racionales En Educaciéon Superior | Marcela
Desde La Teoria Apoe
Google_39 | Construccién Del Concepto De Angulo En | Diaz Linda; Kd Darly
Segundo Grado De Secundaria Desde La Teoria
Apoe
Google_4 | Andlisis De Actividades Diddcticas Para El | José Javier Guerrero
Estudio Del Limite De Una Funcién Por Medio | Maldonado; Lidia Aurora
De La Teoria Apoe Herndndez Rebollar
Google_41 | Construcciéon Cognitiva De La Distribucién | Vergara Andrea;
Binomial; Una Mirada Desde La Teoria Apoe Parraguez Marcela
Google_42 | Evolucién En El Esquema Del Concepto | Maturana Isabel;
Transformacién Lineal. Parraguez Marcela;
Trigueros Maria
Google_44 | Propuesta Didictica Para La Ensefianza De | Jesis Alfonso Noriega
Légica Matemdtica En Un Curso Propedéutico | Mérquez
Bajo La Teoria Apoe
Google_47 | Una Aproximaciéon A Las Concepciones Del | Cano  Maria  Inés;
Infinito De Estudiantes De Grado Once Desde | Delgado Liliana
La Teoria Apoe Carolina; Gomez
Jhon Alexander
Google_5 | Diferentes Interpretaciones De La Implicacion: | Garcia Martinez Isabel;

Una

Parraguez Marcela




Google_50

La Aritmética Como Base Indispensable Para El
Aprendizaje Del Algebra: De La Aritmética Al
Algebra, Un Ejemplo Desde La Teoria Apoe
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ANEXO D: LISTA DE ARTICULOS CIENTIFICOS QUE SE ANALIZARON PARA LA
ACTUALIZACION DE LA REVISON SISTEMATICA ENTRE LOS ANOS (2022 - 2023)

A continuaciodn se detallan los 51 articulos cientificos con la teoria APOE en la area de la matematica,
que dieron como resultado de 321 articulos que se obtuvieron de una revision literaria en los
buscadores: Google Scholar, SciELO, Scopus y Wos, para la nueva revision sistemadtica hasta el

2023 y poder cumplir una primera representacion de la forma de ensefar las Transformaciones

Lineales en la carrera de matematica de la ESPOCH, utilizando la teoria APOE.

BUSCADORES | TITULO AUTOR - CITA
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ANEXO E: PRUEBA DE DIAGNOSTICO (PRE TEST), PRUEBA DE CONOCIMIENTOS
FINAL (POST TEST), TAREA ASINCRONA

v'Preguntas para la prueba de diagnéstico (Pre Test).

Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Facultad de Ciencias
Carrera de matematica

Algebra Lineal IT

] Resolver el siguiente listado de preguntas con esferogréfico.

Ningin documento esté autorizado.

Tiempo estimado: 15 min.

1
1. Dada una matriz A = , Cudles de las siguientes afirmaciones son correctas?
3 4

a) Los vectores columna de la matriz forman una base para el espacio columna de la matriz.
b) Los vectores fila de la matriz forman una base para el espacio fila de la matriz.
c) La base de una matriz es el conjunto de vectores propios de la matriz.

d) Todas las anteriores.
2. (Cudl de las siguientes afirmaciones sobre las transformaciones lineales es correcta?

a) Una transformacion lineal siempre cambia la direccién de los vectores.
b) Una transformacion lineal puede representarse mediante una matriz.
¢) Los vectores propios de una transformacién lineal siempre tienen una longitud de 1.

d) Todas las transformaciones lineales reflejan los vectores a través del origen.
3. ;(Cudl es el resultado del siguiente sistema de ecuaciones 3x3?
2x—3y+4z=11

x+y—2z=-2
—x—2y+5z=5



4. ;Cudl de las siguientes afirmaciones sobre los espacios vectoriales es verdadera?

a) La suma de dos subespacios vectoriales siempre es un subespacio vectorial.
b) Todo subespacio de un espacio vectorial finito-dimensional es finito-dimensional.
¢) Todas las anteriores.

d) Lainterseccién de dos subespacios vectoriales siempre es un subespacio vectorial.

5. Si T es una transformacién lineal, entonces T(x + y) = Tx + Ty, fundamente su respuesta.



v'Preguntas para la prueba final (Post Test).

Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Facultad de Ciencias
Carrera de matematica

Algebra Lineal II

Nombre: Curso:

Resolver el siguiente listado de preguntas con esferografico.
Ningtin documento esta autorizado.

Tiempo estimado: 1 h.

1. Identificar la base del espacio vectorial y representar los vectores:

Sea el endomorfismo 7 : R? — R? y definido por:

T(x,y) = (2a+3b,3a—2b).

2. Dada una transformacién lineal 7 : R3 — R3 representada por la matriz

1 21
A= 0O 1 0 |,calculalos valores propios de A.
1 0 1

3. Para cada valor propio calculado en la pregunta anterior, encuentra el vector propio

correspondiente.

4. Considera la transformacién lineal T : R? — R? representada por la matriz

21 1
B= Siv= es un vector propio de B. ;Cudl es el valor propio correspondiente?
1 2 1
. a b o . . .
5. Dada una matriz C = , escribir la ecuacion caracteristica de C en términos de a, b, ¢, y
c d

(C6mo usarfas esta ecuacion para encontrar los valores propios de C?



v'Preguntas para la tarea asincrona.

Escuela Superior Politécnica de Chimborazo

Facultad de Ciencias fsﬂ* > m%

Carrera de matematica

1400'

Algebra Lineal 11 \\‘ﬁ '&g

Instrucciones:

e Resolver, con esferografico, el siguiente listado de problemas.

e Redactar adecuadamente la resolucién de cada problema, ademads, fundamentar sus respuestas.

TAREA ASINCRONA
GENERAL

3
1. Dada una transformacién lineal 7 : R? — R? representada por la matriz A = , calcula
2 2

los valores propios de A y explica como se relacionan con la transformacién lineal T'.

2. Para cada valor propio calculado en la pregunta anterior, encuentra el vector propio
correspondiente. Explica como estos vectores propios se relacionan con la transformacién

lineal T'.

3. Considera una transformacién lineal 7 : R" — R" y explica cémo podrias representar esta

transformacion lineal con una matriz.



ANEXO F: CAPTURAS DEL MOODLE (CIDED)

v' Moodle: Curso donde se encuentra la clase.
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v'Moodle: Bloque PACIE 1.
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v Estudiantes matriculados con su nombre y apellido.
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ANEXO G: SILABO ALGEBRA LINEAL I, PERIODO OCTUBRE 2017 - MARZO 2018

v Silabo Algebra Lineal I.

Se observa el silabo de la materia de Algebra Lineal I, que se imparte en el 1¢ semestre de la

carrera de matematica de la ESPOCH PERIODO, octubre 2017 marzo 2018.

- RN
I3 W ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DE CHIMBORAZO =
! E b VICERRECTORADO ACADEMICO
\\s ; DIRECCION DE DESARROLLO ACADEMICO
SILABO

1. Datos generalesy especificos de la asignatura

FACULTAD | CIENCIAS
ESCUELA FISICA Y MATEMATICA
CARRERA MATEMATICA

SEDE MATRIZ ESPOCH
MODALIDAD | PRESENCIAL
ASIGNATURA | ALGEBRA LINEAL I

NIVEL PRIMERO
imgw?}co OCTUBRE 2017 - MARZO 2018
oy | comen [ vommons
mmmiléhggm 0s FCM1013 160
Nﬁ'M?El}?{ E;:;JORAS PRERREQUISITOS | CORREQUISITOS
SES 6 SNNA NINGUNO

2. Estructura y Desarrollo de la asignatura

Unidad N° 1 OBJETIVO DE LA UNIDAD:
Titulo de la Unidad: Comprender y manejar el dlgebra de matrices.
Matrices
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE
ESTRATEGIAS
TEMAS Y SUBTEMAS METODOLOGICAS RECURSOS
En el Aula Autdénomas
TEMA * Clases tedricas: Con : * Exposicion por parte
exposicién por parte |* Los n}edlus de del docente y andlisis * Le]t: l.'utta dedtextos
Matrices. del docente y la ansefianz )y con los estudiantes geleccionades
participacion activade | aprendizaje. de los conceptos y ResalaciSaapalitiza
SUBTEMAS los estudiantes, + Libros temas expuestos. de los ejercicios
* Introduccién, » Prictica: Se irdn seleccionades. « Resolucién analitica ZSI'E“ adogporel
* Definiciones y resolviendo ejercicios de problemas y/o : ocente.
terinoloea y casos seglin el tema ejercicios por parte mer?mtar las
gla. teérico tratado, del docente. soluciones obtenidas.




* Matrices especiales. .

« Adicién y multiplicacion
por escalar. Propiedades.

* Multplicacién de matrices.
Propiedades de la
multiplicacién de matrices.

* Potencia de una matriz.

« Transpuestade una
matriz.

+ Inversa de una matriz.

* Propiedades de las
matrices invertibles.

Asesorfa. Se asesora
la aplicacion correcta
de los conocimientos y
procedimientos en
forma personal a los
estudiantes

Resolucién de .

ejercicios y
problemas por parte
de los estudiantes
con asistencia del
docente.

Andlisis de los
ejercicios resueltos.

Plantear problemas—‘
propios y buscar
alternativas de
solucidn

LOGROS DE APRENDIZAJE:

* Efectuar operaciones con matrices.
¢ Comprender y aplicar las propiedades de las matrices especiales en los cilculos que las involucran.
* Calcular lainversa de una matriz.

Unidad N° 2 OBJETIVO DE LA UNIDAD:
Titulo de la Unidad: Analizar y resolver un sistema de ecuaciones lineales.
Sistemas de ecuaciones
lineales.
ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE
ESTRATEGIAS
TEMAS Y SUBTEMAS METODOLOGICAS RECURSOS
En el Aula Autbénomas
Clases tedricas: Con Exposicién por parte
TEMA
exposicidn por parte Los medios de del docente y andlisis E ::!x?)::dl::ws
Sistemas de ecuaciones del docente y la enseﬁa.liza‘ N con los estudjantes Resolucidn an.alil:ica
lineales participacién activade |  aprendizaje. de los conceptos y PR
) los estudiantes. Libros temas expuestos. asienados por el
SUBTEMAS Prictica: Se irdn seleccionados. Resolucién analitica duf:nte PO
resolviendo ejercicios de problemas y/o e m‘mr las
* [ntroduccién. y casos segun el tema sjerciclas porparte 5oluc?ones obtenidas.
tedrico tratado. del docente.

* Resolucidn de un sistema
de ecuaciones lineales.

* Sistemas lineales
homogéneos.

* Sistemas lineales no
homogéneos.

* Matrices y forma
escalonada.

* Operaciones elementales
sobre las filas de una
matriz

* Eliminacion Gaussiana.
Otros métodos para
resolver sistemas de
ecuaciones lineales.

Asesoria. Se asesora
la aplicacion correcta
de los conocimientos y
procedimicntos en
forma personal a los
estudiantes

Resolucién de
ejercicios ¥
problemas por parte
de los estudiantes
con asistencia del
docente.

Anilisis de los
ejercicios resueltos.

Plantear problemas
propios y buscar
alternativas de
solucién

LOGROS DE APRENDIZAJE:

* Resolver un sistema de ecuaciones lineales, ya sea homogéneo o no homogéneo, a través del método de eliminacién gaussiana.
= Entender las propiedades que caracterizan a las matrices elementales, asf como su relacién con las operaciones elementales.
* Determinar cudndo una n-pla de nmeros reales es solucién de un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas.




Unidad N° 3

Titulo de la Unidad;
Espacios Vectoriales

OBJETIVO DE LA UNIDAD:

Comprender la estructura de espacio vectorial, base y dimensidn,

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

ESTRATEGIAS
TEMAS Y SUBTEM. A
As METODOLOGICAS RECURSOS
En el Aula Autbénomas
==
TEMA * Clases teéricas: Con * Exposicién por parte
exposicién por parte . del docente y analisis | * Le]ctur.a ge dtmos
Espacios Vectoriales. del docente y la * Losmedios de con los estudiantes seleccionados.
participacién activade | ensefianza y de los conceptos y Resolucién analitica
SUBTEMAS . los estudiantes. aprendizaje, temas expuestos, de los ejercicios
¢ Prictica: Se irdn * lem_v.. * Resolucién analitica :signados porel
* Introduccion. resolviendo ejercicios seleccionados. de problemas y/o ocente,

¢ Definiciones y propiedades

bisicas,

* Subespacios vectoriales.

y casos segin el tema
tedrico tratado,

Asesorfa. Se asesora
la aplicacidn correcta

ejercicios por parte
del docente,

* Resolucién de
ejercicios y

Interpretar las
soluciones obtenidas,
Plantear problemas
propios y buscar _J

¢ Combinacion lineal y
espacio generado.

¢ Independencia lineal,

= Bases y dimension,

* Espacios fundamentales de

de los canocimientos y
procedimientos en
forma personal a los
estudiantes

problemas por parte
de los estudiantes
con asistencia del
docente.

Andlisis de los
ejercicios resueltos.

alternativas de
solucién

.

Titulo de la Unidad:

Transformaciones lineales

una matriz.
* Rango de una matriz.
Coordenadas y cambio de
base.
LOGROS DE APRENDIZAJE:
* Comprender los aspectos centrales tedricos de la estructura de un espacio vectorial,
= Decidir si un conjunto dado es o no un espacio vectorial.
* Determinar la dependencia lineal de un conjunto de vectores.
= Hallar una base y la dimensidn de un espacio vectorial.
= Calcular el rango de una matriz.
e  Calcular la matriz de transicién entre dos bases de un espacio vectorial,
Unidad N° 4 OBJETIVO DE LA UNIDAD:

Conocer y aplicar las propiedades de las transformaciones lineales,

-

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

propicdades.

la aplicacidn correcta

ejercicios y

ESTRATEGIAS
TEMASY SUBTEMAS METODOLOGICAS RECURSOS
En el Aula Auténomas
* Clases tedricas: Con Exposicion por parte
TEMA. exposicién por parte del docente y anglisis |*  Lectura de textos
del docente y I » Los mediosde conTos estudiantes seleccionados.
Transformaciones Lineales, participacién activade |  ensefianzay de los conceptos y Resoluci6n analitica
los estudiantes, aprendizaje. temas expuestos, de los ejercicios
SUBTEMAS * Prictica: Se irdn * Libros Resolucién analitica asignados por el
resolviendo ejercicios seleccionados, de problemas y/o docente.
* Introduccion. ¥ casos segiin el tema ejercicios por parte Interpretar las
* Definiciones, ¢jemplos y teorico tratado, del docente. soluciones obtenidas.
* Asesorfa. Sc asesora Resolucién de * Plantear problemas

Propios y buscar




* Nicleo ¢ imagen de una de los conocimientos y problemas por parte alternativas de

transformacion lineal. procedimientos en de los estudiantes solucién
* Representacién matricial, forma personal a los con asistencia del
» El espacio vectorial de las mxtad e iuca]m Uee del
-
transformaciones lineales. nalisis de jos

ejercicios resueltos.
= Isomorfismos.

LOGROS DE APRENDIZAJE:

« Decidir si una transformacién dada entre espacios vectoriales es o no lineal. En caso de serlo, hallar su niicleg, imagen y rango.
« Conocery aplicar correctamente ¢l teorema de las dimensiones.

« Determinar si una transformacién es invertible.

+ Encontrar la matriz de una transformacidn lineal relativa a bases arbitrarias.




ANEXO H: SILABO ALGEBRA LINEAL I Y SILABO ALGEBRA LINEAL II, PERIODO
OCTUBRE 2023 - MARZO 2024

v Silabo Algebra Lineal I.

Se observa el silabo de la materia de Algebra Lineal I, que se imparte en el 3" semestre de la

carrera de matematica de la ESPOCH, PERIODO octubre 2023 marzo 2024.

14 OBJETIVO DE LA UNIDAD: |Demostrar propledades y teoremas referentes a las
Titulo de la Unidad: transformaciones lineales, representindolas en forma
: Transformaciones Lineales matririal en diferentes bases y reconociendo subespacios

asoclados a ellas con el fln de desarrollar la abstraccion
matemdtica,

1, Transformaciones « Computadora + Libro « Trabajos
lingales + Silabo + Diagramas » Investigacion
= Definicién + Pantalia digital + Liuvia de ideas
- Propiedades de + Proyector + Ejercicios
transformaciones
lineales
« Composicién de
transformaciones
lingales
- Inversa de una
transformacion lingal
2. Nucleo y rango de una
transformacion lineal
= Definicicnes
» Dimensidn del
nicleo y el rango de
una transformacion
lineal
= Teorema del rango
de una
transformacion lingal
3. |somorfismos de
espacios vectoriales
» Transformacicnes
lineales inyectivas
« Transformaciones
lingales

sobreyectivas
= Transformacion
lineal invertible
« lgomerfismos
+ Espacios vectoriales
Isomorficos
4. Matriz represantants de
una fransformacion
lingal
» Conceptualizacion
« Propiedades
5. Matriz de cambic de
base
» Conceptualizacion
+ Propledades

RESULTADOS DE Demuestra propledades y teoremas referentes a las transformaciones lineales, sus espacios asociados y surangoe
APRENDIZAJE: empleando la matriz representante de una transformacion lineal con precisién.

Argumenta de manera critica la validez de razonamientos, relacionando las definiclones, propledades ¥ teoremas con la
proposician a




v Silabo Algebra Lineal II.

Se observa el silabo de la materia de Algebra Lineal II, que se imparte en el 42 semestre de la

carrera de matematica de la ESPOCH, periodo octubre 2023 marzo 2024.

Unidad No. 2 OBJETIVO DE LA UNIDAD: (Aplicar las definiciones de autovalores y autovectores para
Titule de la Unidad: Diagonalizacién: Autovalores la diagonalizacion de matrices, mediante su andlisis y
R ; Eiee S b cdlculo correspondiente.
TEMAS Y SUBTEMAS ESTRATEGIAS 'RECURSOS ACTIVIDADES DE APREND
METORAEOGIAS Enel Aula | Auténomas

1. Mafrices y Operadores
diagenizables
» Introduccion:
Enfoque matricial y
por operadores
lineales,
equivalencia
+ Definiciones
= Polinomie de
Matrices
+ Polinomio
caracteristico,
Tecrema de
Cayley—Hamilton
2. Diagonalizacion,
autovalores y
autovectores
» Autovalores y
autovectores:
Definiciones,
propiedades y
resultados
Calculo de
autovalores y
autovectores
Diagonalizacion de
matrices y de

« En el desarrolio de los
temas de la asignatura
se aplicaran
procedimientos
pedagégicos y
didacticos. tales como:
Clases magistrales con
induccion a una
participacion activa de
los estudiantes.
Talleres grupales, tareas
individuales y
cuestionarios en aulas
virtuales, para reforzar
los temas tratados.
Dada la cbjetividad
propla del curso son
requeridos varios
metodos de ensefianza,
entre los cuales
destacan: el deductivo,
inductivo, comparativo,
simbélice y el intuitivo.

+ Computadora

+ Silabo

« Internet

+ Aula Virtual

« Bibliografia basica y
complementaria

+ Libro « Trabajos
= Lluvia de ideas + Investigacion
« Resolucion analitica de + Tarea

problemas y/o ejercicios.

operadores linsales:
Resultados
3. Diagonalizacion de
matrices reales
simétricas y formas
cuadraticas
+ Resultados y
aplicaciones
+ Polinemio minimal
+ Polinomios minimal y
caracteristico de

matrices en blogues

RESULTADOS DE
APRENDIZAJE:

Aplica las definiclones de autovalores y autovectores en la diagonalizacién de matrices, para su andlisis y cilculo
|correspondiente con exactitud y precision.




ANEXO I: PLANIFICACION PERIODO OCTUBRE 2023 - MARZO 2024

v Planificacion parte 1.

Nombre de la institucion:

ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DE CHIMBORAZO

Nombre del Docente:

Maria José Mendoza Salazar | Fecha:

7 enero 2024

Celular: 09718 1436

Area: Matematica Grado/Curso: Cuarto Semestre Afo lectivo: Octubre 2023 — Marzo
2024

Asignatura: Algebra Lineal | Tiempo: | 2h

Unidad didactica:

Diagonalizacion: Valores y vectores propios.

Objetivo de la unidad:

Aplicar las definiciones de valores y vectores propios de las matrices asociadas a las transformaciones
lineales, para su andlisis y cdlculo correspondiente.

¢Qué van a aprender?

éComo van a aprender? éConquesevaa

¢Qué y como evaluar?

=z Polinomio caracteristico.
= (Calculo de valores y vectores propios.

= Interpretacion de resultados.

1.2. Prerrequisitos
- Algebra Lineal: operaciones con matrices,
calculo del determinante, matriz identidad y
la inversa de una matriz. =

« Sistema de ecuaciones lineales: Saber
resolver sistemas de ecuaciones lineales.

2 Transformaciones Lineales: Saber que es
una transformacion y como se representa
con matrices

# Polinomios: Saber cémo resolver
ecuaciones polindmicas

1.3. Conocimientos previos

Problemas e
ejercicios
Discusidn en
clase

Hallar los valores propios de
las matrices.

Desarrollar el polinomio
caracteristico, encontrar los
vectores propios.

DESTREZAS CON CRITERIOS DE ACTIVIDADES DE APRENDIZAIE aprender? EVALUACION
DESEMPERNO (Estrategias Metodologicas) RECURSOS Indicadores de logro Técnicas e instrumentos
de Evaluacidn
ACTIVIDADES INICIALES = Texto Técnica:
Indagar y explorar: 1.1Motivacién = Computador = Determinar la base del Prueba
=z Definiciones de wvalores propios, | = Observa’r_ el video motivacional sobre las | = Celular N espacio vectorial y Instrulmentlo:
vectores propios y sus propiedades. matematicas. < Pantalla digital representar los vectores. Cuestionario
" P . - https://www.youtube.com/watch?v=JaM - . . Tarea asincrona
=z Definicion de matriz asociada en una OKitG.m = PDFsobreel 2 Encontrar la matriz asociada.
transformacion lineal. 0kjtG-mQ tema
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Responder las siguientes preguntas:

= ¢Qué entiende por valores y vectores
propios  en el contexto de las
transformaciones lineales?

& ¢Cual es la relacion entre los valores vy
vectores propios?

= ¢dQué es la matriz asociada a una
transformacion lineal?

1.4, Presentacion del tema y objetivo de la

clase.

« Valores propios — vectores propios

< Dar a conocer de qué manera los conceptos
de valores propios — vectores propios,
parten a través de las Transformaciones
Lineales.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE O DESARROLLO

2.1. Etapa concreta

& Reconocer, que un endomorfismo es un
monomorfismo (o una transformacion) de
un objeto matematico asi mismo.

& lIdentificar, que cualquier transformacion
lineal de un espacio vectorial a si mismo es
un endomorfismo.

& Determinar la base del espacio vectorial y
representar los vectores

& Desarrollado el polinomio caracteristico y
darle la solucion se identificar sus raices,
para proceder a calcular el vector propio de
cada raiz y resolver el sistema siguiente
(A—Ix)x=0

& Seaelendomorfismo T:R2 — R? y definido
por T(a,b) = (4a + 3b),(3a — 4b), hallar
la matriz asociadaa T con respecto a la base
candnica R® vy determinar los valores y
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vectores propios.

3. ACTIVIDADES FINALES O DE CIERRE
3.1. Etapa de consolidacion

= Ingresar al siguiente enlace:
& https://cided.info/moodle/course/modedit
phpupdate=4304& return=0&sr=0, donde

habra una tarea asincrona.
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ANEXO K: GUIA PARA EL DESARROLLO DE LA DESCOMPOSICION GENETICA CON
LA TEORIA APOE EN ALGEBRA LINEAL: VALORES Y VECTORES PROPIOS DE LAS
MATRICES ASOCIADAS A LAS TRANSFORMACIONES LINEALES
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Prologo

En este viaje de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, la teorfa APOE llega
para describir la manera como se construye el conocimiento matematico, a través de la
descomposicién genética. Imaginemos un lienzo matematico donde los vectores propios

son los pinceles y los valores propios son los colores.

Cada vector propio sefiala una direccién, mientras que los valores propios nos cuentan
cuanto se estira o comprime el espacio bajo la influencia de una matriz. Los vectores
propios, como guardianes de la direccién, nos guian hacia los puntos cardinales del
conocimiento. Son los compafieros inseparables de los valores propios, y juntos revelan

los secretos de las transformaciones.

Si te preguntas como los objetos matematicos se transforman en el espacio, los vectores
propios y valores propios son la respuesta. Asi, en este viaje, descompondremos la teoria
APOE en sus elementos fundamentales. Exploraremos cémo los procesos de accién y

esquema se entrelazan en la construccién de estructuras cognitivas.



Introduccion

La naturaleza abstracta del Algebra Lineal y la necesidad de abstracciéon en la
formalizacién de sus conceptos y lenguaje, han planteado desafios significativos para
los estudiantes en la comprensién de conceptos como las Transformaciones Lineales.
Por lo tanto, es imperativo buscar enfoques especificos que faciliten a los estudiantes
la comprensioén de los conceptos a través de experiencias enriquecedoras, sin eludir el

nivel de abstraccién necesario para profundizar en ellos.

La motivaciéon para implementar la teoria APOE surge de su enfoque central: la
Descomposicién Genética. Este modelo cognitivo se aplica para facilitar la comprensioén
de conceptos abstractos de la matemética como: Los Eigenvalores y Eigenvectores de
las matrices asociadas a las Transformaciones Lineales. La teoria APOE, por lo tanto,
proporciona una base solida para explorar y entender estos conceptos matemaéticos
esenciales. En el &mbito del Algebra Lineal, los Eigenvalores - Eigenvectores son
conceptos fundamentales que tienen aplicaciones en diversas disciplinas, desde la fisica

hasta la ingenieria y las ciencias de la computacion.

La Descomposicién Genética proporciona un marco para desglosar estos conceptos
complejos en componentes mds manejables, facilitando asi su comprension. A través
de este proceso, se espera que los estudiantes puedan construir su propio conocimiento

matematico, permitiéndoles entender y aplicar estos conceptos en contextos practicos.

En este trabajo, se adoptard un lenguaje formal para el desarrollo y la comprensién
de los “Eigenvalores - Eigenvectores de las Matrices Asociadas a las Transformaciones

Lineales”, por medio de una descomposiciéon genética. A través, de este enfoque, se
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espera que los lectores adquieran una comprensién mas profunda de estos conceptos y

su aplicacion en diversos campos.




Modulo 1

Espacios Vectoriales

Objetivo

Una vez que los estudiantes concluyan este médulo, habrén recordado los conceptos
fundamentales que forman la base de la teoria de espacios y subespacios vectoriales.
Estos conceptos, que son un componente esencial del Algebra Lineal y seran

indispensables para los estudios avanzados de las transformaciones lineales.

Este modulo brindara a los lectores una comprension esencial del tema, presentando
demostraciones, definiciones, teoremas y ejemplos. Esta s6lida base, es crucial para
un estudio en profundidad de este campo y entender las Transformaciones Lineales,
donde se examinardn como trabajan con los valores y vectores propios de las matrices
asociadas a dichas transformaciones. Un tema que serd el foco de la investigacién y que se
investigard mds detalladamente en el médulo 2, para la adaptacién de la descomposicion
genética que se va a impartir al 412 semestre de la carrera de matematica de la ESPOCH.

A continuacién los temas que serdn necesarios:
1.1 Vectores y Espacios Vectoriales

1.2 Subespacios vectoriales

1.3 Transformaciones lineales

1.4 Dependencia e Independencia Lineal

1.5 Bases y Cambio de Bases
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2.1 Espacios Vectoriales

Definicién 2.1 (Espacio Vectorial)

Un espacio vectorial V, sobre un campo W y denotado como (V,+, W, .) es una

estructura matematica que consta de un conjunto no vacio V de elementos u

objetos llamados vectores, en el que estdn definidas dos operaciones: la suma de

vectores y la multiplicacién por un escalar, las cuales estdn sujetas a los siguientes

axiomas:

e Suma de vectores

1. Paratodou,v € V:u+v € V (Cerradura bajo la suma)

2. Paratodou,v € V:u+ v = v+ u (Conmutatividad)

3. Paratodo u,v,w € V:u+ (v+w) = (u+v) + w (Asociatividad)

4. Existe el vector e en V tal que paratodou € V : u +e = e+ u = u (Existencia
de elemento neutro)

5. Para todo u € V existe ' € V tal que u +u’ = u' + u = e (Existencia de
elemento inverso)
e Multiplicacién de un vector por un escalar

6. Siu € Vya € K(campo de escalares) : av € V (Cerradura bajo la multiplicacion
por un escalar)

7. Paratodo u,v € Vya € Kun escalar: a(u +v) = au + av

8. Para todo u € V y para todo par de escalares a y fen K : (« + B)u = au + pu

9. Paratodo u € V' y para todo par de escalares a y pen K : a(Bu) = (ap)u

10. Para cada u € V se tiene que 1 - u = u (1 es el elemento neutro en K)

Al sumergirnos en un espacio vectorial, es de suma importancia tener una comprension
y articulacién nitida de sus pilares fundamentales: las dos operaciones inherentes (la
adicion de vectores y la multiplicacion por escalares). En determinadas circunstancias, los
elementos del conjunto V pueden divergir de los vectores tradicionales que se manejan
en fisica. Un vector se caracteriza como un elemento de un espacio vectorial. Por ende,

si los elementos de un espacio vectorial son polinomios, entonces los “vectores” en este

6
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marco son, en realidad, polinomios
A continuacién, se enuncian un conjunto de teoremas y proposiciones que satisface todo

espacio vectorial.

Teorema 2.1 Unicidad del elemento neutro
El vector nulo es tinico en V

Demostracién. Sabemos que en V existe e tal que paratodou:u+e=e+u = u.
Supongamos entonces que existe otro elemento neutro y denotémosle como e;.
Entonces

Ute=e+u=u

luego,

ut+e&k=u+e
si sumamos por el elemento opuesto u’ a esta expresién vemos que:
WHu+tek=u+u+e

e+e&k =ey+ep

e& = ey

Por lo tanto el vector nulo es tinico en V O

Teorema 2.2 Unicidad del elemento opuesto

Para todo u € V el vector opuesto 1’ es tnico en V tal que
u+u =u+u=e

Demostracion.

Supongamos que el elemento u tiene dos inversos #’ y u”. Es decir

luego,
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si sumamos por el elemento opuesto u’ a esta expresion tenemos lo siguiente

W+ (w+u)=u"+(u+u)
u+e=u"+e
!/ 11

u =1u

O]

Proposicién. Muestra alguna de las consecuencias que se deducen a partir de los
teoremas de la unicidad del vector (nulo y opuesto) y de los axiomas que definen un
espacio vectorial.

Sea V un espacio vectorial, entonces para todo vector u € V y para todo escalar « se

cumple las siguientes propiedades:
1. a0=0
2. 0u=0
3. Siau = 0 entonces & = 0 o u = 0 0 ambos son iguales a cero.
4. (-Du=—u
Ejemplos de espacios vectoriales

Ejemplo 1.
El conjunto de polinomios IP,, de grado menor o igual a 1 con coeficientes reales es un

espacio vectorial.

Demostracion.
Mostremos que la estructura (P, +, -, &) es un espacio vectorial. Los polinomios del

conjunto P, son de la forma:
P(x) =ag+a1x + x>+ -+ a,x”

donde la variable x y cada coeficiente 4; son ntimeros reales. Recordemos que el grado

de un polinomio P(x) es el mayor exponente al que se encuentra elevada la variable x

8
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con coeficiente distinto de cero.

Sean P(x),Q(x),R(x) € P, y sea a, B escalares, donde los polinomios son de la forma:
P(x)=ap+ax+ -+, x"

Q(x) =bg +bix+ -+ byx"
R(x)=co+cix+ - +cux"

con a;, b; y ¢; nameros reales (i = 1,2,...,n), entonces:

1. La cerradura bajo la suma de vectores, en este caso de polinomios.

Sean P(x), Q(x) € IP,, entonces:

P(x)+Q(x) = (ap+mx+ -+, x") + (bo+ bix + - - + byx")
=ao+bo+ (a1 +b1)x+ -+ (an + by)x"

Como podemos observar, la suma es otro polinomio de grado menor o igual a #; es

decir, un polinomio de V, por lo tanto, la suma es cerrada y se cumple el axioma 1.

2. Conmutatividad:

P(x) + Q(x) = (a0 + bo) + (a1 + b1)x + (a2 + ba) x> + - - - + (an + by) "
= (bo+ag) + (by +ay)x + (b + a)x> + - - - + (by + a,)x"
= (bo 4+ byx + bpx® + - - + bux™) + (g + arx + ax® + - -+, 1)
= Q(x) + P(x)

3. Asociatividad

[P(x) + Q(x)] + R(x) = [(a0 + bo) + - - - + (an + bu)x"] + (co+ - - - + cux”)
= (ao+bo+co)+ -+ (an+ by +c,)x"
= (ag+ -+ +nx") +[(bo +co) + ... (bn + cn)x"]
= (ao+ - +nx")+[(bo+ - +bux") +co+ -+ cnx"]

= P(x) + [Q(x) + R(x)]
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4. El elemento neutro para este espacio es el polinomio cero de IP;, de la forma: 0 =

0+ 0x + 0x? + - - - + 0x™, entonces

P(x) +0 = (ag+a1x + - - - +anx™) + (0 + 0x + - - - 4+ 0x")
= (ap+0)+ (a1 +0)x + - - - + (a, + 0)x"
= P(x)

5. Para todo P(x) € P, existe —P(x) € IP, tal que P(x) + (—P(x)) =0

P(x) 4+ (=P(x)) = (ag + a1x + - -+, x") + (—ap — a1x — - - - — a,x"))
= (ag+ (—a—0)) + (a1 4+ (—a))x + - - - + (ay + (—a,))x"

=040x4+0x>+---4+0x"=0

6. La multiplicaciéon de un polinomio por un escalar & produce otro polinomio del

mismo grado

aP(x) = a(ag + arx + apx® + - - -+, x")

= aag + aayx + aapx> + -+ aa,x"

tal como lo establece el axioma 6.

7. Sean P(x), Q(x) € P, y a« un escalar, entonces: «(P(x) + Q(x)) = aP(x) + aQ(x).

a(P(x)+ Q(x)) = a((ao +bo) + (a1 +b1)x + - - - + (an + by)x")
=wa(ag+bo) +a(ay +by)x+ - +a(a, +bp)x"
= (wag + aby) + (aa; + aby)x + - - - + (aa, + ab,)x"
= aay + abg + aa;x + abyx + - - - + axa,x" + ab,x"
= (aap +aayx + - - - + aa,x") + (abo + aby + ... abyx™)
=a(ap+ax+ - +apx") +a(bo +brx+ -+ byx")

=aP(x) +aQ(x)

10
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8. Sea P(x) € P, y a, B dos escalares, entonces: (« + B)P(x) = aP(x) + BP(x).

(« +B)P(x) = (a+B)(ap +arx + - - - + apx")

=(a+pB)ag+ (a+ B)mx+ -+ (a + B)ayx"
= aap + Bag + aarx + aarx + - -+ xd, g0y g, xn
=a(ag+mx—+ - +apx")+ Bag +ar1x + - - + a,x")
= aP(x) + BP(x)

9. Sea P(x) € P, y a, B dos escalares, entonces: a(BP(x)) = (ap)P(x).

a(BP(x)) = a(B(ap + arx + - - - +a,x"))
= a(Bag + Parix + - - - + Ba,x")
= afag + afarx + - - -+ afayx”
= (aB) (a0 + mx + - - - + a,x")

= («B)P(x)

10. Para cada P(x) € P, se tiene que 1 - P(x) = P

1-P(x) =1(ap+a1x+-- -+ a,x") = P(x)

Por lo tanto, el conjunto de polinomios IP;, es un espacio vectorial.

2.2 Subespacios Vectoriales

A menudo, nos encontramos con un conjunto especifico F que consta de elementos de un
espacio vectorial V. Si este subconjunto F, bajo las operaciones de suma y multiplicacién
por un escalar, cumple con los 10 axiomas de un espacio vectorial, entonces F también se

considera un espacio vectorial. En tal caso, nos referimos a F como un subespacio de V.

11
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Definicién 2.2 (Subespacio Vectorial)

Sean (V,+,F,.) un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio del conjunto
V. Si S es un espacio vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacién por
escalar definidas en V, entonces se dice que S es un subespacio vectorial de V
Observaciéon. Un subconjunto no vacio S de un espacio vectorial V es un
subespacio de V si se cumplen las siguientes propiedades:

1. Elvector 0 € S

2. Sia,be S, entoncesa+beS

3. Sia € S, entonces aa € S para todo escalar «

Observemos que las propiedades 1),2),3) de un subespacio vectorial se alinean con
los axiomas 1, 4, 6 del espacio vectorial V. Esta correspondencia es suficiente para inferir
o establecer que la estructura (F,+, -, «) preserva la estructura del espacio vectorial
(V,+,-,a). En otras palabras, F hereda los demds axiomas, completando asi los diez

axiomas necesarios.
Ejemplo 2. Subespacios vectoriales triviales:
e Un espacio vectorial es un subespacio en si mismo.

e El conjunto que consta tinicamente del vector nulo en F es un subespacio vectorial de

V, llamado subespacio cero o subespacio trivial.

Ejemplo 3. Sea V una matriz de orden dos definidas de la siguiente manera V = My
donde 4, b, ¢, d son niimeros reales. Mostrar que la estructura (F,+,-,a) donde F esta

definida como:

0 a
F=( A= ;0 € R
—a 0

es un subespacio vectorial de V.

Demostracion.
Lo primero que se debe hacer es garantizar que el conjunto F es un subconjunto de la

matriz My, y esto se cumple, ya que el conjunto de las matrices de F es de orden dos.
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Sea A, B € F y a un escalar, donde:

0 a 0 b
A= cona € R y B = conb e R
—a 0 -b 0
a. La matriz cero estd en F ,ya que a € R, si a = 0 forma una matriz de ceros de orden

dos.

b. Sea A,B € F,veamossi A+ B € F.
a 0 b 0 a+b 0 a+b

0
A+B= + = = €F
—a 0 ~b 0 —a—b 0 —(a+b) 0

c. Sea w un escalar y A € F, entonces aA € F cona € R.

0 a 0 aa 0 oaa
aA =ua = = €F
—a 0 a(—a) O —aa 0
Por lo tanto F es un subespacio vectorial de V. O

2.3 Transformaciones Lineales
Definicién 2.3
Sean V, W dos espacios vectoriales reales y T una funcién de V en W. Se dice que
T es una transformacion lineal si se cumple con las siguientes condiciones:
1. T(u+v) =T(u)+ T(v) Yu,v eV
2. T(au) =aT(u) Yu e V,Va € R

En ciertos textos, se puede referir a una transformacién lineal como una aplicacién
lineal o un operador lineal. Esta se describe de la siguiente manera: T : V — W, donde
para cada vector v (conocido como el espacio de salida), se asigha un tinico elemento
T(v) en el espacio vectorial W (conocido como el espacio de llegada). Dado que una
transformacion lineal es una funcién, su dominio es el espacio vectorial V' y su codominio
es el espacio vectorial W. Las dos condiciones que caracterizan a una transformacién

lineal y se consolidan en la siguiente expresion:

T(au + Bv) = aT(u) + BT(v)

13
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A continuacién, se presentaran algunas propiedades fundamentales relacionadas con

la transformacion lineal.

Propiedades. Sean V' y W dos espacios vectoriales, si T : V. — W es una transformacion

lineal, entonces:

1. La imagen del vector nulo 0, € V, es el vector nulo 0,, de W

T(0,) = 0y

2. Laimagen del vector opuesto v’ € V es igual al opuesto de la imagen de v:

Veamos a continuacion el siguiente teorema de transformacion lineal, la cual esta

relacionada con los subespacios vectoriales.

Teorema 2.3
Sea V' y W dos espacios vectoriales. Si T : V — W es una transformacion lineal,

entonces
1. Si S es un subespacio de V, entonces T(S) es un subespacio de W.

2. Si S es un subespacio de W, entonces T~!(W) es un subespacio de V.

Demostracion.

1. Consideremos T(S) = {w € W : Jv € S,T(v) = w}, probemos las tres
propiedades del subespacio vectorial.
a) E10, € T(S) puesto que T(0,) = 0, y 0, € S.

b) Sea wy, wp € T(S), entonces existe u1,uy € S, tales que
T(ul) = w1 y T(I/lz) = Wy
luego, sumando w; y w, obtenemos lo siguiente

w1+ wy = T(ul) + T(uz)

=T(u; +uy) € T(S) estoyaqueu; +up € S

14
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c) Sean € Ry w € T(S), entonces existe u € S tal que T(u) = w. Entonces
aw = aT(u) = T(au) € T(S) yaque au € S.
Por lo tanto, T(S) es un subespacio vectorial de W

2. Sea S un subespacio de W y consideremos
TS)={uecV:T(u)cS}

a) 0, € T~1(S) puesto que T(0,) =04 € S

b) Sean uy,uy € T~1(S) entonces T(u1), T(uz) € Sy por lo tanto T(uy + up) =
T(uq1) + T(uz) € S, luego uy + us € T~1(S).

c) Seaa € R, u € T~ !(S) entonces T(u) € Sy en consecuencia T(au) =
aT(u) € S, luego au € T~1(S)

Por lo tanto, T~!(W) es un subespacio de V.

Las transformaciones lineales son funciones que mantienen las combinaciones lineales.
Estas se caracterizan por tener tanto su dominio como su codominio en el espacio de las
matrices. La definicién que sigue aborda los componentes fundamentales asociados a

estas funciones particulares.

Definicion 2.4 Matriz asociada a la transformacién lineal
Sea T : V — W una transformacién lineal entonces la matriz A de orden m X n es

la matriz asociada a la transformacién lineal si y sélo si

01 01

(%) (%]
A =T

On [47]

El espacio vectorial de origen V posee una dimensioén dim(V) = n, mientras que

15
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el espacio vectorial de destino W tiene una dimensién dim(W) = m. Por lo tanto, la
matriz A asociada a la transformacién lineal tiene un orden de m x n. Esta definicion
implica que existe una matriz A de m X n, que no necesariamente es cuadrada, tal que
la multiplicacién de esta matriz por un elemento v de V es equivalente a aplicar la
transformacion lineal T a dicho elemento v del dominio, es decir, T(x). Ademaés, dos
conceptos clave en el contexto de las transformaciones lineales son el rango y el nticleo
de una transformacién lineal. Estos conceptos juegan un papel crucial en la comprension

de la estructura y las propiedades de las transformaciones lineales.

Definicién 2.5 (Rango de una transformacién lineal)

Dada la transformacién lineal T : V' — W se define rango de T como:
Rango(T) ={w e W:3v e VyT(v) =w}
El rango de una transformacion lineal se define como un subconjunto del espacio
de destino, que incluye todos los puntos a los que se puede llegar aplicando la

transformacién a algin elemento del espacio de origen. En términos mds sencillos,

el rango comprende todas las imdgenes resultantes de la transformacién lineal.

Rango(T) = Img(T)

Teorema 2.4
El rango de una transformacién lineal es un subespacio de W.
Demostracién. Debemos probar las tres propiedades que definen al subespacio
vectorial.
1. El vector 0y, estd en Img(T), ya que existe 0, € V tal que T(0,) = Oq.
2. Siwy, wy € Img(T) entonces wy + wyp € Img(T)
Siw; € Img(T) entonces existe v1 € V tal que T(v1) = w

Siw, € Img(T) entonces existe v, € V tal que T(v2) = w;
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Si sumamos w; y w, obtenemos lo siguiente:
T(v1) + T(v2) = wy + ws
y como T es una transformacion lineal entonces
T(v1 4+ v2) = wy +wy € Img(T)
3. Siw € Img(T), entonces aw € Img(T)

T(av) = aT(v) = aw € Img(T)

Definicién 2.6
Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sea T una transformacion

lineal de V. — W, se define ntcleo de T como:

Nuc(T) ={v e V:t(v) =04}

Teorema 2.5

El ntcleo de una transformacién lineal es un subespacio de V

Demostracién. Debemos probar las tres propiedades que definen al subespacio

vectorial.

1. Elvector 0 € Nuc(T) ya que T(0,) = Oy.

2. Siv, v € Nuc(T) entonces v1,v2 € Nuc(T)
Siv; € Nuc(T) y vp € Nuc(T) entonces por definicion de Nuc(T) tenemos
que:
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Entonces, sumando estas verdades obtenemos lo siguiente:
T(v1) + T(v2) = 0y
como T es una transformacion lineal, entonces
T(v1 + v2) = 0y

3. Siv € Nuc(T), entonces av € Nuc(T) para todo escalar o

T(av) = aT(v) = a0y = 0y

Por lo tanto, la matriz asociada a la transformacion lineal tiene dimensiones m X n.
Su rango, que es igual al nimero de filas y/o columnas linealmente independientes,

coincide con la dimensién del espacio de destino..
v Ejemplos de transformacidn lineal
Ejemplo 4. Sea T : V — R definida por T(ag + a1x + a2x?) = ag + a1 + a2, donde:
V = {P(x) : P(x) = ag + a1x + axx?,a; € R, gra(P(x)) < 2}
v'Demostrar que T es una transformacién lineal.

Demostracion.
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1. Sea P(x), Q(x) € V, entonces: T(P(X) + Q(x)) = T(P(X)) + T(Q(x)).

T(P(X) + Q(x)) = T[(ag + a1x + axx?) + (b + byx + byx?)]
= T(ap + bo + (a1 + by)x + (az + by)x?)
= (a0 +bo) + (a1 + b1) + (a2 + b2)
=ag+by+a+b+ax+b
= (ap+ a1+ a2) + (bo + by + b2)
= T(ap+ mx + azxZ) + T(bo + b1x + bzxZ)
=T(P(x)) + T(Q(x))

2. Para todo P(x) € V y para todo escalar « € R, entonces: T(aP(x)) = aT(P(x))

T(aP(x)) = T(a(ag + arx + ax?))
= T(aap + aayx + warx?)
= aag + aay + aap

=w(ag+ a1 +az) = aT(P(x))

Por lo tanto, T es una transformacion lineal. O

Ejemplo 5. Determinar si la transformaciéon dada de IP; en IP; es una transformacién

lineal.

T:P, = Py

1. Sea los polinomios:

P(x) = ap + aix + arx?

Q(X) =by+bix + b2x2
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entonces:

T(P(x) + Q(X)) = T(ag + by + (a1 + b1)x + (a1 + by)x?)
= (ap + bo) + (a1x + byx)
=ay+ by + a1x + b1x
= (ap + a1x) + (bo + b1x)
= T(ag + ayx + axx?) + T(bg + byx + bpx?)

= T(P(x) + T(Q(X))
2. T(xP(x) = aT(P(x))

T(aP(x)) = T(a(ag + a1x + a»x?))
= T(nag + xayx + aarx?))
= qdg + a1 x

=w(ap +ax) = aT(P(x))

Por lo tanto, T es una transformacion lineal.

2.4 Dependencia e Independencia Lineal

Definicién 2.7 (Combinacién lineal)
Un vector v € V es combinacién lineal de los vectores vq,v,,...,v, si existen

escalares aq, a2, ..., &, tales que
U= N101 + &0 +....+ &,0y

donde a1, a5y, ..., a, son escalares.

A los escalares de la combinacién lineal también se le conoce como los coeficientes de
la combinacién lineal. Esto es uno de los conceptos que esta estrechamente relacionada a

la dependencia e independencia lineal.

20



2.4. Dependencia e Independencia Lineal

Definicién 2.8 (Dependencia e independencia lineal)

Un conjunto de vectores vy, v, .....v, de un espacio vectorial V se dice que es
linealmente dependiente si existe escalares a1, ay, ..., &, no todos iguales a cero
tales que

2101 + a0y + - - - + v, =0

Si el conjunto de vectores no es linealmente dependiente, entonces es linealmente

independiente.

En otras palabras se dice que el conjunto de vectores son linealmente dependientes
si existe una combinacion lineal de ellos que es igual al vector cero, sin que todos los
coeficientes de la combinacién lineal sean cero, y decir que el conjunto de vectores es
linealmente independiente, es cuando los coeficientes a1, a», ..., &, de esta combinacién

son todos iguales a cero.

El siguiente teorema me permite verificar la dependencia lineal de dos vectores de un

espacio vectorial.

Teorema 2.6
Dos vectores v; y v de un espacio vectorial V son linealmente dependiente si 'y

solo si uno de ellos es multiplo escalar de otro.

Demostracién. == Si v1, v, son linealmente dependiente, entonces av; = av;.
Como vy, v son linealmente independiente, entonces existen escalares a1, ax donde

alguno de ellos es distinto de cero, tales que se cumple
a1 + apvr =0 (2.1)

e Siw # 0 entonces dividiendo entre «; se tiene que

4] 1%}
—01+ —0v,=0
o1 o1
1%}
1+ —v,=0
X1
X2
1 = —;'02
1
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Esto me indica que el vector v; es un multiplo escalar de v;.
e Sia; = 0 entonces ay # 0 esto por dependencia lineal, si reemplazamos en
Ecuacion: 2.1 obtenemos lo siguiente
w101 + a0y =0
0(v1) + apvy =0
N2Vp = 0

<= Si av; = vy para a # 0, entonces av; + v2 = 0, por lo tanto, v, es multiplo

escalar de vy. O

Ejemplos de dependencia e independencia lineal

Ejemplo 6. Sean S un subconjunto del espacio vectorial IR® definida como:

2\ (1 0
S5=413]]|0 3
1) \1) \—1

Determinar si S es un conjunto de vectores linealmente dependientes o linealmente

independientes.

Solucién. Determinar si la combinacién lineal trivial se satisface para escalares todos

iguales a cero, o no.

2 1 0 0
a1 [ 3] +ax] 0| +tas] 3 | =10
1 1 -1 0

Esto nos lleva a resolver el siguiente sistema de ecuacién homogénea
20(1 + ap + 0=0
301 +04+30a3 =0

o1 +oay—ou3 =0
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Si escribimos este sistema de ecuaciéon como una matriz aumentada y reduciendo por

filas, se obtendré lo siguiente:

2 1 00 2 1 00 2 1 00
30 3|0 |Rh=R-FAh|1 -1 3|0 |kh=Eh-FE|0 -2 4|0
11 —-11]0 1 1 —-110 1 1 —-110
1 0 110 1 0 1]0 1 0 1]0
0 -2 410 |B=EB-HK| 0 -2 410 |B=2B+K| 0 -2 4|0
1 1 —-1|0 0 1 =210 0 0 0|0

Entonces, la matriz reducida presenta la siguiente ecuacion:

a1 +a3 =0
—20p + 403 =0
Si tomamos como a3 = 1 entonces ap = 2y a; = —1 lo cual verifica que:
2 1 0 0
A3 +2jo|+1] 3 | =]0
1 1 -1 0

Por lo tanto, S es un conjunto de vectores linealmente dependientes.

2.5 Bases

Una de las definiciones muy importantes del dlgebra en general, sobre todo cuando se

hable de bases, es el conjunto generador.

Definicion 2.9 (Conjunto generador)

Sea S un subconjunto de un espacio vectorial V. Se dice que S = {uy,uy, ..., u,}
genera a V, si todo vector de V se puede expresar como combinacién lineal de

Uy, U, ..., Uy

Cuando un conjunto de vectores es linealmente independiente y tiene la capacidad de

generar todos los vectores dentro de un espacio vectorial, se le denomina una base.
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Definicién 2.10 (Base de un espacio vectorial)

Un conjunto finito de vectores B = {bj, ..., b, } es una base para un espacio vectorial

Y. Yos vectores de B son linealmente independientes

2. El subespacio generado por B coincide con V, esto es V = Gen{by, ..., b, }

Propiedades. 1. Una base de S es un sistema generador minimal de S (lo més pequefio

posible).
2. Ademas es un conjunto independiente maximal dentro de S (lo més grande posible).

3. Una base de S permite expresar todos los vectores de S como combinacién lineal de

sus vectores, y esta combinacién es tnica.

Ejemplo 7. Mostrar que los vectores v; = (1, —3) y v = (—1,2) forman una base de R?.

Solucién. Se debe probar los siguientes casos:

1. Los vectores v1, v; generan a R2:
Primero, resolvemos la ecuacién vectorial v = avy + Bovp, con v = (x,y).

Entonces,

(vy) =a(l, =3)+B() - 1,2 = (xy) = (« — B, —3a +2p)

obteniendo un sistema de ecuaciones lineales cuyas incégnitas son los escalares:

n—p=x
«, B P
—3a+2=y
La solucién del sistema es: = —3x —yy a = —2x — y, luego:

(v,y) = (=2x, —y)(1, =3) + (=3x, —y)(-1,2)

Entonces, todo vector (x,y) de IR? es combinacién lineal de los vectores v; = (1, —3)

yvz = (—1,2).
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2. Los vectores v; y v2 son linealmente independientes:
Segundo, Para demostrar la independencia lineal de los vectores v; y v, se busca
las soluciones de « y B de la ecuacién vectorial av; + Bv, = (0,0). siguiendo el
procedimiento del primer punto y usandoa = —2x —y, f = —3x —y parax = 0,
y = 0 se obtiene la solucién tnicaa =0y g = 0.

Asi, el conjunto B = {v;,v,}, genera a R? y es linealmente independiente.
Se concluye, B = {v1,v,} es una base de R?.

Estas definiciones y propiedades de base nos llevan a un nuevo concepto importante.

Definicién 2.11
Al ntimero de vectores de una base de un espacio vectorial V se conoce como la

dimensién de V.

Es decir, si B = {v1,v2,...,v10} es una base del espacio vectorial V, entonces la
dimensién de V es 10 la cual estd denotada como dim (V) = 10. Ahora, un espacio es
de dimensién infinita si no existe una base de V formada por un conjunto finito de

vectores.

Teorema 2.7
SivceVyB= {v1,v3,...,v,} una base para V entonces existe un tinico conjunto

de escalares a1, ay, . .., &, tales que v = a0 + a0y + - - - + 2,y

Demostracion. Como B es una base de V entonces por definicién de base B =
{v1,v2,...,vs} genera a V, ahora supongamos que el vector v se puede escribir de

dos maneras como una combinacién lineal, es decir;
U = q101 + Q202 + - -+ + &40y = P11 + P22 + - + Py
Si restamos esta expresion obtenemos lo siguiente

X101 + &U2 + - - - + Uy — B101 + B2v2+ -+ Brvy =0 22)

(a1 — B1)v1 + (02 — B2)va+ -+ - + (an — Pn0)vn =0
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pero como B = {v1,vy,...,v,} es una base entonces cada v; son linealmente

independientes, esto implica que todos los escalares son iguales a cero, es decir

(@1 —=P1)=(a2—B2)=--=(an—PBn) =0

Asiag = B1, a2 = B2, ...a, = By. Porlo tanto, existe un tinico conjunto de escalares

que cumple v = w101 + a2v2 + - - - + X, Vy. O

Un espacio vectorial tiene multiples bases, las cuales contienen el mismo ntimero
de vectores. Por ejemplo, tres vectores cualesquiera linealmente independientes en IR
forman una base de este espacio. Pero dos vectores de R® linealmente independientes no
pueden formar una base para este espacio, ya que el espacio generado por estos vectores,
es un plano y un plano no es todo IR3. De manera similar, un conjunto de cuatro vectores
o mas en R no puede ser linealmente independiente, pues si los tres primeros vectores
en el conjunto son linealmente independientes, entonces forman una base; por lo tanto,
todos los demads vectores en el conjunto se pueden expresar como una combinacién
lineal de los primeros tres. Entonces, todas las bases en R? contienen tres vectores [GO8].
Esta idea la podemos generalizar a un espacio vectorial cualquiera. Veamos el siguiente

teorema:

Teorema 2.8
Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en un espacio

vectorial V de dimensién n constituyen una base para V.

Demostracion. Sea B = {v1,0y,...,v,} un conjunto de n vectores linealmente
independientes de un espacio vectorial V. Si el conjunto B genera a V entonces B
es una base de para V. Si pasa lo contrario, es decir; si B no genera a V entonces
existe un vector v; € V tal que v; # gen{v1,va,..., s }.

Como los vectores de B son linealmente independientes, entonces se cumple que:

w101 + a0 + -+ a0, =0
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con escalares todos iguales a cero. Si #; # 0 entonces al vector v; la podemos

escribir como combinacién lineal de los vectores de B, es decir;

a;v; = (—a1)o1 + (—a2)v2 + - + (—an)on
14 4
o= (=)ot (= )ea ke (= =

todos los coeficientes de la combinacién lineal de v; son iguales a cero, esto muestra

que v; € gen{vy,vy,...,v,} la cual es una contradiccion. O

Una nota importante de este teorema es que no s6lo muestra que v; se puede escribir
como una combinacién lineal de los vectores linealmente independientes, vy, v, ..., vy,
sino también que esto se puede lograr de una sola manera, ya que el conjunto de escalares
de cada combinacién es tnico [GO8]. El siguiente teorema nos muestra que para todos

los espacios vectoriales todas las bases contienen el mismo nimero de vectores.

Teorema 2.9
Si A= ujuy...,uy y B=101,0...,0,4 son bases en un espacio vectorial V,

entonces n = m; es decir, dos bases cualesquiera de un espacio vectorial V tienen

el mismo numero de vectores.

La prueba de este teorema la podemos encontrar en [G08]. El teorema 2.6, mencionaba
que cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en R” genera a IR". El
siguiente teorema hace relacién entre la independencia lineal y el conjunto generador en

R" que se mencion6 anteriormente.
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Ejemplo 8. En R" se puede definir los vectores canénicos

e = (1,0,0,...,0)
ey = (0,1,0,...,0)

es = (0,0,1,...,0) (2.3)

ey = (0,0,0,...,1)

Como se puede observar que los vectores ¢; son las filas de una matriz, aunque
también se puede considerar como columnas de una matriz identidad, esta matriz tiene
determinante no nulo, asf el conjunto {ej, e, €3, ...,e, } es linealmente independiente y,

por lo tanto, constituye una base llamada base canénica de IR".

Ejemplo 9. Demuestre que el conjunto de polinomios B = {x? + 1,x — 2,x2 + x} es una

base para el conjunto de polinomios de grado menor o igual que dos (IP»).

Demostracion.

Debemos mostrar las dos condiciones que definen una base de un espacio vectorial.

1. Probar que los vectores de B son linealmente independientes es resolver la siguiente

combinacién lineal trivial para los escalares ay, a2, a3 € R.

w1 (2 +2) +ay(x—1) +az(x? +3x) = 0x> +0x +0
Utilizando la propiedad distributiva y asociativa se tiene que:
(1 +a3)x® + (ap + 3a3)x + (2a; — ap) = 0x* + 0x + 0
Luego, a esta combinacién la podemos ver como un sistema de ecuacion.

a1+ 0+ az = 0x?
0+0€2+3IX3:0X

2061—0(2+0:0
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Escribiendo este sistema de ecuacién en la forma de una matriz aumentada y

reduciendo por filas se obtiene

1 0 110 1 0 110 10 1/0
0 130 |fs=f-2A]l0 1 3|0 |fs=f+f2|l01 3]0
2 -1 0|0 0 -1 -21|0 00110

Esta matriz reducida se puede expresar como una ecuacién de la siguiente forma:

x14+0+4+a3=0
04ap+3a3=0
04+0+4+a3=0

El sistema es compatible determinado, tiene una tinica solucién: a; = a, = a3 = 0.

Por tanto, estos polinomios son linealmente independientes.
. Mostrar que B es un conjunto que genera al espacio vectorial V' es resolver la siguiente
combinacién lineal para un vector genérico:

wy(x® +2) +ap(x — 1) +az(x® +3x) = ax® + bx +¢

(a1 + az)x® + (g + 3a3)x + (207 — ap) = ax® + bx +c
Luego, a esta combinacién la podemos ver como un sistema de ecuacién.
a1 +0+a3 = ax?

04 ap 4+ 303 = bx

200 —ap +0=c

Escribiendo este sistema de ecuacién en la forma de una matriz aumentada y

reduciendo por filas se obtiene

1 0 1]ax? 1 01 ax?
0 1 3| bx | Matrizreducida| 0 1 3 bx
2 -1 0| ¢ 0 0 1|—2ax>+bx+c
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Mediante la matriz reducida sabemos que a3 = —2ax* + bx + ¢ con ello al calcular

los valores de a1 y a; obtenemos los siguientes resultados:
— 242
a1 =3ax"—bx—c
ay = 6bax? — 2bx — 3¢
a3 = —2ax> + bx + ¢
Como podemos notar que si existen los valores de ay,ap, a3 tal que si se hace la
combinacién lineal con los vectores de B me da como resultado un vector genérico

de IP;. Por lo tanto B es una base para el conjunto de polinomios de grado menor o igual

a dos. O

2.6 Cambio de Base

Definicién 2.12
Sea (V,+,F,.) un espacio vectorial de dimensién finita. Una base ordenada de V

es una sucesion finita de vectores linealmente independientes que generana V.

Notas.

e Como conjuntos B={v1,vp,v3} y C={v3,v1,7,} son una base ordenada del espacio

vectorial V, pero como bases ordenadas B y C ya no lo son, ya que difieren su orden.
e El conjunto D={ej,ey--- ,e,} es una base ordenada de R".

e En el espacio vectorial IR", los vectores se pueden representarse en vectores filas o

vectores columnas, escribiéndolos de las siguientes maneras:

1 0 0

0 1 0
e = , 62 = ’  €n =

0 0 1
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2.6. Cambio de Base

Definicién 2.13
Sea (V,+, F,.) un espacio vectorial de dimension finita y B={v1,v,,- - - , v, } una

base ordenada de V, entonces cualquier vector v del espacio vectorial queda
relaciona con un elemento de otro conjunto, de manera que uno corresponde
siempre al otro (escalares: a1, a0z, - - -, &y), para los cuales: v = a1v1 + vy + - +
a,v,. Se define el vector de coordenadas de v respecto a la base B, denotado por

[v] B, como el vector columna en F" dado por:

X1

s = |

Ejemplo 10. Sea B = {(1,-3),(1,2)} una base de IR?. ;Cuéles son las coordenadas del

vector v = (1, —5) respecto a la base ordenada B?

Solucién. En el Ejemplo 7, se demostré que B = (1, -3), (—1,2) es una base de R2 y
usando las igualdades que se obtuvieron, donde: p = —3x —yya = —2x —yconx =1

y y = —5, asi obtenemos:
=21 (~5) =+ 2455 a=3
B=-3%1— (-5 — -3+5—p=2

Por lo tanto, se concluye que las coordenadas del vector (1, —5) respecto a la base B es:

[v]p =
2
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Eigenvalores - Eigenvectores

Un endomorfismo es una transformacion lineal T que se aplica a un espacio vectorial
y que devuelve un resultado dentro del mismo espacio. Es decir, T es de la forma:

T:V = V.

Nota. Es como si se tuviera una caja llena de objetos y se aplicara una regla que cambie
la posicién o el estado de los objetos, pero todos los objetos siguen estando dentro de la

caja.

Definicién 2.14 Valores propios y vectores propios

Sean el espacio vectorial (V,+F, ) y un endomorfismo T : V — V. El escalar

A € F es un valor propio de T, si y s6lo si existe un vector no nulo x € V tal que:
T(x) = A(x) (2.4)

Cualquier vector que no sea nulo y cumpla con esta condicién se clasifica como

un vector propio del endomorfismo T, vinculado al valor propio A.

Observacion.
o A los eigenvalores se los llama: valores propios, valores caracteristicos o autovalores.

e De la misma manera, los eigenvectores se los llama: vectores propios, vectores

caracteristicos o autovectores.

Ejemplo 11. Encuentra todos los valores propios reales y los correspondientes vectores
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propios para los siguientes endomorfismos:

1. En P3[IR] (espacio de los polinomios de grado menor o igual que 3, con coeficientes

reales en la variable x) se define la transformacién lineal
F: P3]R| — P3[R}, tal que:
F(a3x3 + apx® +ayxt + a9) = apx® 4+ x> 4 axx' + a3

Demostracion.
Primero se procede a resolver el Ecuacién: 2.1.

Sean A € Ry gq(x) € P3[R],q(x) = azx® + axx? + a;x! + ap, no nulo tales que

Fg(x)) = Aqg(x), luego
Fazx® 4+ apx® + ayxt + ag) = A(asx® + apx® + a;xt + ap)

Aplicando la definicién de F:
apx® 4+ a1 x? 4 axx' + a3 = Aazx® + Aapx® + Aayx! + Aag

Aplicando igualdad de polinomios se obtiene:

ap = )\a3
a1 = Aap
ay = Aal
asz = ALIO

ag = Aaz Naz = Aay = ag = AN 0 = (1—)\2)510 =0
ap=AmpAay=Aa; = a3 = AN1 = (1—A%a; =0
Sil— A% # 0 entonces ag = a1 = ap, = a3 = ag, lo que implica que g(x) seria nulo, pero
no puede ser.

Entonces:

1-A2=0
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Para A = 1 se obtiene ay = a3, &1 = ap, haciendo g = a3 = & y a1 = ap = f se tiene
que los vectores propios asociados a A = 1 son de la forma g(x) = ax® + Bx? + Bx +a,

que se pueden expresar asi:

q(x) = a(x* +1) + B(x +x)

Es decir, los vectores propios asociados a A = 1 se pueden expresar como combinaciéon

lineal de los vectores (polinomios) (x> +1) y (x? + x).

Para A = —1 se obtiene a9p = —a3,a; = —ay , haciendo a3 = a y a, = p se tiene que

a9 = —wa,a; = —f, luego los vectores propios asociados a A = —1 son de la forma:

9(x) = a(x’ = 1) + p(x* — x).

Es decir, los vectores propios asociados a A = —1 y expresar como combinacién lineal

de los vectores (polinomios) (x*> — 1) y (x? — x). O

Teorema 2.10
Sean (V,+F,-) un espacio vectorial. T un endomorfismo de V en V, A un valor

propio de T, S', el conjunto de los vectores propios asociados al valor propio A O el
vector nulo de V, entonces el conjunto S, = S;\ U{O}, es un subespacio vectorial

deV

Demostracion.

Condiciones del teorema de caracterizacién de subespacios
1. Sy € V por ser S, la unién de dos subconjuntos de V.

2. S5) #QO,puesen Vexiste Oy S, = S, U{O}, entonces O € S,.
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3. Sean x,y € S, se debe probar que: (x+y) € S, : Como x,y € S,, entonces puede

suceder que:

e Six=0—=x4+y=0+y=ycS,

e Siy=0—=x+y=x+0=x€S5,

e Six #O Ay # O — x,y, son vectores propios de T asociados a A

- T(x) =AxAT(y) = Ay = T(x)+ T(y) = Ax + Ay
= T(x+y) =Ax+y)
— (x4 y)es un vector propiode Tox +y =0
= (x+y)eSHva+y=0
— (x+y) € Sy, pues S, = S, U{O}
Probando asi, que para todo x,y € S, se tiene que (x +y) € S,
4. Sea un « un escalar, x € S/, se debe probar que ax € S,:
e Sia = 0entonces ax = 0x = {O} € S,
e Six = Oentoncesax = a0 =0 € S,

e Sia #0yx # Oentoncesa #0yc €S

x#A0ANx €S, > a#A0ANT(x) =Ax por definicién de S)
— aT(x) = a(Ax) multiplicando por «
— T(ax) = Aax) pues T es endomorfismo
— ax € S por definicién de S
—ax € S, pues S\ C S,

Al satisfacerse las condiciones del teorema de caracterizacion del subespacio, entonces

(Sp, +, F,-) es un subespacio vectorial de (V,+,F, -).

Observacion.

e Al subespacio S, = {x € V/T(x) = Ax} se le llama espacio propio de T
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2.

correspondiente al valor propio A. Pero si A no es un valor propio, entonces

{x € V/T(x) = Ax} es subespacio, pero no recibe el nombre de espacio propio.

Si (V,+F,-) esun espacio vectorial y T : V — V, un endomorfismo, entonces para
cualquier valor propio A, la igualdad T(x) = Ax equivale a (T — AI)(x) = 0, donde I
es el endomorfismo identidad.

Porlotanto:sy = {x € V/T(x) = Ax} = {x € V/(T — AI)(x) = 0} = N(T — AI);

donde S, es el nucleo de la transformacion lineal (T — AI)

En la Ecuaciéon: 2.1 se tiene que a ser un escalar no nulo y x es un vector propio,

entonces ax es un vector propio.

Si A1y A2 son valores propios distintos de un endomorfismo, entonces los subespacios

propios 5,1y 5,2 solo tienen en comun al vector nulo, es decir, SA1(1 5,2 = {O}

7 Valores y vectores propios de una matriz cuadrada

En esta seccién, nos centraremos en las matrices cuadradas y las transformaciones

lineales correspondientes. Estas transformaciones son de la forma T : F" — F", donde

T(x) = Ax.

Aqui, A es una matriz n X n con elementos en el campo F, y x es un elemento de

F" que se considera como una columna para que la multiplicacién matricial Ax tenga

sentido. Con estas premisas, las matrices pueden ser tratadas de la misma manera que

los endomorfismos.

A continuacién: F = IR o cuél sea la designacién de F.

Definicién 2.15

Sea A una matriz cuadrada de orden n cuyos elementos pertenecen a un cuerpo F,

la cual se simboliza asi: A € M, (F). El escalar A € F es un valor propio de A si
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2.7. Valores y vectores propios de una matriz cuadrada

y s6lo si existe un vector no nulo x € F" tal que:

Ax = Ax

(2.5)

Un vector no nulo x € F" que satisface la Ecuacion: 2.2 se le llama vector propio de la

matriz A asociada al valor propio A.

Ejemplo 12. Los valores propios de la matriz diagonal

Entonces:

Luego:

Sea x = , un vector no nulo en R* tal que Ax = Ax

20 0 O
01 0 O
A=
00 -3 0
00 0 5
X1
X2
X3
X4
20 0 O X1
01 0 O X
2 2
00 -3 0 X3
00 0 5 X4

Entonces: —

,sonA =2,A =14,A3 = -3y Ay =5

(2.2)
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X1

X2
Por lo tanto, cumple si: x; = x, = x3 = x4 = 0, pero #
X3

o o o o

X4

asi, alguna de sus componentes debe ser distinta de cero.

Observacién.
v'Six1 #0,de 2x; = Ax; se tiene que A = 2, resultando xp = x3 = x4 = 0.
Luego para cualquier x; # 0 se cumple Ax = 2x con x no nulo, lo que significa que

A = 2 es un vector propio.

vV'Sixy # 0,de x, = Ax; se tiene que A = 1, el cual se sustituye en las demds ecuaciones

de la Relacién: 2.2, encontrando: x; = x3 = x4 = 0.

Luego para cualquier x, # 0 se cumple Ax = 1x con x no nulo, lo que significa que

A = 2 es un vector propio.

De forma exacta se realiza con A = -3y A = 5, dando como resultados los siguientes

valores propios:

X1 0 0 0
0 X2 0 0
’ 7 y
0 0 X3 0
0 0 0 X4

2.7.1 Ecuacion caracteristica

Definicién 2.16
Sea A una matriz cuadrada de orden 1, A un valor propio de A y x un vector

propio de A asociado a A, entonces se cumple que Ax = Ax, lo cual equivale a:

Ax = Alx,
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2.7. Valores y vectores propios de una matriz cuadrada

donde I es la matriz identidad de orden 7, entonces:

Ax =Alx > Ax—Alx=0— (A—-A)x=0 (2.6)

La Ecuacion: 2.3 y la Ecuacion: 2.5 representa un sistema lineal homogéneo con
n ecuaciones e n incégnitas, expresado en forma matricial. Al resolver este sistema,
obtenemos una solucién que satisface todas las ecuaciones simultdneamente. En otras
palabras, es un conjunto de ecuaciones lineales donde todas las ecuaciones se cumplen

para un mismo conjunto de valores de las incégnitas.

(a11 — )t)x1 +apxy+...+ax, =0

ap1x1 + (a2 — A)xp + ...+ azx, =0
@.7)

[ @n1 X1 +ampxo+ ...+ (A — A)x, =0
Este sistema de ecuaciones tienes las siguientes soluciones:

e Solucién tnica: Solucién trivial, que es x = O, o sea, el vector nulo. Esta solucién

debe descartarse, ya que x debe ser un vector no nulo.

e Infinitas soluciones: Se da cuando el determinante de la matriz (A — AI) es cero,

siendo la tnica opcidn, por lo tanto, la siguiente igualdad es la ecuacién caracteristica:
det(A—AI) =0 (2.8)

Una vez desarrollada la Ecuacion: 2.4 se obtendra un polinomio de grado n en la variable

A, que se llama polinomio caracteristico de la matriz A y se denota por PA, tal que:

P(A) = det(A — Al (2.9)

Observaciéon. Los valores propios de una matriz A son las raices de su polinomio
caracteristico. Por el Teorema Fundamental del Algebra, se sigue que todo polinomio de

grado n con coeficientes complejos tiene exactamente 7 raices posiblemente repetidas,
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y se considera su multiplicidad algebraica. Una matriz A de orden n tiene n valores

propios, los cuales pueden ser complejos o reales, y pueden ser distintos o coincidir.
3 -2

Ejemplo 13. Dada la siguiente matriz A= , encontrar los siguientes items:
-6 2

Demostracion.

1. Polinomio caracteristico:

El polinomio caracteristico es P(A) = det(A — AI).

3 -2 10
P(A) = det —A

-6 2 01

3—A -2 .
P(A) = det efectuando la operacién

—6 2—-A
P(A)=0B83-X)2—A)—12 calculando el determinante
P(A) =6—31—-2A+A2-12 efectuando el producto
P(A)=A2—-51—-6 sumando términos semejantes

Dando como resultado el polinomio caracteristico siguiente: A> — 51 — 6.
2. La ecuacidn caracteristica es:
det(A—AI) =0
Dando como resultado: A> — 51 — 6 = 0

3. Las soluciones de la ecuacién caracteristica son las raices del polinomio caracteristico,
a las que también nos referimos como los valores propios. La ecuacién caracteristica

es:
det(A—AI) =0
Lo cual equivale a: A2—50—6=0

Para resolver la ecuacion cuadrética, usamos la férmula general:

v —b 4+ Vb? — 4ac

2a
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Entonces:
A= 5+./5? —4(—-6) 5++25+24 547 5-7 61
N 2 B 2 22 T
Por lo tanto, los valores propios son: Ay =6y Ay = —1.

. Los vectores propios de una matriz A son las soluciones no triviales del sistema lineal

homogéneo (A — AI)x = 0, donde A es un valor propio de A:
3—-A =2 X 0
-6 2-A X2 0
Se resuelve de manera individual con cada valor propio.
ParaA; =6
3—-6 -2 X 0
-6 2-6/ \x 0
-3 -2 X1 o 0
-6 —4] \x 0
A continuacién se resolvera por el método de eliminacién gaussiana:
-3 -2 |0 -3 -2 |0
fo— fo—2f — —3x1 —2x, =0
-6 —4 10 ) —————~ 0o 0 |0

A continuacion se despeja x1 y se obtiene x; = —%xz

Luego:

por lo tanto, los vectores propios de A asociados al valor propio A; = 6 son los

_2
multiplos no nulos de: ( 3)
1

Para A, = —1
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Resolviendo el sistema lineal:
4 -210 —if 2 -1/0 2 -1|0
fl—Zfl fr— fr+ fi
—6 3|0)fa7fo—3£\ -2 1/l0)—™=\0 0|0

— (2x1 —x2 =0)

A continuacién se despeja x; y se obtiene x, = —2x;
Luego:
X1 1
X = = X1 ’
2.’)(,'1 2

por lo tanto, los vectores propios de A asociados al valor propio A, = 1 son los
1

multiplos no nulos del vector . Observe que en este ejemplo, la matriz A tiene
2

dos valores propios diferentes

M =61 =-1

Si se toma cualquier vector propio asociado a A; = 6; por ejemplo:

-2
01 =
3
Y un vector propio asociado a A, = —1; por ejemplo:
1
U2 = ’
2

con estos vectores se obtiene el conjunto {v1,v2} que es linealmente independiente,
ya que se puede verificar que si una combinacién lineal de ellos es nula, entonces los

escalares son iguales a cero, es decir

av1 + pop =0 — a = B0

Este resultado no es fortuito, en general, se verifica el siguiente teorema:
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Teorema 2.11
Los vectores propios de una matriz asociados a valores propios distintos son

linealmente independientes.

Observaciéon. Es un hecho conocido que cada endomorfismo, definido en un espacio
vectorial de dimension finita, posee una matriz asociada correspondiente a cada base del
espacio vectorial. Por ende, surge la cuestion de si los valores propios del endomorfismo

coinciden con los de su matriz asociada, independientemente de la base seleccionada.

Proposicién. El polinomio caracteristico de un endomorfismo definido en un espacio
vectorial de dimension finita es igual al polinomio caracteristico de la matriz asociada

con respecto a cualquier base del espacio vectorial.

2.7.2 Cilculo de valores y vectores propios de una matriz asociada

Para determinar los valores propios y los vectores propios de una matriz cuadrada A de

orden 7, se sigue el siguiente procedimiento:
1. Encontrar el polinomio caracteristico P(A) = det(A — AI)

2. Resolver la ecuacion caracteristica P(A) = 0, es decir, se hallan las raices del polinomio

caracteristico y son:
a) Todas reales y diferentes
b) Reales y algunas repetidas
c) Complejas, diferentes y algunas repetidas
3. Las raices de P(A) son los valores propios de A

4. Los vectores propios de A asociados a cada valor propio A se encuentran resolviendo
el sistema lineal homogéneo (A — AI)x = 0 donde I es la matriz identidad del mismo

tamafio que A.
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Descomposicion Genética

2.8 Articulo: Scopus_014

Tema: “Construcciones mentales asociadas a los Eigenvalores y Eigenvectores: refinacion de un

modelo cognitivo”.

El enlace para acceder al pdf del articulo se encuentra disponible en el siguiente
link:https://drive.google.com/file/d/1n9PXYymPUmdn0z4V4ad1bbNPTm5eTPma/
view?usp=sharing. Ademads, en la base de datos que se realiz6 en el programa
informético Excel version 2021, cuyo enlace es https://docs.google.com/
spreadsheets/d/178wHONpOjJ7p_3NeVeAe74UbW2Mra9Tp/edit?usp=sharing&ouid=
109900342582328389854&rtpof=true&sd=true, se proporciona informacién del articulo

de la siguiente manera:

1. Buscador.

2. Titulo.

3. Autor.

4. Pais.

5. Idioma.

6. Revista de publicacién.
7. Afio de publicacion.

8. Sub-4rea de la Area de la matematica.



2.9. Adaptacién de la descomposicion genética

9. Area de la matemética.
10. Version libre.
11. Versién pagada.
12. Relacionado con la teoria APOE.

2.9 Adaptacién de la descomposicion genética

Una vez que se identific6 el articulo mencionado en la Seccién 2-8, se procede adaptar
su descomposicion genética a las necesidades académicas del colectivo de estudio. Se
consider6 la unidad II (Diagonalizaciéon: Autovalores y autovectores) del silabo de
Algebra Lineal II, del 4 semestre de la carrera de matematica de la ESPOCH. La
descomposicion genética se la adecud a los conceptos de “Valores propios y Vectores
propios de la Matriz Asociada a las Transformaciones Lineales, tema que esta relacionado

directamente con las Transformaciones Lineales”.

Se eligi6 como marco tedrico la teoria APOE, ya que se enfoca precisamente en el
estudio de las construcciones involucradas en el aprendizaje e incluye el disefio de una
estrategia para la ensefianza, se enfatiz6 en los conceptos de la Matriz Asociada a las
Transformaciones Lineales. Esta seccién se adapté a las necesidades del grupo de estudio
y a las indicaciones de la docente de la catedra de Algebra Lineal II. A continuacién, se

desarrollan las acciones, procesos, objetos y esquemas correspondientes:

2.9.1 Descomposicién genética refinada
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Transformaciones Lineales, tema que esta relacionado directamente con las Transformaciones Lineales”.

Adaptada de: Betancour, A., 2022.

ponuy -z oymyide)

7 e

uomnMm



2.10. Planificacién

2.10 Planificacion

Ademads, de una estructura virtual que va de la mano con la metodologia PACIE,
es importante tener una planificaciéon educativa, ya sea esta dada con lineamientos
a los que se debe regir la instituciéon o adecuada por el docente. Es necesario tener
una planificacién, ya que no solo identificamos tiempo, recursos, destrezas, técnicas e
instrumentos de evaluacion, sino que también se describen las construcciones mentales
que se plantean en la descomposiciéon genética. En este caso se creo la planificacion

educativa.

Nombre de la institucion: ESCUELA SUPERIOR POLITECNICA DE CHIMBORAZO

Nombre del Docente: Maria José Mendoza Salazar | Fecha: 7 enero 2024

Celular: 09 718 1436

Area: IMatematica | Grado/Curso: | Cuarto Semestre Afio lectivo: Octubre 2023 —Marzo
2024

Asignatura: Algebra Lineal | Tiempao: | 2h

Unidad didactica:
Objetivo de la unidad:

Diagonalizacian: Valores y vectores propios.

Aplicar las definiciones de autovalores v autovectores de las matrices asociadas a las transformaciones

lineales, para su analisis y calculo correspondiente.
{Cémo van a aprender? cConguesevaa

¢Qué van a aprender? {Qué y cdmo evaluar?

DESTREZAS CON CRITERIOS DE ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE aprender? EVALUACION
DESEMPERO [Estrategias Metodologicas) RECURSOS Indicadores de logro Técnicas e instrumentos
de Evaluacién
ACTIVIDADES INICIALES & Texto Téenica:
Indagar y explorar: 1.1Mativacion £ Computador & Determinar la base del Prueka
& Definiciones  de  wvalores propios, | & Observar_ el video motivacional sobre las | & geiulaulj P espacio vectorial y Instrumento:
vectores propios y sus propiedades. I’:::IEZV\étlcas i - = Pantalla digital FEpeEsBnEar a8 VaChoras: 1CrLrestlDl\rﬁnc
= Definicién de matriz asociada en una https://www.youtube.com/watch?v=la| & POF sobre el R area asincrona
’ i 0kjeG-mQ tema 2
transformacion lineal. 1:2. Prerrequisitos Bk & Hallar los valores propios de
inomio caractarfst & Problemas e
& Polinomio caractaristico. & Algsbra Lineal: operaciones con matrices, las matrices
Ll i = oy ¥: =3 - r
& Calculo devaloresy vectores propios. célculo del determinante, matriz identidad y clareicios & Desarrollar el polinomia
# Interpretacion de resultados. |a inversa de una matriz. & Discusidn en Carattanistico; ancartrar s
& Sistema .de ecuaciones 3 I'medl_es: Saber clase vectores propios.
resolver sistemas de ecuaciones lineales.
& Transformaciones lineales: Saber que =s
una transformacidn Y coma se ’EPI’ES@H‘E
con matrices
£ Polinomios:  Saber como  resolver
ecuaciones palindmicas
1.3. Conocimientos previos

Ilustraciéon 2.2 Planificaciéon 1

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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Capitulo 2. Introduccién

ponder las sigui pr

£ ¢Qué entiende por valores y vectores
propios en el contexto de las
transformaciones lineales?

& ¢Cual es la relacion entre los valores y
vectores propios?

% ¢Qué es la matriz asociada a wuna
transformacién lineal?

1.4, Presentacion del tema y objetivo de la

clase.

& Valores propios — vectores propios

= Dara conocer de qué manera los conceptos
de valores propios — vectores propios,
parten a través de las Transformaciones
Lineales.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE O DESARROLLO

2.1. Etapa concreta

=z Reconocer, que un endomorfismo es un
monomorfismo (o una transformacién) de
un objeto matemético asi mismo

= ldentificar, que cualquier transformacién
lineal de un espacio vectorial a si mismo es
un endomorfismo.

& Determinar la base del espacio vectorial y
representar los vectores

& Desarrollado el polinomio caracteristico y
darle la solucién se identificar sus raices,
para proceder a calcular el vector propio de
cada raiz y resolver el sistema siguiente
(A-14x=0

«  Seael endomorfismo T: R? — R?y definido
por T(a,b) = (4a + 3b),(3a — 4b), hallar
lamatriz asociadaa T con respecto ala base

canénica R? y determinar los valores y

Ilustracién 2.3 Continuacidon Planificacion 2

Realizado por: Sarango, T., 2024.

vectores propios.

3. ACTIVIDADES FINALES O DE CIERRE
3.1, Etapa de consolidacién
& Ingresar al siguiente enlace:

tarea asincrona
4. BIBLIOGRAFIAS:
5 Grossman, 5. (2012). Algebra

Lineal (7ma. ed.). México:
McGraw-Hill
Nufiez, L. A. (2019). Algebra lineal .
Universidad Abierta para Adultos
(UAPA)

Ilustraciéon 2.4 Continuacion Planificaciéon 3

Realizado por: Sarango, T., 2024.

2.11 Esquemas mentales (DG)

2.11.1 E1: Conocimientos previos para el concepto de los Valores y Vectores

Propios de las Matrices Asociadas a las Transformaciones Lineales

1. Algebra Lineal: El estudiante debe comprender las operaciones bésicas con matrices,

como la suma, resta, multiplicacién y célculo del determinante. También debe estar
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2.11. Esquemas mentales (DG)

familiarizado con la matriz identidad y la inversa de una matriz.

2. Sistemas de Ecuaciones Lineales: Para encontrar los vectores propios, debe resolver

un sistema de ecuaciones lineales.

3. Transformaciones Lineales: Debe comprender qué es una transformacién lineal y

c6mo se representa con matrices.

4. Espacio vectorial: Estructura algebraica creada a partir de un conjunto no vacio, una

operacion interna llamada suma y una operacién externa llamada producto por un

escalar

5. Polinomios: Necesita saber como resolver ecuaciones polindmicas, ya que los valores

propios resuelven el polinomio caracteristico de la matriz.

2.11.2 E2: Construccién de la descomposicion genética del concepto
de Valores y Vectores propios de las Matrices Asociadas a las

Transformaciones Lineales, mediante la teoria APOE

Observacién. A continuacion el ejemplo que se tom6 en cuenta para el desarrollo de
la descomposicion genética, al colectivo de estudio del 422 semestre de la carrera de

matemadtica de la ESPOCH, es el siguiente:

Ejemplo 14. Sea el endomorfismo T : R?> — R? y definido por:
T(a,b) = (4a + 3b,3a — 4b).
1. Acciones: Para encontrar los valores y vectores propios.

a) Identificar la base del espacio vectorial y asi representar los vectores. Al
aplicar la transformacién a los vectores de la base, se podrd visualizar cémo
la transformacién afecta a los “bloques de construccién” del espacio.

Sea el endomorfismo T : R? — R? y definido por:
T(a,b) = (4a + 3b,3a — 4b).

Ahora para hallar la matriz A asociada a T con respecto a la base canénica de R?.
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Capitulo 2. Introduccién

b)

Solucién.

La matriz A asociada a T con respecto a la base;

T:R?> - R? = {(1,0),(0,1)} se obtiene buscando la imagen de cada vector de la
base mediante T y expresando como combinaciones lineales de los vectores de la

base T de R%:
e La base canénica de R* = (1,0) — (4+0,3 —0) = (4,3).
e La base canénica dé R? = (0,1) — (0+3,0 —4) = (3, —4).

Entonces la matriz asociada es:

4 3
3 —4

Una vez encontrada la matriz asociada de A se procede a buscar la matriz C,
asociada a T con respecto a la base;

={(=1,0),(1,-2)}
Solucién.
La matriz C asociada a T con respecto a la base,
B = {(—1,0),(1,—2)}, se obtiene buscando la imagen de cada vector de la
base mediante T y expresando dichas imagenes como combinacién lineal de

los vectores de la base B de R?%:
Entonces:
e T(—1,0) —» (—4+0,-3-0) = (—4,-3).

o T(1,-2) = (4—6,3+8) = (=2,11).
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2.11. Esquemas mentales (DG)

Luego:

Asi C es la matriz asociada a T con respecto a la base B.
c) Hallar los valores propios de las matrices Ay C.

Solucioén.

Polinomio caracteristico de A.
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Capitulo 2. Introduccién

P(A) = A% - 25

El polinomio caracteristico es: P(A) = A2 — 25; para solucionarlo, se necesita

igualar a cero y resolver para (A):

P(A)=A2-25=0=A2=25=A=+4V25= A =45

d) Desarrollado el polinomio caracteristico, se procede a encontrar los vectores

propios de A.

Una vez encontrado los valores propios se procede al resolver el sistema (A —
X1 . .

Al)x =0, donde x = , es decir, se resuelve el sistema:
X2

4— A 3 x| 0
3 —4—-A X 0
e ParaA =5

Solucioén.

-1 3 X1 0 —x1 +3x, =0
= =
3 -9 X2 0 3X1 —9XZ =0
= x1 = 3x

Por lo tanto, cuando A; = 5:

X1 3x; 3

X2 X2 1
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2.11. Esquemas mentales (DG)

e Para Ay = -5
Solucién.
9 3 X1 0 9x1 +3x, =0
= =
31 X2 0 3X1 X2 =0
= x» = 3x1
Por lo tanto, cuando A; = —5:
X x
t = ! = x1 ,conx; #0
X2 33(,‘1

2. Procesos: Que se representa en los valores y vectores propios.

a)

b)

En la Interiorizacién de a y b, es esencial que el estudiante comprenda el concepto
de una base en un espacio vectorial. Este entendimiento permitird que aplique
correctamente las transformaciones a los vectores de la base, preservando las
operaciones de suma y multiplicacién por un escalar, asi dando un nuevo
conjunto de vectores, por ejemplo como se observa en la accién a se estd

trabajando en los R? y la base de sus vectores son: {(1,0)y(0,1)}.

Ademas, es crucial entender que cada columna de la matriz asociada a una
transformacién lineal representa la imagen de un vector de la base de entrada,
pero expresada en términos de la base de salida, siguiendo se debe tomar en
cuenta que cada vector transformado puede ser expresado como una combinacién
lineal de los vectores de la base original. Una vez encontrados, estos coeficientes
son los que forman las columnas de esta matriz, siendo esta la matriz asociada a

la transformacién lineal T con respecto a la base.

En la Interiorizacion de ¢ y d, el estudiante debe identificar que se requiere de una
matriz cuadrada y conocer que el determinante de una matriz esta relacionada

con los valores propios y la traza de la matriz. El determinante de una matriz
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Capitulo 2. Introduccién

es el producto de sus valores propios, mientras que la traza de una matriz es la
suma de sus valores propios y estas propiedades solo se definen para matrices

cuadradas.

El contexto de las transformaciones lineales, el estudiante debe interiorizar que
los valores propios representan las “direcciones” que no cambian cuando se
aplica la transformacion. Esto solo tiene sentido si la matriz que representa la
transformacion es cuadrada, ya que solo entonces la transformacién mapea un
espacio a si mismo, una vez interiorizado estos conceptos el estudiante debe
identificar cada uno de sus elementos y encontrar el polinomio caracteristico

P(A) = det(A — Al).

El estudiante como conocimientos previos debe saber sobre la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales y asi resolver la ecuacion caracteristica P(A) =0y
encontrar sus raices, estas raices que son los valores propios de la matriz y, por lo
tanto, de las transformaciones lineales, ademaéds, deben saber identificar si estas

raices son todas reales, diferentes, repetidas o complejas.

Una vez encontrados los valores propios, y haber interiorizado los literales a, b y
¢, se procede a encontrar los vectores propios. Para cada valor propio, resuelve el
sistema de ecuaciones lineales dado por (A — AI)x = 0), donde (v) es el vector
propio que se estd buscando. Este sistema normalmente tiene infinitas soluciones,

y cualquier solucién no nula es un vector propio.
3. Objetos:

a) Encapsulacion de la matriz asociada: Sobre como la transformacioén lineal acttia
sobre los vectores en un espacio vectorial y cada columna de la matriz asociada
representa la imagen de un vector de la base de entrada, expresada en términos

de la base de salida y ademads que la multiplicaciéon de la matriz asociada por un
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2.12. Forma de evaluar mi descomposicién genética

vector del espacio de entrada produce el vector transformado en el espacio de

salida: T : R? — R2.

b) Encapsulacién de los valores propios (A): de una matriz, son escalares que
satisfacen el polinomio caracteristico de la matriz. En el contexto de las
transformaciones lineales, un valor propio es un escalar que multiplica un vector

propio durante la transformacion.

c) Encapsulacién de los vectores propios {x1,x; - - }: vectores que, cuando se
transforman por una transformacién lineal, resultan en un multiplo escalar de si

mismos. En otras palabras, no cambian de direccién durante la transformacioén.

d) Encapsulacién: de que los valores y vectores propios son fundamentales para
entender cOmo una transformacion lineal acttia sobre diferentes vectores en un

espacio vectorial.

Observacién. En la desen-capsulacion, se da cuando el individuo necesita regresar al
Proceso que dio origen al Objeto, siempre que sea necesario, en otras palabras de la

encap-sulacion va a la desen-capsulacion y asi se repite.
2.12 Forma de evaluar mi descomposicion genética

2.12.1 Ciclo de enseiianza (ACE)

1. Estudiantes: La investigaci6n se realiz6 al cursado de la asignatura de Algebra Lineal
I, que corresponde al cuarto semestre de la carrera de Matematica de la ESPOCH, el
colectivo de estudio estuvo integrada por 11 estudiantes de la Facultad de Ciencias

de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH).

2. Actividades en clase: Se imparti6 el tema propuesto por la Docente en una master
clase, aplicando la descomposicién genética refinada antes disefiada y con ayuda de
una presentacion. La clase se grab¢ y estd subida en un repositorio de Drive. Ademas,

en el bloque académico del Moodle se implemento:

a) Video de apoyo.
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Capitulo 2. Introduccién

b) Material tedrico sobre valores y vectores propios de las matrices asociadas a las

transformaciones lineales.

c) Conocimiento del articulo: “Mental Constructs Associated With Eigenvalues And
Eigenvectors: Refining A Cognitive Model”; Algebra Lineal sub area Vectores y

Valores Propios, Transformaciones Lineales.
3. Discusién en clase: Para la interaccion de los estudiantes se implement6:
a) Chat grupal: Dudas de la clase.

b) Foro: ;Como se interpreta geométricamente los valores y vectores propios de las

matrices asociadas a las transformaciones lineales?
¢) Glosario.

4. Ejercicios: Para finalizar la intervencién ante los estudiantes se les propuso un Post
Test, adicional, en el bloque de cierre del Moodle una tarea que const6 de 3 preguntas
y asi visualizar si se logré el objetivo de utilizar la teoria APOE para una primera
representacion de la forma de ensefiar los valores y vectores propios de las matrices

asociadas a las transformaciones lineales.

Los resultados se los analizé mediante la prueba de la U de Mann-Whitney con el

software libre de R .

2.12.2 Prueba de diagnéstico (Pre Test)

Contiene cinco preguntas, de las cuales tres son de seleccién multiples, una aplicativa y
otra de reflexion. El pre test se puede evidenciar en el siguiente anexo que se encuentra

en el TIC:

Nota.
ANEXO E: PRUEBA DE DIAGNOSTICO (PRE TEST), PRUEBA DE CONOCIMIENTOS
FINAL (POST TEST), TAREA ASINCRONA
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2.12. Forma de evaluar mi descomposicién genética

2.12.3 Preguntas para la prueba final (Post Test)

Estuvo compuesta por cinco preguntas, de las cuales, la primera es dominio de conceptos
sobre base del espacio vectorial y lo que es un endomorfismo, se trat6 de intuir a los
estudiantes a la reflexién del porqué T(x, y) y no T(a, b). Las siguientes dos preguntas
son aplicativas, los estudiantes tienen que desarrollar el polinomio caracteristico para
encontrar los valores propios y luego la ecuacioén caracteristica para hallar los vectores
propios, por dltimo, las dos preguntas restantes son de reflexion. El post test se puede

evidenciar en el siguiente anexo que se encuentra en el TIC:

Nota.
ANEXO E: PRUEBA DE DIAGNOSTICO (PRE TEST), PRUEBA DE CONOCIMIENTOS
FINAL (POST TEST), TAREA ASINCRONA

2.12.4 Preguntas para la tarea asincrona

La tarea asincrona, fue una actividad individual, mediante el método de ciclo de
ensefianza ACE, se plantearon tres problemas, donde se evalué el desarrollo e
interpretacion de como los estudiantes interiorizaron cada uno de sus procesos al
momento de transformar sus acciones. La tarea asincrona se puede evidenciar en el

siguiente anexo que se encuentra en el TIC:

Nota.
ANEXO E: PRUEBA DE DIAGNOSTICO (PRE TEST), PRUEBA DE CONOCIMIENTOS
FINAL (POST TEST), TAREA ASINCRONA

2.12.5 Proceso de calificacion

El proceso de calificacion se desarroll6 en una escala de 10/10 para el Pre Test, Post Test,
Tarea Asincrona y se encuentra en el siguiente enlace https://drive.google.com/
drive/folders/1zF5SLFkkDV5U88GSu7fCm0aQNWsz9XPk?usp=sharing, ademads, estan

designados con los siguientes nombres:
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Capitulo 2. Introduccién

e Prueba de Diagnostico en fisico (Pre Test).
e Prueba Final en fisico (Pre Test).

e Tarea asincrona en fisico.

213 Metodologia PACIE

Las siguientes capturas son el proceso en la elaboracién, para gestionar la plataforma de
aprendizaje (Moodle). se utiliz6 la metodologia PACIE, surge de la necesidad educativa,
para el disefio y adecuacion de las Tecnologias de Informacién y Comunicacion TIC'S,
asi como de las herramientas virtuales (aulas virtuales) en el proceso de ensefianza y

aprendizaje en sus modalidades presenciales, semipresenciales o a distancia.

En la Ilustracién 2-5, se observa la pdgina principal del sitio https://cided.info/
moodle/course/view.php?id=111, donde se evidencia el curso disponible para 4
semestre de la carrera de matematica de la ESPOCH, con el nombre de “TEORIA APOE:
TRANSFORMACIONES LINEALES” y ademas, cuenta con una breve descripcién del

tema.

< c oA cided info ¢ i B s oy 2 L @ N o=

= + safinl - Intemacional (es) = ...‘v_.,..:avl

@ Aros persans

Cursos disponibles

7= Inteqrales dlinida “TEORIA APOE: TRANSFORMACIOMES LINEALES &

e TEsk(A 48R teoria APDE: Figen
a fundamental an of

Iustraciéon 2.5 Moodle: Curso

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracién 2-6, Ilustracién 2-7 y Ilustracién 2-8, se empez6 a adecuar el Moodle:

0 PACIE, de la siguiente manera, a continuacién se detalla:
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2.13. Metodologia PACIE

1. INFORMACION:
e Descripciéon del tema.
e Datos del moderador.
e Video motivacional.
2. COMUNICACION:

e Cartelera en linea.

3. INTERACCION
e Cafetin virtual.
e Prueba de diagndstico.

e Planificacion.

= c G & hitpscidedintolmiaodle/eoursenisn, phitid=111 B 17 ® L 908 8 =

A » 'nu,.-fuun:ra
TEORIA APOE: TRANSFORMACIONES LINEALES

Area peraonal | Mis curses | APOE

0 irsignias
=3
B Colificoo REOCLE G
INFORBAACION
o iBienvenido a este emacion de las matematicas!

L SEMANA 1

wrse estd disefads pora esplorar la tearfa APCE Transform 5 Lineales, una subbres fundamental en el estudio del Algebra Lineal | en by correra de matemitica de la

FOCH.

Jman Piget psicélogo suizn, defisnde que sl conocimianta no es una cooia. sind una construccis)

b tebico, realzd su tesls en Analisis al es e creador del grupo de
Dy herramicnta podemsa gue nos syuda a entender cémo los construyen y
ha slde uthizada pars sralizar come los estudia o
T s s del cusse, utibzneemios b tearia APOE cama marce
st propies acciones y pensamisntos, y a constru une o + m
& Area parsonal Transformaciones Lineals. oy o5 ertender cdm la transfonma ol o refielo
cusl simplifica calculos en mudhas aplicaciones. En particelr, suna ma entonces se puede esscribir de una forma mucho mas simple que wonserva les

principal de propledades esandates da la matriz ongmal lo que facifita su andlisis y manipulacidn, desde un punto de vista matamatca

Recuerda, aterndticas 500 N

s y ecuadianes, Son una forma de entender &l mundo a nuestra alrededon

Ilustracién 2.6 Moodle: Bloque PACIE 0
Realizado por: Sarango, T., 2024.
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& o o8 cided Info/mood e =111 VR ) ® 4 0 C "3 =
= b= @ o (@)
m [ » - JITAS MATEMATICAS..
& Paticipantes :
U Insigniias
¢PARA HACER UN VIDEOJUEGO2
COMUNICACEGN,
CARTELERA BN LINEA =]
CONSTRUK 1} INTERACCION
=3 Rz menas os reflexiones sabre &l video presentado qua abarda «Vectores y videojiegose, ks msto a demosirar s capacidad inkerente toma receptores de
01 Temad ‘
»
Ilustracién 2.7 Moodle: Bloque PACIE 1
Realizado por: Sarango, T., 2024.
€ ] T8 n cided info/moo i php?id=111 w1y @ £ 0 2 ="'] =

B e 4 (.=*< ‘ormaclones Lineales
& Tema 5 Valores y vectores propios
o oo Usando Definicién OO
# Pagina principal del T(x,y) = (4x + 2y.3x + 3y) +

Ilustracién 2.8 Moodle: Bloque ACADEMICO
Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracién 2-8, se encuentra una parte del siguiente bloque que es el Académico.

Para continuar con la Ilustracién 2-9 e Ilustracion 2-10, se adecud el Moodle: Académico
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de la siguiente manera, a continuacién se detalla:
1. Exposicién:

e Video de apoyo sobre los valores y vectores propios a partir de las transformaciones

lineales.
e PDF papers.
e Chat grupal para contestar dudas sobre la clase.
2. Construccién:

e Foro de la clase: ;Como se interpreta geométricamente los Vectores y Valores

propios en una transformacion lineal?

e Glosario: Escribir aquellas definiciones sobre los temas més importantes que se

hablé en clases.
3. Comprobacién:

e Prueba final.

€ 6] O B httpsycidedinfo/meade/course P w1 ® o+ @ I IgLI =

MATERIA =]

W sy

alotes propins y vectnres progios en el espadn vectora

1 Ternal C6mo se interpreta graméticamente las esgenvectones v sigenvalones en una transformacion lineal?

e definiciones sabre las temas més impartantes que se habld en clases.

BLOQUE DE CIERRE

sian NEGOCIACKN

Ilustracién 2.9 Moodle: Continuacién Bloque Académico

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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En la Ilustracién 2-9, se evidencia una parte del siguiente bloque que es el de Cierre.
Para continuar con la Ilustracién 2-9 e Ilustracién 2-10, se adecud el Moodle: Cierre, de la

siguiente manera, a continuacién se detalla:
1. Negociacion:

e WIKI, para recuperacién de notas.
2. Retroalimentacion:

e Aytdame a mejorar: ;Cuales fueron los elementos de la clase que te parecieron
mas retadores o complicados de entender?, Por favor, ingresa 1 si consideras que el
material de estudio fue buena. Si crees que el material de estudio estuvo casi bien,

ingresa 2. En caso de que el material de estudio no haya sido buena, ingresa 3.

e Tarea Asincrona: Una vez explicado las definiciones sobre los valores y vectores

propios, se pidi6 realizar 3 ejercicios.

« C Q8 cidedinfo ] s oy @ & O £

7 GENERAL

8 Moodle

Ilustracion 2.10 Moodle: Cierre

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracién 2-11 e Ilustracién 2-12 se observa el colectivo de estudio del 42 semestre

de la carrera de matematica de la ESPOCH y con un total de 11 estudiantes matriculados
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2.13. Metodologia PACIE

en Moodle e identificados por su nombre, apellido y correo institucional respectivo.
Ademas, existen 2 estudiantes que no tuvieron acceso a la plataforma, pero se logré
mediar la situacién, mediante las participaciones en fisico y adecudndonos a la necesidad
del estudiante por no contar con el equipo necesario, u otra razén, a continuacién se

detalla:

B ea% @ & @ B & =
A ® Tanya Serango 9 -
Estudiante &  No hay grupos 10 dias 9 horas [ Activo (i IR« 2 i}
Estudiante #*  No hay grupos 10 dias 8 horas [ Activo i JIE- 20 i
Estudiante &  No hay grupos Nunca [ Activo [(i JIE+ 2 ii
Cstudiante @  No hay grupos Nunca o & o
Estudiante @  No hay grupos 10 dfas 8 horas [ Activo J[i JNE+ 3 i
Estudiante @ No hay grupos 10 dias 9 horas [ Activo (i JR- 2 i}
Estudiante &  No hay grupos 10 dias 9 horas [ Activo (i JE« 30 i}
Estudiante ¢  No hay grupos Nunca o ¢ 0
Estudiante &  No hay grupos 10 dias 9 horas [ Activo [Li JIE« I i
Estudiante &  No hay grupos  Nunca EEe & o
Estudiante No hay grupos 10 dias 8 horas [ Activo [(i JE= 28 i}
Estudiantz &  No hay grupos 10 dias 8 horas [ Activo (i I+ 2 i}
Profesor # No hay grupos 1 segundos [ Activo [i JE~ 3 i}

Ilustraciéon 2.11 Estudiantes matriculados activos

Realizado por: Sarango, T., 2024.

63
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m TEORIA APOE: T

Participantes

Matsicular ssuarles

o

(NSO Avlicar fitros

0 Temad e (
0 Tema 5 Apellidals) A B

@ Area personal Nombre / Apellido(s) * Direccion de correo Roles Grupos Ultimo acceso sl curso  Estatus

Ilustracién 2.12 Estudiantes matriculados con su nombre y apellido

Realizado por: Sarango, T., 2024.

2.14 Datos generados
2.14.1 Lista de estudiantes

Se los denomino a las siguientes siglas PE1 - PC1, como: PE1: Participante del Grupo

Experimental 1,2, 3,4, 5, 6 y PC1: Participante del Grupo de Control 1,2, 3,4, 5.

Tabla 2.1 Colectivo de estudio del 42

semestre

N° | PE1 ‘ PE2 ‘ PE3 ‘ PE4 ‘ PE5 ‘ PE6

‘PCl ‘ PC2 ‘ PC3 ‘ PC4 ‘ PCS‘

Realizado por: Sarango, T., 2024.

2.15 Prueba (Pre Test): Grupo Experimental y de Control

A continuacion se utilizo el diagrama de cajas (boxplot), para representar graficamente

los resultados de la prueba de diagnostico de ambos grupos, impartidos al 4£° semestre.
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2.16. Proceso de la clase segtin la planificacién

Prueba de Diagnéstico (Pre Test)

B Diagnastico

S = N W & A &

Participantes del Grupo de Control Participantes del Grupo Experimental

Ilustracién 2.13 Boxplot del Pre Test: del grupo de control y

del grupo experimental

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracién 2-13, en el Grupo de Control, el bigote inferior del gréfico de caja 'y
bigotes se extiende hasta el valor de 2, lo que indica la puntuacién mas baja registrada.
El grupo presenta uno, dos y tres cuartiles, reflejando la distribucién de los datos en tres
puntos de corte. La varianza dentro del grupo alcanza su punto maximo en 6, mostrando
la puntuacién maés alta obtenida. El promedio de las puntuaciones es de 4,4, mientras

que la mediana representa el valor central de los datos y se sitta en 4.

Ademas, en el Grupo Experimental, el bigote superior del gréfico de caja y bigotes
alcanza una puntuacién de 6, lo que indica la puntuacién mds alta dentro del grupo, se
evidenci6 un valor atipico y se encuentra en el 6. El promedio de este grupo es de 4, 5.
Es notable que las medianas en ambos grupos son consistentes, ubicindose en un valor

de 4.

2.16 Proceso de la clase segtn la planificacién

La clase se imparti6 el dia miércoles 7 de febrero del 2024, en horario de clases 11 a 2 pm,

en el aula FA — 201 del edificio de matemadtica de la ESPOCH.
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Capitulo 2. Introduccién

Tustraciéon 2.14 Estudiantes realizando el (Pre Test)

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Ilustracién 2.15 Docente, iniciando la clase al

colectivo de estudio del 42 semestre

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracién 2-16, se logro el interés de los estudiantes, motivo por el cudl es
importante generar la atenciéon por medio de un video motivacional, para empezar la

catedra sobre los temas que se ensefian.

Por lo que se gener¢ la siguiente pregunta a los estudiantes. ;Es importante saber
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2.16. Proceso de la clase segtin la planificaciéon

matemadticas para hacer videojuegos?

En la Ilustracién 2-17, la docente explicé verbalmente como la belleza y la estructura
de una Transformacion Lineal, hace referencia a un baile entre dimensiones, donde cada
paso es calculado y cada giro es preciso, permitiendo que la musica de los vectores se

eleve desde el papel pautado de (V) hasta el gran auditorio dé (W).

Ilustracién 2.16 Impartiendo el video motivacional

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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Capitulo 2. Introduccién

e 1 tad
4o o 6l movae Yo 338 hasef B

Teci3y 0 e ::‘w"ﬂ e mnﬁ“"lw"""'*_‘
Lo cady coitn e GEE

Ilustracién 2.17 Explicacién de una Transformacién Lineal

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Ilustracién 2.18 Representacién de una Transformacion

Lineal

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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2.16. Proceso de la clase segtn la planificacién

Ilustracién 2.19 Matriz asociada a la Transformacién Lineal

Realizado por: Sarango, T., 2024.

L6. Esqitemas mevitabes

ASEC o T imatriz awosiada a T eon pispecto alabase B

) Hallar los valores propios de fas malices Ay

Iustracién 2.20 Explicacién del polinomio caracteristico

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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Capitulo 2. Introduccién

Ilustracién 2.21 Obtencién de los valores propios con el

polinomio caracteristico

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Ilustracién 2.22 Explicacién de la ecuacion caracteristica

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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2.16. Proceso de la clase segtn la planificacién

Ilustracién 2.23 Exposiciéon de como se obtiene el vector

propio

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Ilustracién 2.24 Explicacién de que cada lamba le pertenece

un vector

Realizado por: Sarango, T., 2024.
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Capitulo 2. Introduccién

En la Ilustracién 2-25, la Docente realizé una retroalimentacion general del tema.

Ademads, fue muy importante para el proceso y aprendizaje de los estudiantes.

Ilustracién 2.25 Retroalimentacion de la clase

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Ilustracién 2.26 Estudiantes realizando la prueba final (Post

Test)
Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracién 2-27, se evidencia la creacién de un grupo informativo como recurso

de mensajeria instantdnea mediante la aplicaciéon WhatsApp, con el objetivo de establecer
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2.17. Prueba Final (Post Test): Grupo Experimental y de Control

una comunicacién colaborativa con los estudiantes y recepciéon de participaciones en el

cafetin virtual.

Algebra Lineal -
Transformaciones Lineales

Grupo © 12 miembros

Llamar Video Anadir Buscar

Ilustracién 2.27 Grupo de WhatsApp
Realizado por: Sarango, T., 2024.

2.17 Prueba Final (Post Test): Grupo Experimental y de Control

Calificaciones y diagrama de caja del Post Test correspondientes al 4° semestre de la

carrera de Matematica en la ESPOCH.
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Capitulo 2. Introduccién

Tabla 2.2 Resultados cuantitativos del Post Test del Grupo

Experimental y Grupo de Control

Post Test: Grupo Experimental Post Test: Grupo de Control

Sobre 10 Sobre 10
Cédigo Nota Codigo Nota
PE1 9,33 PC1 4,66
PE2 10 pPC2 4,66
PE3 7,33 PC3 4,66
PE4 9,33 PC4 7,33
PE5 6,66 PC5 9,33
PE6 5,33 Total 30,6
Total 48,0 Promedio 6,1
Promedio 8,0 Mediana 4,7
Mediana 8,3

Realizado por: Sarango, T., 2024.

Ademads, se emple6 el diagrama de cajas (boxplot), para ilustrar visualmente los

resultados de la prueba final de ambos grupos, correspondientes al 4 semestre.
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2.17. Prueba Final (Post Test): Grupo Experimental y de Control

Ilustracién 2.28 Boxplot del Post Test: del grupo de control y

del grupo experimental

Realizado por: Sarango, T., 2024.

En la Ilustracién 2-28, los participantes del Grupo de Control, cuenta con un bigote

superior de 9,33 y un promedio de 6,13.

En el Grupo Experimental, se evidencia uno, dos y tres cuartiles, reflejando la
distribucién de las puntuaciones. El promedio del Grupo Experimental es de 8,
superando al del Grupo de Control. De manera similar, la mediana del Grupo
Experimental, fue de 8, 3, excediendo a la del Grupo de Control, que fue de 4,7, lo que

indica que los estudiantes del Grupo Experimental muestran un rendimiento superior.
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