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RESUMEN

La Carrera de Matematica de la ESPOCH, presenta una brecha en el plan de estudios en cuanto
al estudio y la implementacién de métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales
parciales. En tal virtud, los estudiantes de la Carrera de Matematicas carecen de recursos que
expliquen cémo la matematica aplicada puede resolver problemas reales en diversas dreas del
conocimiento. Especificamente, existe una falta de documentos que aborden modelos matematicos
asociados al flujo de trifico vehicular. Bajo este contexto, se presenta el siguiente trabajo de
titulacion con el objetivo de analizar el modelo matematico Lighthill-Whitham-Richards y los
esquemas en diferencias finitas DuFort-Frankel y FTBS para una simulacién del flujo de trafico
vehicular mediante su implementaciéon en Python. De forma que, este trabajo sirva como guia
para los estudiantes de la Carrera de Matemadtica de la ESPOCH, para comprender el proceso de
discretizacién de ecuaciones diferenciales parciales por medio de método de diferencias finitas. Para
ello, se trabajé bajo un enfoque cualitativo, con alcance descriptivo y un disefio de investigacién
documental. Permitiendo asi llegar a establecer las condiciones pertinentes para la estabilidad
de ambos esquemas en diferencias finitas. Y obteniendo como resultados la comparacion de la

solucién de la ecuacién LWR con la resolucidn tanto del esquema FTBS como DuFort-Frankel.

Palabras clave: <ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS >, <ESQUEMA FORWARD TIME
BACKWARD SPACE>, <ESQUEMA DUFORT FRANKEL>, <ECUACION LIGHTHILL
WHITHAM RICHARDS >, <IMPLEMENTACION EN PYTHON>.
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ABSTRACT

The Mathematics Program at Escuela Superior Politécnica de Chimborazo (ESPOCH) presents a
significant gap in its curriculum plan regarding the study and implementation of numerical methods
to solve partial differential equations. Consequently, students within the Mathematics Program
lack resources that explain how applied mathematics can be used to address real-world problems
across various domains of knowledge. Moreover, there are insufficient documents addressing
mathematical models related to vehicular traffic flow. In response to this context, the present
research work attempts to analyze the Lighthill-Whitham-Richards mathematical model and the
DuFort-Frankel and FTBS finite difference schemes for simulating vehicular traffic flow through
its implementation in Python. This study is intended to serve as a guide for the students of the
Mathematics Degree at ESPOCH, facilitating their understanding of the discretization process of
partial differential equations by means of the finite difference method. To achieve this objective, a
qualitative approach with a descriptive scope and a documentary research design was employed.
This approach allowed to establish relevant conditions for the stability of both finite difference
schemes. The results obtained include a comparison of the LWR equation solution using both the
FTBS and DuFort-Frankel schemes.

Keywords: <FINITE DIFFERENCE SCHEMES>, <FORT TIME BACKWARD SPACE
SCHEME>, <DUFORT FRANKEL SCHEME>, <LIGHTHILL WHITHAM RICHARDS
EQUATION>, <IMPLEMENTATION IN PYTHON>
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INTRODUCCION

Si bien es cierto, hoy en dia uno de los problemas mas frecuentes es el trafico vehicular. El cual
consiste en la circulacién de personas, algunas de ellas en vehiculos, por el espacio publico. Por
lo que al ser esta una problemdtica muy usual, se han buscado distintas maneras de solucionarlo
por medio de ingenieria de transito. Esta tltima consiste en la aplicacién de la ingenieria a fin de
aminorar los impactos sociales, urbanos y ambientales derivados del trifico (Fernandez & Dextre,
2011, pag.9). Asi pues, una de sus soluciones viene planteada por modelacién matematica. Al
modelar el flujo de transito se pueden predecir futuras condiciones de trafico, mismas que ayudaran
a los ingenieros a desviarlo y maximizar su rendimiento (Omkar & Kumar, 2018, pag.604). Uno
de los modelos que explican este proceso, es el modelo de Lighthill-Whitham-Richards (LWR).
Este modelo proviene de una ecuacién diferencial en derivadas parciales hiperbdlica que puede
ser discretizada por medio de esquemas de diferencias finitas como por ejemplo, el esquema
DuFort-Frankel, esquema Forward-Time Backward- Space (FTBS), entre otros.

En tal virtud, a través del presente documento se presenta una propuesta de trabajo de integracion
curricular cuyo objetivo es describir, en general, el proceso de discretizaciéon de ecuaciones
diferenciales parciales a través de los esquemas de diferencias finitas. Adicionalmente se propone
discretizar la ecuacion LWR que modela un problema de trafico vehicular. Es asi que el presente
trabajo de integracion curricular, estd estructurado por medio de cinco capitulos.

El capitulo I, introduce al problema del cudl surge nuestra investigacion, se establecen los objetivos
y se justifica la importancia de llevar a cabo el estudio.El capitulo II, proporciona las bases
tedricas necesarias para comprender el proceso de discretizacién de diferencias finitas. El capitulo
III, describe la metodologia utilizada, de modo que se detalla el enfoque, nivel y disefio de
la investigacion. El capitulo IV, presenta el marco de andlisis e interpretacion de resultados.
Finalmente, en el capitulo V se presentan las conclusiones y recomendaciones derivadas de la
investigacién. De este modo, se puede observar que cada capitulo del trabajo de integracién
curricular cumple un propdsito especifico y se enlaza con los demds para formar una estructura
integral y cohesiva que permita abordar el problema de investigacién de manera sistemdtica y

rigurosa.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

En este primer capitulo, se expone el problema que ha dado origen al presente trabajo de integracion
curricular. Asimismo, se abordé6 el objetivo general, el cual orientd el tema de investigacion.
Mientras, que los objetivos especificos marcaron los pasos necesarios para alcanzar el objetivo
general propuesto. Por dltimo, pero no menos importante se menciond la justificacién, en la cual se

plasmé la motivacién e importancia del trabajo de integracién curricular.

1.1. Planteamiento del problema

En los distintos Periodos Académicos Ordinarios (PAOs) de la Carrera de Matematicas de la
Facultad de Ciencias de la ESPOCH, se ha identificado una brecha en el plan de estudios en
cuanto al estudio y la implementacién de métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales
parciales. Aunque la asignatura de Analisis Numérico se imparte en el PAO 6, no se abordan los
métodos de diferencias finitas.

Ademés, en el contexto de la Carrera de Matematicas, los estudiantes carecen de recursos que
expliquen cémo la matemaética aplicada puede resolver problemas reales en diversas areas del
conocimiento. Especificamente, existe una falta de documentos que aborden modelos matematicos
asociados al flujo de tréfico vehicular.

Por consiguiente, surge la necesidad de llevar a cabo una investigacién que aborde
este vacio académico. Se propone realizar una simulacién numérica de la Ecuacién
Lighthill-Whitham-Richards utilizando el Método de Diferencias Finitas como una manera de
cubrir esta necesidad. Esta investigacion no solo contribuira a llenar la brecha en la formacién
académica de los estudiantes de Matematicas, sino que también proporcionard una herramienta
para abordar problemas reales en diversas disciplinas, especificamente aquellos relacionados con el

flujo de trafico vehicular.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Analizar el modelo matemdtico Lighthill-Whitham-Richards y los esquemas en diferencias
finitas DuFort-Frankel y FTBS para una simulacién del flujo de trafico vehicular mediante su

implementacién en Python.



1.2.2. Objetivos especificos

1. Determinar los fundamentos tedéricos que sustentan el modelo matematico
Lighthill-Whitham-Richards y los esquemas en diferencias finitas DuFort-Frankel y
FTBS.

2. Caracterizar los elementos que componen el modelo Lighthill-Whitham-Richards y los esquemas

en diferencias finitas DuFort-Frankel y FTBS.

3. Establecer relaciéon sistémica entre los elementos que componen el modelo
Lighthill-Whitham-Richards y los esquemas en diferencias finitas DuFort-Frankel y
FTBS.

1.3. Justificacion

En la cotidianidad, el trafico vehicular emerge como uno de los problemas mds persistentes
que afecta a una gran parte de la poblaciéon mundial y Ecuador no es una excepcién. Esta
realidad se manifiesta no solo en ciudades densamente pobladas como Quito y Guayaquil, sino
también en localidades menos pobladas como Ambato y Riobamba. A pesar de los esfuerzos
por implementar medidas como el sistema de “pico y placa” en Quito, el problema del trafico
persiste a nivel nacional. En este contexto, abordar el problema desde una perspectiva matemaética
es crucial. Con este propdsito, el presente documento se propone ofrecer una descripcion del flujo
vehicular desde dicho enfoque, centrdndose en el estudio y la simulacién numérica de la Ecuacién
Lighthill-Whitham-Richards (LWR) mediante el Método de Diferencias Finitas.

La finalidad de este trabajo de integracion curricular es proporcionar una herramienta de apoyo que
facilite la comprension de la aplicacion de métodos de diferencias finitas en modelos matematicos
asociados al flujo vehicular, dirigido especificamente a los estudiantes de la carrera de Matemadticas
de la ESPOCH interesados en el proceso de discretizacion de ecuaciones diferenciales parciales a

través de esquemas de diferencias finitas.



CAPITULO 11
2. MARCO TEORICO

En este capitulo, se abordaron las bases tedricas que respaldan el desarrolo del presente trabajo de
integracién curricular. Para ello, nos centramos principalmente en la revision de fuentes secundarias,
como son, libros académicos y articulos de revistas; con el fin de comprender y describir los
métodos de diferencias finitas con los que se trabajd, es decir, el esquema FTBS y el esquema
DuFort-Frankel. Con lo cual, se logré asegurar la rigurosidad y validez cada una de las definiciones,

teoremas y proposiciones presentados a continuacioén.
2.1. Derivacion numérica

El proceso de discretizacion de ecuaciones diferenciales parciales facilita la realizacién de
aproximaciones simplificadas de estas ecuaciones. Entre los métodos mds cominmente empleados
para este propdsito se encuentran: el método de diferencias finitas, el método de elementos finitos y
el método de volimenes finitos. En esta seccion, nos enfocaremos en la derivacion y diferenciacion
numérica, que implica aproximar las derivadas de la ecuacion diferencial mediante diferencias
finitas.

A continuacion, se presenta en detalle la aproximacion de las derivadas de primer y segundo orden

utilizando diferencias finitas.
2.1.1. Diferencia finita progresiva o hacia adelante de la primera derivada

La diferencia finita progresiva es una técnica utilizada para aproximar la derivada de primer
orden de una funcién en un punto dado. Supongamos que tenemos una funcién f de clase C?
en el intervalo [xp,xo + h], donde & es un incremento infinitesimal. Queremos encontrar una

aproximacion de la derivada, f’, en el punto x.

Para esto, consideramos la definicion de la derivada:

Dado que el limite cuando A tiende a cero no es computacionalmente viable, utilizamos un valor

pequeiio de /4 en su lugar. Entonces, podemos aproximar la derivada de la siguiente manera:



' (x0) ~ ﬂxﬁh; —fx), 2.1

Esta aproximacion se deriva de la definicidn de la derivada al sustituir el limite por un incremento
finito /2 < 0. Es importante tener en cuenta que esta aproximacién mejora a medida que % se hace
mas pequeio, ya que se acerca mds al verdadero cambio en la funcién entre los puntos xo y xo + 4.
La diferencia finita progresiva es ttil en la discretizacién de ecuaciones diferenciales y en la

resolucién numérica de problemas en diversas disciplinas cientificas y de ingenieria.

Es importante tener en cuenta que esta aproximacion introduce un error, especialmente cuando el
incremento 4 utilizado no es lo suficientemente pequefio. Es crucial comprender y cuantificar este
error para evaluar la precision de la aproximacién (2.1). Entonces, dado que f € C?([xo,x0 + h]),

segin el desarrollo de Taylor, podemos expresar:

f(xo4h) = f(x0)
h

= f(x0) + gf”(é) donde & €]xq,x0 + hl. (2.2)

Luego, el error se expresa como:

— f'(x0)

'f(xe+h)f(xO)
h

(@3] = 5 17

Dado que la segunda derivada f” estd acotada en el intervalo [xo,xo + /], se puede concluir que

< s [71@):

2 <t <xth

— f'(x0)

‘f(xe+h)—f(XO)
h

2.1.2. Diferencia finita regresiva o hacia atrds de la primera derivada

La diferencia finita regresiva es una técnica utilizada para aproximar la derivada de primer orden de
una funcién en un punto dado. Supongamos que tenemos una funcién f de clase C? en el intervalo
[xo — h,x0], donde i < 0 es un incremento infinitesimal. Queremos encontrar una aproximacion de
la derivada, f’, en el punto x.

Para esto, consideramos la definicion de la derivada

—h) — f(xo)
/ —If f (XO
f(xo) lim "
Dado que el limite cuando 4 tiende a cero (por la izquierda) no es computacionalmente viable,

utilizamos un valor pequefio de % en su lugar. Entonces, podemos aproximar la derivada de la

siguiente manera:



J(x0) — f(xo—h)
. .

f'(xo0) = 2.3)

Esta aproximacion se deriva de la definicidn de la derivada al sustituir el limite por un incremento
finito /4. Es importante tener en cuenta que esta aproximacion mejora a medida que & se hace mas
pequefio, ya que se acerca més al verdadero cambio en la funcién entre los puntos xo — 2 y xg.
La diferencia finita regresiva es util en la discretizacién de ecuaciones diferenciales asociadas a
problemas en diversas disciplinas cientificas y de ingenieria.

Es relevante considerar que esta aproximacién introduce un error, especialmente cuando el
incremento i < 0 utilizado no es lo suficientemente pequefio. Es crucial cuantificar este error
para evaluar la precision de la diferencia regresiva (2.3). Entonces, dado que f es de clase C2, segin
el desarrollo de Taylor, podemos expresar:

J(x0) — f(xo—h)
h

h
= f'(x0) = f"(§)5  con & € [xo—h.xo)- 2.4)
Dado que la segunda derivada f” estd acotada en el intervalo [xo — A, x|, se puede concluir que

f(x0) = f(xo—h)
h

P s s ().

xo—h<&<xp
2.1.3. Diferencia finita centrada o del punto medio de la primera derivada

La diferencia finita centrada es una técnica que toma en cuenta puntos equidistantes a ambos lados
del punto en cuestion para aproximar la derivada de primer orden de una funcién en un punto dado.
Consideramos una funcién f de clase C3 en el intervalo [xo — h,xo + h], donde & es un incremento

infinitesimal. Deseamos encontrar una aproximacion de la derivada, f’, en el punto x.

Al combinar los siguientes desarrollos de Taylor,

2 3
fxo+h) = f(xo) +f’(xo)h+f”(xo)% +f”’(§1)% con & € [xp,x0+ Al
2 3
Fxo—h) = flx0) — F'(xo)h-+ " (x0) o — 1" (&2)'5 con & € [xo— ).
obtenemos
. _ _ 2
fno) = LOOTI T W ppme) 1 g, @s5)

Donde, la aproximacién de la primera derivada por medio de diferencias finitas centrada o del



punto medio es:

f'(x0) & Sl h)th (o =1) (2.6)

A continuacion, abordaremos el analisis del error asociado a la diferencia finita centrada, entonces

dado f € C*([xo — h,xo + h]), por los desarrollos de Taylor anteriores se tiene:

X —flx— ’
TootWESEZD) — o)+ i @)+ )]
Luego,
X —flx— ’ ’
‘f( VR TEED  p| = Z[f”’(&)ﬂ"’(zszﬂ\ <" JiEn @

Puesto que la tercera derivada, ", es acotada sobre [xo — &, x¢ + h], entonces

—f(x)

‘f(XOJrh)—f(x—h)

h /1!
- <% sw |17

E€lx—hx+h]

2.2. Derivadas de orden superior

Es importante destacar que al aproximar derivadas de orden superior, en este caso particular de
orden dos, se utilizan mds términos en las series de Taylor de la funcién f € C* con k € IN. La razén
de esto recae en que al aumentar el orden de la derivada, se requiere considerar mds términos en la
aproximacion con el fin de obtener una mejor precisién. A continuacion, se detalla la aproximacion

de la segunda derivada mediante diferencias finitas.
2.2.1. Diferencia finita progresiva o hacia adelante de la segunda derivada

Para aproximar la derivada de segundo orden, se considera una funcién de clase C> en los puntos

Xxo+hyxo+2h, con h > 0. Asi, por el desarrollo de Taylor, se tiene

2 3
f(xo + h) = f(X()) + hf/(xo) + %f”(xo) + %f”’(&]) con 51 S [x(),xo + h]

4
f(xo+2h) = f(xo) +2hf" (x0) + 20 f" (x0) + gh3 (&) con & € [xo,x0+ 2h].
Al combinar los desarrollos de Taylor anteriores obtenemos

TR0 2270 WSO | Ly 4 8y) — ap ().

f// (X()) —



Por tanto, la aproximacién de la segunda derivada por medio de diferencias finitas hacia a delante

€S

]ﬂ/(xo) ~ f('xO + 2h) - 2];‘l(zx0 + h) + f(-xO) ] (27)

Por otra parte, el error absoluto se expresa como

‘f(xo)Zf(x0+h)+f(xo+2h)

i —f”(XO)‘ = '—lh " (61) —4f" (&)] |-

3

Dado que la tercera derivada f" es acotada sobre [xo,x( + 2h] entonces

‘f(xo+2h)—2f(xo+h)+f(xo)

A fe0[<h s |E)

x0<E<xo+2h

2.2.2. Diferencia finita regresiva o hacia atrds de la segunda derivada

En este enfoque, se utiliza una férmula que involucra los valores de la funcién en puntos anteriores
al punto de interés. Al igual que en la aproximacién central, se requiere que la funcién pertenezca a
la clase C? para garantizar resultados precisos.

Dado que f es de clase C3, segtn el desarrollo de Taylor alrededor de xo — 24 y xo — h, podemos

expresar

2 3
f(xo—h) = f(xo) —f'(xo)thf"(xo)% —f’"(il)% con & € [xo —h,xo),
f(xo—2h) = f(x0) — f'(x0)2h + f" (x0)2h* — f”’(@z)g/ﬁ con & € [xo—2h,xo — h).

De esta manera, llegamos a expresar la segunda derivada de f como

f (xo —2h) + f (x0) — 2f (xo — h)
h2

7" (x0) = AP (&)~ (&),

Por lo tanto, la expresion para aproximar la segunda derivada de f mediante diferencias finitas

hacia atras es:
J(xo—2h) —2f(xo —h) + f(x0)
hz

I (x0) ~ : 2.8)

A continuacién, exploraremos el andlisis del error vinculado a la diferencia finita regresiva de

segundo orden. Dado que la funcién f pertenece a la clase C3, segtin los desarrollos de Taylor



previos, podemos establecer

f(xo—2h) — 2J;l(2x0 —h HF0) iy — %h [4f" (&) — 1" (&)]
y a su vez
’f(XO =2 =20 —h) + /o) _ ff/(x@' - Hh (47" (&) — 1" (&)
Como f" es acotada sobre [xo — 2k, o], entonces
‘f(xo—2h) —zj;lgxo—h) + £ (xo) —f”(xo)‘ <h swp o |F(E).
x0—2h<E<xo

2.2.3. Diferencia finita centrada de la segunda derivada

En esta situacién, se emplea una expresién que implica los valores de la funcién en puntos tanto

anteriores como posteriores al punto de interés. Al igual que en la aproximacién central, se requiere
. 2 4 . .

que la funcién pertenezca a la clase C* para garantizar resultados precisos.

Dado que f es una funcién de clase C*, segiin el desarrollo de Taylor alrededor de los puntos xo + £

y xp — h, con h > 0, podemos expresar

2 3 4
Fla+) = flx0) +hf () + 5 S (x0) £ (x0) + 5 A G con & Elao.o -+

3 h4
I (x0) + ﬂf(‘l)(éz) con & €]xg—h,xo[.

2
Flxo— ) = F(x0) ' (x0) + 1" (x0) ~ ¢

De esta manera, llegamos a expresar la segunda derivada de f como

7 (x0) = f(xo+h) _th(;O) +f(xo—h) %hzt [f(4) (&) + f@ (52)] ‘

Por tanto, la aproximacién de la segunda derivada por medio de diferencias finitas centrada o del

punto medio es:
f(xo+h)+ flxo—h) —2f(x0)

f// (XO) ~ N

: 2.9)

Seguidamente, exploraremos el andlisis del error vinculado a la diferencia finita centrada de

segundo orden. Supongamos que f es una funcién de clase C*; a partir de los desarrollos de Taylor



previamente mencionados, arribamos a la expresion

f// (XO) — f(X() +h) - 2fh(;0) +f<.X0 - h)

o e+ @),

Por consiguiente, la expresion del error absoluto viene dado por

24

‘f(xo+h)+f(xo—h)—2f(x0)
hz

- )| =g [ @0+ 7 @) |

Como f*) estd acotada en el intervalo [xo — h,xo + h], tenemos que:

—ﬂmﬂ<” s [4(6)]

12 hce<atn

‘f(onrh) + f(x0 —h) =2 (x0)
h2
El proceso para aproximar las derivadas parciales tanto de primer como de segundo orden, es
andlogo al realizado con la aproximacion de la derivada de primer y segundo orden. Este proceso
es utilizado en el 4rea de andlisis numérico, para llevar a cabo los métodos de diferencias finitas,
los cuales se basan en aproximar las derivadas por medio de diferencias entre los valores de la
funcién en puntos cercanos. Para aproximar la derivada parcial de primer orden, , se utiliza la
diferencia hacia adelante o hacia atrds, mientras que para la aproximacion de las derivadas parciales

de segundo orden, se usa las derivadas de segundo orden.
2.3. Diferenciacion numérica para derivadas parciales

Una vez que hemos entendido el proceso de las diferencias finitas en una variable, avanzamos
al estudio de las funciones de dos variables. En este contexto, la aproximacién dependera de la
variable con respecto a la cual deseamos derivar. Ademads, este paso nos permite comprender c6mo
funcionan los métodos de diferencias finitas, los cuales se emplean en la resolucién numérica de

ecuaciones en derivadas parciales.
2.3.1. Diferenciacion numérica

La diferenciacién numérica se fundamenta en la discretizacion del dominio de la funcién en
intervalos pequefios, donde aproximamos las derivadas parciales empleando diferencias finitas.

Supongamos que f es una funcién de las variables independientes ¢ y x. Se divide el plano t — x
en conjuntos de rectdngulos de iguales dimensiones, cuyos lados tienen longitudes de Ar y Ax,
mediante cuadriculas igualmente espaciadas. Estas lineas serdn paralelas al eje horizontal y estaran
definidas por t, = nAt, donde n =0, 1,2,... y también lineas igualmente espaciadas, paralelas al

eje vertical, definidas por x; = jAx, donde j € Z como se muestra en la Figura 2-1.
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Iustracion 2-1: Divisién del plano ¢ — x en una cuadricula.

Entonces por la expresion (2.1),
of i 17
ot ()~ =5 At

con un error de orden &(At). Con esta notacion, la aproximacion de diferencia hacia adelante para

df en (nAt, jAx) es

8f fn+1 fn
ZJ 2.10
o~ At (210)
Mientras que por la expresion (2.3),
of 17

g(l’l,])% Ax ’

con un error de orden &'(Ax). Con esta notacion, la aproximacién de diferencia hacia atrds para ’;—f

en (nAt, jAx) es
af i f

T A (2.11)

De forma andloga, mediante la expresion (2.6),

af . it =t
8t( nJ) & 2Nt

con un error de orden &((At)?). Bajo este formato, la aproximacién de diferencia centrada para ‘2—{
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en (nAt, jAx) es
of LA 2.12)
ot 2Ar ‘

Por dltimo, mediante la expresion (2.9),

% f . (AR R il o
a2 )~ a2

con un error de orden &'((Ax)?). Bajo este formato, la aproximacién de diferencia centrada para
d* f

o5 en (nAt, jAx) es
e "
ST e 2.13)
fr}+l+f(1—1
Ademds, al sustituir el término f7 por f' = ~—5~— en la expresi6n (2.13), obtenemos la siguiente
aproximacion para ‘;7{ en (nAt, jAx)

P S-S -

oxr (Ax)? @19

Los esquemas mencionados facilitardn, en el Capitulo IV, la descripcién de los métodos
Forward-Time Backward-Space y DuFort-Frankel para la discretizaciéon de la ecuacion de

Lighthill-Whitham-Richards.

2.4. Consistencia, Estabilidad y Convergencia

Al abordar la resolucién de ecuaciones diferenciales con métodos numéricos, resulta crucial
comprender estos métodos antes de aplicarlos al modelo de Lighthill-Whitham-Richards. Esta
comprension garantizard que la solucién numérica obtenida se aproxime de manera adecuada a la
solucién exacta del modelo indicado.

Por supuesto, las formulas de los esquemas anteriores no son seleccionadas al azar, sino que se
derivan de una aproximacion de la ecuacidon mediante el desarrollo de Taylor, tal como se explic en
las secciones anteriores. Para formalizar la aproximacién de una ecuacién diferencial en derivadas
parciales mediante diferencias finitas, se introducen las nociones de consistencia y estabilidad.
En esta seccién, se proporciona una definicién de consistencia que es aplicable a cada ecuacién
diferencial en derivadas parciales que se pueda escribir como F(u) = 0. Se debe destacar que
F(u) es una notacién para una funcion de u y sus derivadas parciales en cada punto (¢,x). Por lo
general, un esquema de diferencias finitas se define para todos los indices posibles n y j mediante

la expresioén

12



Farae ({657 - <mem de<ies ) =0 (2.15)
donde los enteros m—,m%,k—,kt definen el ancho del conjunto de pares (n,j) del esquema
respectivo.

2.4.1. Definicion de consistencia

El esquema de diferencias finitas (2.15) se dice consistente con la ecuacion diferencial parcial
F(u) = 0, si, para cada solucion suficientemente regular u(t,x) de esta ecuacion, el error de

truncamiento del esquema, definido por
Farne ({ult +mAt, x +kAX) b <t k- <kt ) » (2.16)
tiende a cero uniformemente con respecto a (¢,x), a medida que At y Ax tienden a cero

independientemente.

Ademads, decimos que el esquema tiene precisiéon de orden p en espacio y orden g en tiempo si

el error de truncamiento (2.16) tiende a cero como &' ((Ax)? + (At)?) cuando At y Ax tienden a cero.

Concretamente, un método se considera consistente si, para cualquier solucién u(t,x) que satisfaga
la ecuacion diferencial en derivadas parciales, el error de truncamiento tiende a cero con respecto a

(¢,x) cuando Ar y Ax tienden a cero independientemente.
2.4.2. Definicion de estabilidad

Iniciamos denotando como " = (u})1< <y al valor de la solucién aproximada en el punto (#,,x;)

de la solucion u(t,x). Ademads, la condicién inicial se discretiza como

u(0,x) ~ up(xj) = u?, vje{0,--- ,N+1}.

A su vez, se considera la siguiente norma con peso sobre RY

N 1/p
lu"||, = Z Ax |uj|? para 1 < p < 400, (2.17)
=1
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mientras que para el caso p = +oo, la norma se define como

n _ 74 l’l
o = iy [ 2.18)

Recordemos que, en la practica, a menudo se usa las normas correspondientes a los valores p =2y

Definicién 2.1 (Estabilidad). Un esquema en diferencias finitas se dice estable respecto a la norma
|| - ||, definida por (2.17), si existen una constante K > 0 independiente de los pasos de discretizacion
At y Ax de tal manera que

|| < K[u®]| ¥neN, (2.19)
para una condicién inicial u° arbitraria.

Definicion 2.2 (Condicionalmente estable). El esquema en diferencias finitas se considera
condicionalmente estable si es estable para ciertas combinaciones de pasos de discretizacion
temporal y espacial. Es decir, si la condicion (2.19) solo se cumple para los pasos Ar y Ax definidos

por ciertas desigualdades.
2.4.3. Definicion de convergencia

Una caracteristica importante de un esquema de diferencias finitas es la manera en que se aproximan
las derivadas parciales, lo cual influye en su capacidad de convergencia. La convergencia asegura
que, con una discretizacion suficientemente fina, el esquema pueda proporcionar resultados precisos,

acercandose a la solucidn exacta de la ecuacion diferencial.

Definicion 2.3 (Convergencia). Un esquema en diferencias finitas que aproxima una ecuacion
diferencial en derivadas parciales con una discretizacion temporal Az y espacial Ax, se dice que es

convergente si

720 (el ) =

donde || - || denota una norma apropiada, como por ejemplo la norma definida en (2.17) o (2.18).
2.4.4. Estabilidad de Von Neumann

Probar la estabilidad de un esquema en diferencias finitas directamente a partir de la definicién
es bastante complicado, en general. En su lugar, es mds facil utilizar herramientas del Andlisis de
Fourier para evaluar la estabilidad de los esquemas de diferencias finitas. En particular, se puede

demostrar que, para alguna solucion de un esquema de diferencias finitas u’;, existe una relacion
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entre la funcién y su Transformada de Fourier #", que viene dada por

u'"(x) = Z " (k) exp(2imkx) (2.20)
keZ

donde 4" (k) = / u" (x)exp(—2imkx)dx y la Identidad de Plancherel
Q

|t = ¥l

keZ

Desde el punto de vista practico, el Andlisis de Fourier puede facilitar la demostracién de la
estabilidad en la norma indicada en (2.17) cuando p = 2, de un esquema. Esta norma también es

conocida como norma L?. Asi, se introduce modos de Fourier en el esquema

u; = A(k)"exp(2imtkx;) con x;= jAx,

y se deduce el valor del factor de amplificacion A(k). Se aclara que, nos restringimos al caso escalar,

es decir, cuando A(k) € C. La desigualdad
|A(k)| <1 para todos los modos k € Z. (2.21)

se denomina la condicién de estabilidad de Von Neumann. Si se cumple la condicién de
estabilidad de Von Neumann, posiblemente con restricciones en Az y Ax, entonces el esquema es
estable para la norma (2.17) cuando p = 2, caso contrario es inestable.

Por otro lado, la expresién A(k) recibe el nombre de factor de amplificacién por motivo de que
representa la cantidad en que se amplifica cada frecuencia en la solucién al avanzar la solucién
un paso de tiempo. Esto se debe a que la Transformada de Fourier cambia la diferenciacion en
el dominio temporal en multiplicacién en el dominio de frecuencia, propiedad que se encuentra
descrita en el Capitulo 7, Teorema 7.39 de (Iorio, 1.J., 2001).

Mientras que se puede encontrar una deduccién detallada de la condicion de estabilidad de Von

Neumann en el Capitulo 2 de (Smith, G.D., 1985).
2.4.5. Teorema de Lax

Al momento de trabajar con esquemas de diferencias finitas es importante garantizar que el esquema
sea convergente, es decir, que la solucién aproximada sea bastante cercana a la solucién exacta.
Para lo cual, se recurre a dos conceptos importantes, que son: la consistencia y estabilidad. Asi

pues, el resultado que permite alcanzar la convergencia de nuestro esquema por medio de estos dos
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conceptos, es el Teorema de Lax. Este teorema permite verificar de forma sencilla, si un esquema
es convergente, ya que si intentamos verificar la convergencia directamente por la definicién no
siempre es posible, sin embargo verificar consistencia y estabilidad suele mucho maés facil, ya que

generalmente involucra cdlculos solamente algebraicos.

Teorema 2.1 (Lax). Si el esquema de diferencias finitas es consistente y estable, entonces es

convergente.

Demostracion: Para la demostracion de este teorema se puede consultar en (Allaire, G.,2017, pag.

43) 0
2.5. Modelo Lighthill-Whitham-Richards

El andlisis y modelado del tridfico comenzé en los afos 30 con el investigador norteamericano
Bruce Douglas Greenshields quien realizé por primera vez métodos fotograficos y matematicos
para la medicién de diferentes variables relacionadas con el flujo de trafico y la descripcién de su
comportamiento (Greenshields, 1934). Tiempo mds tarde seria Greenshields quien propondria la
existencia de una relacidn lineal entre la velocidad y la densidad del trafico, la cual viene dada por:

u:F<1—I’;>. (2.22)

Donde F es la velocidad de flujo y K es la densidad del tréfico.

En 1955, James Lighthill y Gerald Whitham formularon una ecuacién que describe el flujo de
trafico a través de la dindmica de fluidos (Lighthill, M. J. & Whitham, G. B., 1955).Este modelo
considera que ninguin vehiculo entra o sale de la via, de manera que se conserva el niimero de
vehiculos.Asi, al considerar la ecuacion de conservacion de masa o ecuacién de continuidad para
cualquier problema de flujo en un dominio acotado y fijo V C IR? y sea k(t,x) la densidad en el

punto x en un tiempo ¢, en ese caso se tiene:

/V k(t,x) dV.

corresponde a la masa del fluido contenido en V en un timepo 7. Ademas, se supone que la masa
contenida en dicho volumen cambia tras la entrada y salida de material a través de la frontera 0V
de V. Sea n el vector normal unitario que apunta hacia el exterior de dV y v(z,x) la velocidad de
flujo en (z,x). En tal caso, la tasa de flujo del fluido en la posicién x, en el momento 7 estara dado

por k(t,x) v(t,x). Con lo cual, se tiene la siguiente tasa de cambio de masa en V en el momento ¢:
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jt/vk(t,x) dv = _/av k(t,x)v(t,x)-ndsS.

con dS como elemento de superficie. Esta, es la ecuacién de conservacién de la masa en forma
integral. De modo que, para poder convertirla a su forma diferencial se utiliza el Teorema de la

Divergencia, el cual permite transformar una integral de superficie en una integral de volumen :

/ k(1.0 v{t.) 0 dS = / V- (k(1,x) v(t,x)) dV
a |4

Por tanto, se logra escribir la ecuacién de conservacion de la masa en forma integral como:

d
/  k(t.x) dV + / V- [k(t,x) v(t.x)] dV =0
v ot v
d
/ {—k(r,x) V- k(1) v(z,x)]} 4V =0
v Lot
Y dado que el volumen es arbitrario, el integrando debe anularse idénticamente en el dominio

espacial del flujo (Ferndndez, R. & Ortega, J., padg. 67). Esto implica la siguiente forma diferencial

de la ecuacién de continuidad:

ok
V-(kv) =0
5, TV (k)
0, en una dimensién espacial,
dk  d(kv)
=0
or T Tox

Que es la ecuacién de conservacién de la masa en forma diferencial. En términos del flujo, esta

ecuacién puede escribirse como:

dk(t,x)  dq(t,x)
=0
o ox
Ast, la ecuacién de conservacion viene dada por:

ok dq
o + Fri 0. (2.23)

Donde k y g representan la densidad del trafico y la tasa de flujo,respectivamente. Mientras que, x
es el espacio y ¢ el tiempo. Adicionalmente, el modelo LWR suele ir acompanado de la relacién

fundamental de flujo de tréfico dada por:
q = uk. (2.24)

Donde u es la velocidad media espacial de los vehiculos que circulan por el espacio considerado en
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cuestion.

Asi pues, el modelo LWR tiene por objetivo ilustrar la relacién fundamental existente entre las
variables: densidad, velocidad y flujo. Ademads, viene dado por (2.22)-(2.24), es una ecuacion
diferencial parcial hiperbdlica, la cual serd simulada numéricamente a través del esquemas FTBS
y del esquema DuFort-Frankel, para aproximar la derivada de la funcién en un punto dado.Se
recuerda que los modelos tipo LWR, deben aproximarse numéricamente tal como se sugiere en
(Treiber, M. y Thiemann, C., 2013, pag.90.).

En el Capitulo IV, se utilizardn cada una de las bases tedricas proporcionadas en este capitulo, a fin de
utilizar la diferenciacion numérica para aproximar las soluciones del modelo LWR. Adicionalmente,
se estudiard la estabilidad, consistencia y convergencia tanto del esquema FTBS como del esquema

DuFort Frankel, comparandolos en diferentes escenarios del modelo LWR.
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CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

El presente capitulo detalla el marco metodolégico, el cual proporciona una base sélida y
estructurada. Se detalla el enfoque, disefio y alcance que se utilizaron para responder a los objetivos
planteados y abordar el problema de investigacion. Asimismo, se presentan cada una de las
actividades que fueron consideradas para garantizar no sélo la correcta ejecucién del trabajo de

integracién curricular, sino también su validez y la confiabilidad de los resultados obtenidos.

3.1. Descripcion de enfoque, alcance, diseino, tipo, métodos, técnica e instrumentos de

investigacion

El presente trabajo de integracién curricular, fue llevado a cabo bajo un enfoque cualitativo, con
alcance descriptivo y un disefio de investigacién documental. Esto se debe a que su objetivo se
enfocd principalmente en la revision bibliografica de fuentes secundarias, con el fin de comprender y
detallar esquemas de diferencias finitas, como son: el esquema FTBS y esquema de DuFort-Frankel.
En tal virtud, el presente trabajo de integracién curricular adopta un enfoque cualitativo con el
objetivo de profundizar en los fundamentos tedricos del modelo LWR, asi como las propiedades
de consistencia, estabilidad y convergencia de los esquemas en diferencias finitas mencionados
anteriormente.

Asimismo, la metodologia contempla un alcance de investigacién descriptivo que abarca los
métodos de diferencias finitas, y se enfoca en el andlisis de propiedades y las caractericas del modelo
matemdtico LWR, las cuales serdn implementados en Python para la resolucién de problemas
concretos utilizando el método de diferencias dinifinitas.

Ademads, el disefo de investigacion del presente trabajo de integracién curricular es documental ya
que tiene por objetivo revisar y reflexionar sistematicamente la bibliografia relacionadas con temas
de diferenciacion numérica, métodos de diferencias finitas, consistencia, estabilidad y convergencia
de esquemas numéricos.

Estos tres aspectos metodolégicos permitieron consolidar un documento que sirva como guia para la
comprension y la aplicacién de métodos de diferencias finitas en modelos matematicos asociados al
flujo de tréfico vehicular; asi como para los estudiantes de la carrera de Matemaética de la ESPOCH,
que se encuentren interesados en el proceso de discretizacion de ecuaciones diferenciales parciales

por medio de esquemas de diferencias finitas.
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Asi pues, para alcanzar el propdsito de la investigacion planteada se plantearon las siguientes

actividades:
1. Seleccién y organizacién de material bibliogréfico.

2. Revision y andlisis critico de la bibliografia, para entender y describir los aspectos relevantes
de la ecuacion LWR y su discretizacion; asi como una breve descripcién del método de las

caracteristicas.
3. Asimilar a detalle los esquemas en diferencias finitas: DuFort-Frankel y FTBS.

4. Utilizacion del lenguaje de programacién Pyton para la implementacién de los métodos

propuestos y su comparacion de la resolucién de la ecuacion LWR.
5. Descripcidn y andlisis de los resultados.

6. Consolidacion del documento de titulacion.
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CAPITULO IV
4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

En el presente capitulo, se desarroll6 el estudio de las propiedades de estabilidad, consistencia
y convergencia tanto del esquema FTBS como del esquema DuFort-Frankel, con base en las
referencias tedricas propuestas. Ademads, se llevo a cabo el estudio analitico en el que se concretaron
las simulacién del modelo LWR en Python. Para lo cual, se realiz6 la aproximacién de la siguiente
ecuacioén en derivadas parciales, por medio de los esquemas de diferencias finitas ya mencionados.
Consideramos un problema de valor inicial dependiente del tiempo, definido en un dominio acotado
Q) =]0,L][, donde se busca k : [0,T] x O — R tal que

% (r,x)+ % (1,x) =0, Vrelo,T[, Velo,L]

k(0,x) =ko(x), V€]0,L]

.1

Esta ecuacién es el conocido modelo LWR que describe la evolucién del flujo de trafico en un
dominio dado a lo largo del tiempo, en funcién de la densidad de vehiculos y la velocidad del flujo.
Es un ejemplo de una ecuacion diferencial hiperbdlica. La funcién k(-,-), solucion a esta ecuacion,
describe la densidad de vehiculos en una ubicacién dada x en el tiempo. En adicién, la densidad
de tréfico de los vehiculos, que estd relacionada con el flujo g y la velocidad u segin la siguiente
relacion:

q(k) = ku(k).

Por otro lado, el modelo de Greenshield conecta la densidad de trafico k y la velocidad del trafico u

mediante una relacion lineal expresada asi:

u(k) = tmax <1 - k )

kmax

donde u representa la velocidad del trafico en una densidad de trafico dada; umax es la velocidad
de flujo libre, que representa la velocidad maxima cuando la densidad del tréfico es baja y kmax

densidad méxima de tréfico que la carretera puede manejar sin congestion.

4.1. Meétodo de las caracteristicas para el modelo LWR

Para resolver la ecuacidn diferencial parcial
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dk dq
—4+=—=0, = uk

ot ' ox 1

utilizando el método de las caracteristicas, primero necesitamos encontrar las curvas caracteristicas.

Esto implica resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

dr | dx dk 0
s ds " ds

La dltima ecuacién indica que k es constante a lo largo de las curvas caracteristicas, lo que significa
que k es una funcion constante a lo largo de cada curva caracteristica.

Una vez que se han encontrado las curvas caracteristicas, podemos escribir la solucién general de k&

como una funcién de estas curvas. Si kg es el valor de k en alguna curva caracteristica inicial (es

decir, para s = 0), entonces la solucién general para k es:

k(t,x) = ko(x—ct)

donde ky es una funcién arbitraria de las variables ¢ y x. Esto significa que el valor de k en cualquier
punto (z,x) es igual al valor de k en la curva caracteristica que pasa por ese punto en el tiempo
t=0.

En resumen, si ¢ = uk, entonces la solucién de la ecuacién diferencial parcial utilizando el método
de las caracteristicas implica que k es constante a lo largo de las curvas caracteristicas y su valor
en cualquier punto (z,x) se determina por el valor de k en la curva caracteristica que pasa por ese

puntoent = 0.

Grafico de k(t, x) =kolx —ct)

10 Perfil triangular de densidad inicial (ko)

Kt x)
S

Densidad inicial (k0)
=

-2

0 2 4 3 8 10
Posicion (x)

(a) Densidad inicial kg: constante (b) Densidad inicial ky: Triangular

Ilustracion 4-1: Perfiles de densidades iniciales de trafico vehicular
Realizado por: Paredes, Andrea, 2024.
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4.2. Bien posicionamiento del problema

En Matematica, un problema bien planteado o bien posicionado es un problema de valor inicial o de
Cauchy, el cual posee al menos una solucién u(x,7) la cual es tnica. Asi, la existencia de soluciones
se refiere a la capacidad del modelo para encontrar una solucién que satisfaga las ecuaciones y las
condiciones dadas.Ademds, la solucién dnica u(x,t) depende de las condiciones iniciales. En tal
virtud, es pertinente que modelo LWR esté bien planteado, es decir, que sus soluciones garantizen
su existencia, unicidad y estabilidad. Lo que asegura que el problema tenga soluciones significativas
y que estas soluciones sean estables y predecibles.

Para profundizar en este aspecto, se recomienda consultar el articulo “Coupling of
Lighthill-Whitham—Richards and Phase Transition Models"de Mauro Garavello y Benedetto
Piccoli. Este articulo demuestra la existencia de soluciones al problema de Cauchy con datos
iniciales arbitrarios de variacién acotada, mediante la técnica de seguimiento del frente de onda.
Asi como el articulo “ The Entropy Solutions for the Lighthill-Whitham-Richards Traffic Flow

Model with a Discontinuous Flow-Density Relationship".
4.3. Discretizacion del modelo LWR mediante esquemas de diferencias finitas

En esta seccion discretizamos la ecuacién (4.1) mediante esquemas de diferencias FTBS y

DuFort-Frankel.
4.3.1. Esquema FTBS

Para llevar a cabo la formulacién en diferencias finitas de la ecuacién LWR por medio del esquema
FTBS, debemos recordar que la derivada temporal es aproximada a través de la diferencia finita
hacia adelante (Forward-Time), mientras que la derivada espacial se aproxima por medio de la
diferencia finita hacia atrds (Backward-Space). Por lo que las ecuaciones (2.22)-(2.24), quedaran
discretizadas como se ve a continuacion.

i. Ecuacion de LWR: 1
I’l+ n n n
kj - kj q; =49,

=0. 4.2
At Ax 4.2)
Donde k;“ = k(nAt, jAx).
ii. Relacion fundamental de flujo de trafico
qj = ujk;. 4.3)

23



iii. Relacion entre velocidad y densidad
k"
w=r(1-2). (44)

Una vez discretizadas las tres ecuaciones que conforman el modelo LWR de acuerdo al esquema
FTBS, resta expresarlo en una sola ecuacion. Para ello, se empieza por sustituir (4.4) en (4.3) como

sigue:

qj =ujk;
K
_ J
4=r(1-3)]6
n_ - E g (4.5
qj = Fkj—Lkikj. )

Abhora se sustituye la ecuacién (4.5) en la ecuacién (4.2), obteniendo asi:

Fin F n +1
Fiks-' B fkjk;? B Fk;?_l N Fk;?_]k?_l _ li] B k;? “6)
Ax Ax Ax Ax At At '

Se multiplica por At la ecuacion (4.6), obteniendo asi:

At . AMF . At AtF
—ij———k-k-——ij,l—l-EE i1

__n n+1
Ax AxK I T Ay Ky =kj—kj". (4.7)

Se despeja el término k’}“ de la ecuacién (4.7), obteniendo asi:

At F At At At F
+1 _
ki =K A kNl — a k4 a ki = R gki-ikire

Sacamos factor comin de k7, k7_; y %F respectivamente. Obteniendo asi la formulacién en

diferencias finitas del modelo LWR por medio del esquema FTBS:

At k’?ﬂ At k%,
nt+l _pniq 22 _J 1 = _ =
kj —k] [1 AxF (1 X +k;‘,1 [AxF< X . (4.8)

A partir de la (4.8) se obtiene el siguiente esquema FTBS para (4.1):

K =K1 —r(1 =)+ K [r(1—d)] 4.9)
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Y asu vez, (4.9) puede expresarse mediante el siguiente sistema de ecuaciones:

2 1
K ! (1—r) 0 - 0 (I—¢) 0 - 0
3 2
8|8 0 (1—r) - 0 0 (1-¢) - 0
+1
% K 0 0 - (1-r) 0 0 - (1—¢)
k| r 0 0\ [((1-d) 0 0
. K 0 r 0 0 (1—4d) 0
K 00 - r 0 0 - (1—d)
Ahora, se supone que el vector de valores de la solucién k"l = [k’f“,k;‘“,...,kx,ﬂ]T de las

ecuaciones de diferencias finitas en el nivel de tiempo n + 1 estd relacionado con el vector de

valores de solucién en el nivel de tiempo n por la ecuacién
K =K (T 1) (T )] + K] [r(T—d)].

donde k';Jrl y K’ representan los vectores de soluciones en los pasos de tiempo n+ 1y n
respectivamente, en el punto de la malla j, mientras que K’;_, representa el vector de soluciones en
el paso de tiempo 7 en el punto de la malla j — 1. Por otro lado, r, ¢ y d son las matrices diagonales

de N x N que corresponden a los coeficientes indicados en la discretizacién (4.1).

Una consecuencia prictica de esta notacion es el estudio de la estabilidad a partir de las normas
matriciales de (I —r)(I—c¢) y r(L —d), las cuales deben ser compatibles con una norma de k.
Esto implica asegurar que la solucién numérica de una ecuacioén diferencial parcial no crezca
incontrolablemente con el tiempo. Estas condiciones generalmente se relacionan con propiedades

de las matrices de coeficientes en la ecuacion discretizada.

Al analizar los valores propios de la matriz de coeficientes, se pueden derivar criterios de estabilidad,
asegurando que la solucién numérica permanezca acotada en el tiempo. Esto es crucial para obtener
resultados precisos y confiables en simulaciones numéricas tal como se encuentra detallada en el

Capitulo 2 de (Smith, G.D., 1985).
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4.3.2. Esquema DuFort-Frankel

Para llevar a cabo la formulacién en diferencias finitas de la ecuacion LWR por medio del esquema
DuFort-Frankel, debemos recordar que la derivada temporal es aproximada a través de la diferencia
finita central de primer orden, mientras que la derivada espacial se aproxima por medio de la
diferencia finita central de segundo orden. Por lo que las ecuaciones (2.22)-(2.24), quedaran

discretizadas como se ve a continuacion.

i. Ecuacion de conservacion:

Derivada temporal: Diferencia finita central de primer orden:

ok k;Hrl —k?_l
- 2A

Derivada espacial: Diferencia finita central de segundo orden:

’q _ 9~ 24+ di

o (Ax)?

Ademds, se debe reemplazar el término ¢’; por:

n+1 n—1
q; +6]j ‘

qj = 5

Por lo que la aproximacion de la derivada espacial sera:

a1
I’ _dj1—4; —49; T

x>~ (Ax)?

De modo que (2.23) quedara discretizada cémo sigue:

1 ~1 1 —1
2Nt (Ax)? ' '
ii. Relacion fundamental de flujo de trafico
q; = uk}. 4.11)
iii. Relacion entre velocidad y densidad
kK"
u']?:F(lIé). 4.12)



Una vez discretizadas las tres ecuaciones que conforman el modelo LWR de acuerdo al esquema
DuFort-Frankel, resta expresarlo en una sola ecuacidn.

Para ello se empieza sustituyendo (4.12) en (4.11) como sigue:

qj =ujk;
K
_ j
4=r(1-3)]%
J = Fk"—Ek’;k;’ 4.13)

Abhora se sustituye la ecuacién (4.13) en la ecuacién (4.10), obteniendo asi:

1 1 Fpntlpn+l -1
Ky _ PR, N LA N N K
2At (Ax)? (Ax)? Ax)? (Ax)? 2At @.14)
~1  Fpn—lpn—1 :
+Fk’} B fk;f k;f B FK;_ N Kk;’ 1Ky
(Ax)> (Ax)? (Ax)? 0 (Ax)?
Se multiplica la ecuacion (4.14) por 2A¢, obteniendo asi:
2At 2At F 2At 2At F
kr.H»l - _ FK" K kn kn+1 kn+lkn+l
J (Ax)2 j+1+(A )2K J+1 +1+( ) (A )2K J @.15)
2At 2At F 2At 2At F ’
k! Fky~ - ! — FK] —K K
Tk (Ax)2" (Ax)ZK i (Ax)? 1T A2 (Ax)2 K"/~ 1%j-1
n+1 pn—1 2At
Sacamos factor comtn de K, K, k7L kG y (Ax)? ——— F respectivamente, obteniendo asi la

formulacion en diferencias finitas del modelo LWR por medio del esquema DuFort-Frankel:

2t K, 2A¢ k!
Kt = k|- F (1 K Fl1--1—
j f“[ (B2 ( K )% i K

n—1 n
+K)~ 1[1+(1A; ( —k’KN + K7 [@F(—leyﬂ.

De manera anéloga, el esquema DuFort-Frankel puede ser expresado bajo un sistema de ecuaciones,

(4.16)

para ello se reescribe la ecuacién (4.15) como sigue:

2At 2At F 2At 2At F
n+1 n+1 n+lgn+1 __ n n n n—1
U™ Tk T T T T gl TR
2At 1 20t F .1
FK"* _ n—1lpn— .
+<Ax>2 K (A )szj K 4.17)
2 2 F
A FK! | +— ar k k;?_l

(a2 (A2 K
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A continuacidn, se reescribe la ecuacién (4.17) como sigue:

K — ik d (R = =k A d (K )R K —d (K =k d (k).

(4.18)
2At 2At F .
Donde, r:= —=F yd:= 5 —» con lo cual de acuerdo a la ecuacion (4.18) el esquema
(Ax) (Ax)? K
DuFort-Frankel puede ser expresado como el siguiente sistema de ecuaciones:
2 ro0 -0 & d 0 - 0 ()2 ro0 0\ (ki d 0 0\ [k}, 1)
i3 0 r - of| & 0 d - 0f] ()2 0 r 0 | #, 0 d 0|32
- + =- o+ .
s 0 0 )\ 0 0 - d) \WH? 0 0 o r)\ry, 0 0 e d) \(k)?
K P00\ [ d 0 0\ [ ro0 0\ (kL a0 0\ ((kj-p?
K} 0 r - 0 K 0 d - 0 (k})? 0 r 0] |K 0 d of ] )?
+ o+ R B B o - R | N S A @.19)
! 0 0 o r)\e! 0 0 ) \(W]')? 0 0 - r) K, 0 0 a) \(K'_,?

El sistema vectorial que representa la expresion dada en (4.19) es el siguiente:

K = K (1) (I—¢) + K., (r(I—d))
—rk, +dk3, | +K) +rk) —dk’
—rk} | 4dk; .
Como se pudo evidenciar, los sistemas matrciales descritos tanto por el esquema FTBS como por
el esquema de DuFort-Frankel, no describen el sistema matrial usual dado Ax = b. En cambio,

podemos observar que sus sitemas matriciales estan compuestos por el producto de una matriz

diagonal cuadrada y un vector.

4.4. Consistencia, Estabilidad y Convergencia de las diferencias finitas para la ecuacién

LWR

Es importante que un esquema numérico sea eficiente, es decir, que a medida que Af, Ax tienden a
cero sus soluciones se aproximardn hacia la solucién de la ecuacién. Cuando esto sucede, decimos
que dicho esquema es convergente. En tal virtud, a continuacién se presenta el estudio realizado de

consistencia y estabilidad tanto del esquema FTBS como del esquem DuFort-Frankel.
4.4.1. Consistencia de los esquemas

Teorema 4.1. El esquema FTBS (4.9) de la ecuacion LWR es un esquema consistente.

Demostracion. Para probar que el esquema FTBS es consistente, se usa el desarrollo de Taylor

de k;“ y q;L 1 con el fin de harrar el error de truncamiento. Para el caso de k?“ , se utilizan los 4
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primeros términos del desarrollo de Taylor al igual que en el caso de ¢_;, con el fin de aproximar

la ecuacion (4.2), es decir:

K —pr gt — gt
J Jo 4 Al

At Ax =0
2 n n 0 (Ax)? 92
k7+At‘3’;+(/§’)§Z‘+ﬁ((m)3)—k;!+qj—[qj—AXaZJF -0 (0] .,
At Ax '
p] A 2 (92 p) Ax 2 (92
%+AI7’§+%7§+@°((N)3)—%+%—%+Ax?i—%rﬁ+ﬁ((m)3) _
At Ax
2 x2 2
Aok BE Pk g ((Ar)?) . Axl— RS 4 0 (A1)
At Ax
1 1 2 1 1 2
ok ko | ﬁgaq eI rg o)
t ot X 2012 XF xox AKX 20x2 X
ok At 0%k dq Axd’q
— 4= A+ = ——2 Ax)?) =0. 4.2
o T2 an TO(BN) G~ 5 e T O (897 =0 20
A continuacidn, se reescribe la ecuacion (4.20) como sigue
2 2
ok aq+gﬂ—gﬂ+ﬁ((m)2)+ﬁ((m)2) =0. 4.21)

FT RN R e

Segtin el modelo LWR, la ecuacién (4.21) se expresa como

R TR FoRa ((A1)*) + 0 ((Ax)*) =0.

S I R R + 0 ((A1)* + (Ax)?).

Y si Ax como At tienden a cero, se tiene como resultado que

lim e =0.
ArAr—o A0A!

Esta expresion indica que conforme los intervalos de espacio y tiempo se hacen infinitesimalmente

pequeiios, el error de consistencia tiende a cero.

O]

Por lo tanto, se puede concluir que el esquema FTBS es consistente y presenta un error cuadratico

tanto en tiempo como en espacio.

Teorema 4.2. El esquema DuFort-Frankel (4.18) de la ecuacion LWR es un esquema consistente.
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Demostracion. Para probar que el esquema DuFort-Frankel es consistente, se usa el desarrollo de
Taylor de k”.i], q’]’jEl y q? 11> con el fin de harrar el error de truncamiento. Para el caso de k?il , Se
utilizan los 3 primeros términos del desarrollo de Taylor al igual en el caso de q”il mientras que

en el caso de ¢’} se utilizaran los cinco primeros términos del desarrollo de Taylor, para aproximar

la ecuacioén (4.10), es decir:

krg-i—l _ k’!*l q’}'—&-l q;H—l q;kl +‘I?_1

2At (Ax)?

=0.

K+ Atk + 0 ((Ar)?) — [k;z—m%+ﬁ((m)2)]+ g1+ Ax3L + 6 (A)2)] - [ — AxGE + 0 ((Ar)?)]
201 (Ax)?
x)2 x)3 93 n X 3
LA S GRS 0 (") gy - Axt 4 RS- (R o (a0
(Ax)? '

Se eliminan los términos opuestos:

B+ A G+ O (AT — B+ A M+fq’}—Ax%—ﬁ((At)2)—q;?—i—Ax%fﬁ((At)z)

2At (Ax)?

x)? 9 x)? n X
LG ey %Jr%ﬂ%((m)“)w,— 204 B2y B2 o ((Ax))
(&P

(4.22)

Al simplificar la ecuacién (4.22) se tiene:

26575 )= 5 0 (A1) ~gj+ Al - 0 (0?) 25+ (A5 +20 (A0)) _
2KT (Ax)? (Ax)? :

ok 2" 20(M)7) 24" 2 20((A0))
a B ar A e T

ok  d%q At
5 T2 2Jrzﬁ((Ax) ) — M((m) ) =0.

Ahora resta hallar el error de consistencia, denotado por eay ;-

ok d%q At
envar = - +a 2Jrzﬁ((Ax) )+2ﬁ<<Ax) )
N———

=0

eaxnr =20 ((Ax)2—|— (Z)z) .

y asi se ve que
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Ahora hallamos el limite del error de consistencia cuando Ax y At tienden a cero.

Iim e =0.
Ardr—0 A

O]

Por tanto, podemos afirmar que el esquema de DuFort-Frankel es consistente y posee un error
cuadrético tanto en tiempo como en espacio. La presencia de (%) sugiere que el error también
depende de la relacion entre Ar y Ax. Esta relacion es importante en esquemas numéricos, ya que

afecta la estabilidad y la precisién del método. Cuando la relacién ﬁ; es grande, se puede esperar

que este término contribuya significativamente al error de consistencia.
4.4.2. Estabilidad de los esquemas

Teorema 4.3. El esquema FTBS (4.9) es condicionalmente estable en la norma L?, siempre y

cuando se cumpla la condicion CFL %u <1
Demostracion. Partimos de (4.2), es decir

K —kn gt —gt
J Sy T !

=0.
At Ax
ANt p2imjx _ pn 2imjx  An2imjx AneZin(jfl)x
=0.
At + Ax
Multiplicamos por At, obteniendo asi:
AL 2imjx _ pnp2imix ﬂAn (€2iﬂjx_€2i7r(j71)x) -0
Ax ’
Dividimos para e?™/*,
At At ;
An+1 A AT g —2imx _ 0.
* A A€
Obtenemos que:
At 5
A—1 =% (e*™ —u).
Por propiedades de valor absoluto, se tiene:
At | 5 At |, o5
|A| :'1+Ax(e ””—u)‘ < 1—}—&’(6 '”"—u)‘.
De donde
AV AV
L (™ )| < 1 €™+ Jul).
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Asi,
At

Al <1
A < +Ax

(I+u) <L
Donde,

At
A—(1+u)§1, siysélosi (14u)At < Ax.
x

Ademds, tenemos que
At

1—— 1— —2i71:x.
A=)

Recordemos que e~ 2™ = cos(27x) — isen(27x), con lo cual tenemos que:

1 — e %™ =1 — cos(27mx) +isen(27x) > 1 — cos(27x).

N————
>0

1 —e 2™ >1 —cos(2mx).
Por tanto, se sigue que (4.23) cumple la siguiente desigualdad.
At ; At
1— —u(l—e ™) <1——u(l—cos(2mx)).

Ax Ax

Entonces,

At
Al < |1— A—u(l —cos(2mx))| < 1, siy sélo si:
x

At
—1<1- A—xu(l —cos(2mx))< 1.

A
o< —A—;u(l — cos(27x))< 0.

A
0< A—iu(l ~ cos(27x)) < 2.

4.23)

At
Para que se cumpla la desigualdad Al (1 —cos(27x)) < 2, dado el hecho de que 1 —cos(27mx) < 1,
x

es necesario que:

Por lo tanto, observamos que:

ult < Ax.

N,
Axu_ .
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Por consiguiente, concluimos que el esquema FTBS es condicionalmente estable, siempre que
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Teorema 4.4. El esquema DuFort-Frankel (4.18) es condicionalmente estable para la norma L?

siempre y cuando se cumpla la condicion CFL (Z%Z <1

Demostracion. Para el desarrollo de la demostracién, partimos de (4.10):
1 -1 +1 -1
K=k —d g
2At (Ax)?

=0. (4.24)

Se reescribe (4.24), teniendo en cuenta que k;? = A"e?™/* obteniendo asi:

ANl p2imjx _ gn—12injx AneZiﬂ(j+l)x — Antl2imjx _ An—1 2imjx +An62in(j—1)x

=0.
2At (Ax)?

Multiplicamos por 2At? y a continuacién dividimos para e*”/*, obteniendo asf:

2At

. 2At 2At 2At .
AnJrl 7An—1 Al 2imx An+1 _ An—l A" —2imx _ .
Tat T T Tt Tt 7Y
Dividimos para A".
20t . 2At 2At 2At .
A _A—l 2iwx A— A—] —2imx _ 0.
Tt Tt gt T
2At . . 2At 2At
A _A—l 2imx —2imx _ A _ A—l — 0
T T Gt

eZiTcx + 8721'717)(

Recordemos que cos(27x) = , de donde se sigue que e*™ + =2 = 2 cos(27x).

2
2At 2At 2At
A-A"" 2cos(27x)] — —5A — =0
+ (A [2cos(27x)] (A2 (A2
Simplificando términos, obtenemos:
2At
A—1= WA — 2COS(2TCX).

De manera andloga a la demostracién de la estabilidad del esquema FTBS, llegamos a la condicién

CFL para el esquema de DuFort-Frankel, la cual est4 dada por 2At < (Ax)?.

4.4.3. Convergencia de los esquemas

Para determinar la consistencia de ambos esquemas, recurrimos al Teorema de Lax, el cual establece
que un método numérico es convergente si y solo si es consistente y estable.

Por lo tanto, dado que tanto el esquema FTBS como el esquema de DuFort-Frankel son consistentes
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y estables, también son métodos convergentes. Esto significa que, en los resultados obtenidos, los

niveles de error disminuirdn de la manera més rdpida posible.
4.4.4. Simulacion Numérica de la Ecuacion LWR

A fin de comprender el comportamiento del flujo de tréfico vehicular, se realizé la simulacién
numérica de cada uno de los esquemas de diferencias finitas trabajados. Actividad que falicit6 la
comprension del comportamiento de la ecuaciéon de LWR discretizada tanto en el esquema FTBS
como en el esquema DuFort-Frankel.

A continuacién se presentan las graficas de los esquemas FTBS y DuFort-Frankel. Para esto
se consideraron los siguientes datos: velocidad flujo libre o velocidad maxima de F = 50
[km/h], densidad de atasco o densidad maxima de K = 120 [v/km], discretizacién espacial de
dx = 0.1 [km)], discretizacién temporal de dt = 0.0002 [h], longitud del banco de pruebas de

Xmax = 10 [km] y un tiempo total de simulacion de #,,,c = 4/3600 [h].

Densidad de trafico k(x,t) - Superficie

Densidad de trafico k(x,t) - Contorno

o
©

0.6

0.4

Densidad de trafico (vehiculos/km)

0.0 . Esps.. 6
0 2 4 6 8 10 9cio (k) 8 10 0

Espacio [km]
(a) Dénsidad-Contorno (b) Dénsidad-Superficie

Iustracién 4-2: Dénsidad de trafico vehicular

Realizado por: Paredes, Andrea, 2024.

La Figura 4-2a representa la densidad de trifico mediante a través de curvas de nivel, donde el eje x
representa el espacio, el eje y representa el tiempo (en kilémetros y en segundos,respectivamente.
Las curvas de nivel nos indican los diferentes niveles de densidad de trafico.Por otro lado, la figura

4-2b nos muestra cémo se visualiza la figura 4-2a en tres dimensiones, teniendo en cuanta que el

eje z representa la densidad de trafico.
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Densidad de Trafico - Modelo LWR

Densidad de Trafico vs Espacio en t = 1.4400000000000002 segundos
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Tlustracion 4-3: Dénsidad de trafico vehicular
Realizado por: Paredes, Andrea, 2024.

Comparacion de Densidad de Trafico vs Espacio en t = 1.4400000000000002 segundos
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TIlustracién 4-4: Comparacion con la solucién analitica
Realizado por: Paredes, Andrea, 2024.

En base a la Figura 4-4, se puede evidenciar que el esquema DuFort-Frankel, es el que més se aleja

de la solucion de la ecuaciéon LWR, a diferencia del esquema FTBS que se proxima muy bien a la

solucion analitica.

Las siguientes simulaciones fueron realizadas con los siguientes pardmetros: dx = 50, dt = 2,

F = %, K= %, obteniendo as{ lo siguiente:
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Diagrama Fundamental

351 —— Flujo con vmax
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Iustracién 4-5: Diagrama fundamental
Realizado por: Paredes, Andrea, 2024.

La Figura 4-5, representa la relacion entre la densidad y el flujo de trafico. En la figura, la densidad
estd representada por el eje x, mientras que el flujo se representa en el eje y. El diagrama fundamental,
es una herramienta que no solo analiza el comportamiento del trafico en diferentes condiciones,
sino que también permite identificar el flujo maximo posible (flujo libre) y la densidad méaxima
posible (densidad mdxima) en una carretera. Ademds, muestra la relacion no lineal que existe entre
la densidad y el flujo, esto implica que a medida que aumenta la densidad, el flujo alcanza un

mdaximo y luego disminuye.

Dinamica del modelo LWR - densidad

Tlustracion 4-6: Dindmica del modelo LWR
Realizado por: Paredes, Andrea, 2024.

En la Figura 4-6, la superficie en 3D nos permite observar cémo el flujo de trafico cambia a medida
que la densidad de vehiculos aumenta o disminuye. En general, se tiene que el flujo aumenta a
medida que la densidad aumenta hasta alcanzar un punto mdximo. Y tras alcanzar el flujo méximo,

el flujo comienza a disminuir a medida que la densidad sigue aumentando.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este capitulo, se presentan las conclusiones obtenidas a partir del estudio del modelo LWR por
medio de esquemas de diferencias finitas. Asimismo, se ofrecen recomendaciones que podrian
ampliar y mejorar el uso de esquemas de diferencias finitas en la simulacién del modelo LWR.
A través de estas conclusiones y recomendaciones, se busca proporcionar un cierre al trabajo de

integracion curricular y orientar futuras investigaciones en este campo.

5.1. Conclusiones

1. Tras el estudio de las condiciones de consistencia, estabilidad y convergencia del esquema
DuFort-Frankel, se observa que este es consistente con la ecuacién de difusién, que es una
ecuacion parabdlica. Sin embargo, el modelo LWR es un modelo hiperbdlico, lo que significa
que tiene caracteristicas de onda y no se puede describir mediante una ecuacion de difusién. Por
lo tanto, el esquema Dufort-Frankel no es apropiado para resolver el modelo LWR en su forma

original.

2. Después del estudio respectivo del esquema FTBS y de su simulacién en Python, se puede
obervar que el esquema no sélo es convergente, sino que este se aproxima de forma correcta a la

solucion de la ecuacion LWR.

5.2. Recomendaciones

1. Se recomienda, ensayar el modelo LWR por medio de diferentes esquemas de diferencias finitas,
como son: esquema de Godunov, esquema de MacCormack. Estos esquemas estan disefiados
especificamente para resolver ecuaciones hiperbdlicas y son mds precisos y estables para este

tipo de modelos.

2. Dado que el presente trabajo fue realizado con datos sintéticos, se sugiere realizarlo con
datos reales, para poder ver estudiar el comportamiento tanto del esquema FTBS como de

DuFort-Frankel al ser simulados con datos reales.

3. Debido a que la ecuacién LWR es hiperbdlica de tipo conservacion, se recomienda utilzar un
esquema de volimenes finitos. Ya que, este método posee el principio de conservacién con lo

cual se podra aproximar la solucién de mejor forma.
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