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RESUMEN

La Geometria Analitica es una rama de la matematica de fécil visualizacion en la vida cotidiana,
pero a pesar de esto, existen dificultades en su ensefianza y aprendizaje, lo que ocasiona indeferencia
en los alumnos al momento de estudiar esta ciencia. Ademds, existe la necesidad que adquieran
conocimientos precisos y un aprendizaje significativo de Geometria Analitica, particularmente en
conicas. Por lo tanto, el objetivo del presente trabajo de investigacién fue disefiar un documento
referencial en el que se enuncie una propuesta metodoldgica para la ensefianza y aprendizaje
de Geometria Analitica a través de la resolucién de problemas. La metodologia utilizada tuvo
un enfoque cualitativo con alcance descriptivo y disefio de investigacion documental. Debido a
que se recolectd informacion de Geometria Analitica, resolucién de problemas y herramientas
tecnoldgicas utilizadas para el estudio, a través de fuentes bibliograficas veridicas, como lo
son articulos cientificos y libros. Ademas, se detall las caracteristicas mas importantes de la
investigacion tales como: definiciones y caracteristicas de problema, resolucién de problemas
y contextualizacién. Como principales resultados se plantearon seis fases para la resolucién de
problemas de Geometria Analitica, en especifico conicas. De igual manera, se abord6 un conjunto
de problemas contextualizados, en los cuales se aplican las fases propuestas para encontrar su
respectiva solucién. Ambos elementos, cristalizaron un documento referencial con caracteristicas
tedricas y practicas donde se destacan los aspectos visuales de la Geometria. Este material
servird como instrumento alternativo para la ensefianza y aprendizaje de Geometria Analitica. Se
concluye que a través de este documento referencial se pueda contribuir al desarrollo de una visién
geométrica en los aprendices a partir de la resolucion de problemas, asi como también, mostrar un

escenario atractivo para el estudio en otras dreas de la matematica.

Palabras clave: <RESOLUCION DE PROBLEMAS>, <HERRAMIENTAS
TECNOLOGICAS>, <GEOGEBRA (SOFTWARE)>, <PROBLEMAS

CONTEXTUALIZADOS >, <FASES>, <CONICAS>, <GEOMETRIA ANALITICA>.
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ABSTRACT

Analytical Geometry represents a branch of mathematics easily visualized in everyday life.
Despite its practicality, challenges persist in its teaching and learning processes, leading to
student indifference towards the subject. In addition, there is a need for learners to acquire
accurate knowledge and meaningful learning of Analytic Geometry, particularly in conics.
Therefore, the aim of this research was to address these issues by designing a referential
document in which a methodological proposal for the teaching and learning of Analytical
Geometry through problem-solving is enunciated. The methodology used had a qualitative
approach with descriptive scope and documentary research design, given that information on
Analytical Geometry, problem-solving, and technological tools used in the field was gathered
from reliable bibliographic sources, including scientific articles and books. Moreover, the research
meticulously details key aspects, such as problem definitions and characteristics, problem-solving,
and contextualization. The primary outcomes of the study delineate a six-phase framework for
problem-solving in Analytical Geometry, specifically conics. Likewise, a set of contextualized
problems was explored, applying the proposed phases to derive solutions. Both elements
generated a reference document with theoretical and practical characteristics where the visual
aspects of Geometry are highlighted. This material will serve as an alternative instrument for the
teaching and learning of Analytic Geometry. It is concluded that this reference document can
contribute to the development of a geometric vision in learners through problem-solving, as well

as to show an attractive scenario for the study of other areas of mathematics.

Keywords: <PROBLEM-SOLVING>, <TECHNOLOGICAL TOOLS>, <GEOGEBRA
(SOFTWARE)>, <CONTEXTUALIZED PROBLEMS>, <PHASES>, <CONICS>,
<ANALYTIC GEOMETRY >.
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INTRODUCCION

Al observar atentamente a nuestro alrededor se puede apreciar que la Geometria se encuentra tanto
de forma natural como en obras realizadas por el hombre. Por ejemplo, en el primer caso se tienen
las orbitas del sistema solar que son de forma eliptica; la corola de un girasol tiene forma de
una circunferencia; el recorrido de un ave puede ser de forma parabdlica; entre otras. Mientras
que, en el segundo caso, se pueden mencionar las estructuras de edificios, casas y puentes, es
decir, los arquitectos suelen poner en prictica las herramientas que ofrecen las formas geométricas

estudiadas en Geometria, en particular la Analitica, para estructurar y embellecer sus obras.

En este sentido, Ferndndez (2018) manifiesta que se coordinan armoniosamente la vision exterior,
que contempla la naturaleza para descubrir sus leyes, es decir, como la Geometria puede llegar
a explicar estos fendmenos; y la vision interior, que describe lo que es realizado por parte del
hombre y lo que hace progresar la ciencia. Es asi que, prestando atencion al entorno se podria
ilustrar conceptos relacionados con Geometria que cominmente se estudian tedricamente en las
aulas de clases. Esta perspectiva ayudaria a optimizar el proceso de Ensefianza y Aprendizaje de

la Geometria, particularmente con una visién préctica.

Partiendo de este hecho tedrico-practico (contenido-contextualizado, respectivamente) se tendra
un punto de apoyo solido para desarrollar la visién geométrica en los aprendices, lo que abre un
abanico de posibilidades para optimizar el estudio de Geometria. Especificamente, la Geometria
Analitica (GA) es una rama de la matematica de facil manifestaciéon en diferentes dmbitos de la
vida real, lo que se puede tomar como ventaja para la ensefianza y aprendizaje de esta temdtica, y

asi, incentivar y motivar a los estudiantes a un estudio mads significativo, extenso y profundo.

Esto udltimo se puede lograr articulandolo con el desarrollo tecnolégico actual, el cual cuenta con
una variedad de herramientas tecnolégicas tales como: GeoGebra, Desmos, Descartes, Symbolab,
entre otras; que pueden servir de apoyo para el proceso de enseflanza y aprendizaje de varios
tépicos de Matemdtica, en especial para asignaturas como Geometria Andlitica, especialmente por

su caracter visual.

No obstante, a pesar de la presencia de la Geometria Analitica en el entorno y el uso de las
herramientas tecnoldgicas actualmente, existe un rechazo por su estudio o dificultades en su
enseflanza y aprendizaje tanto dentro como fuera de las aulas de clases, debido a que es comin que
piensen que la matemdtica es una ciencia no accesible para todas las personas, lo que predispone

a los aprendices. En adicion, los modelos de ensefianza y aprendizaje tradicionales, como por



ejemplo, el modelo de aprendizaje por transmisién, puede no ser el apropiado para ciertos temas,
y en este caso, para la ensefianza y aprendizaje de una temadtica tan visual como lo es la Geometria.
Ambas circunstancias pueden influir en el proceso, asi como en el interés en el area por parte de

los aprendices.

Referente a lo mencionado, la resoluciéon de problemas puede llegar a ser un recurso de gran
ayuda para la enseflanza y aprendizaje de Geometria Analitica. Para asi, motivar a los estudiantes
a resolver problemas mds complejos y buscar nuevas herramientas para resolverlos. Dado que
varios autores como por ejemplo Skinner (1984) mencionan que el aprendizaje es el resultado de

poner en préctica la resolucién de problemas.

Concretamente, con esta investigacion se cristalizd un documento referencial, donde se define
detalladamente temas de importancia de este estudio, como lo son, cénicas, problemas, resolucién
de problemas, contextualizacién, fases y métodos que proponen algunos autores para la resolucién
de problemas. Asi mismo, unas nuevas fases que se originaron a través de la investigacién

bibliografica, como resultado del presente trabajo.

De este modo, se diseflaron lineamientos importantes e innovadores para la resoluciéon de
problemas de Geometria Analitica, enfocado a cénicas, donde el uso de herramientas tecnoldgicas
y softwares matemadticos fueron fundamentales para este estudio. Ademads, se considera que a
través de esta investigacion, los estudiantes adquieran y desarrollen una visién geométrica, con el
proposito de que puedan desempeiiarse de mejor manera en futuros problemas matematicos. De
la misma manera, se procura presentar el documento referencial como un instrumento de apoyo
para el estudio de Geometria Analitica en los estudiantes de la carrera de Matematica, al igual que
en estudiantes que cursen esta asignatura en otras carreras de la Escuela Superior Politécnica de

Chimborazo (ESPOCH).

En definitiva, este trabajo de investigacion se consolidé a través de 5 capitulos, donde se describen
de la siguiente manera: el primer capitulo se inicia enmarcando el problema de investigacién, en
el cual se define el planteamiento del problema, donde se describen sus principales caracteristicas
para el desarrollo de la investigacion, de igual manera se plantea el objetivo general y objetivos
especificos, para asi tener una guia de como se llevé a cabo el estudio del tema planteado, y por

ultimo su justificacion, en el cual se fundamenta el problema de investigacion.

En el segundo capitulo, se expuso los aspectos fundamentales del tema de estudio, en el cual se
utiliz6 articulos, libros y tesis para sustentar esta seccion, con la finalidad de presentar definiciones
concretas y evidentes. Luego, en el tercer capitulo, se describe el marco metodolégico, donde se

especifica el enfoque, alcance, disefio, técnicas e instrumentos de investigacion que se utilizaron en



este estudio. Posteriormente, en el cuarto capitulo se expone el marco de andlisis e interpretacién
de resultados, en el que se presenta las nuevas fases para la resolucién de problemas y cémo se
organizo el documento referencial que se propone. Para finalizar, en el quinto capitulo se muestra

las conclusiones y recomendaciones de la investigacion realizada.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

En la literatura existen autores como Ferndndez (2018) con el trabajo “la geometria para la vida
y su ensefianza”; Camargo y Acosta (2012) con el articulo “la geometria, su ensefianza y su
aprendizaje”; Aray et al. (2019) con el estudio relacionado con “la falta de ensefanza de la
geometria en el nivel medio y su repercusién en el nivel universitario: andlisis del proceso de
nivelacion de la Universidad Técnica de Manabi”. Estos son algunos trabajos de investigacion a
modo de ilustracién que resaltan la problemadtica que existe entorno al proceso de ensefanza y

aprendizaje de la Geometria.

Dentro del contexto anterior, existe la necesidad de que los estudiantes adquieran conocimientos
s6lidos relacionados con Geometria, particularmente en Geometria Analitica, que conduzca a un
aprendizaje significativo de la tematica. Es decir, el problema se centra en la dificultad latente
dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje en esta rama de la matemadtica, particularmente,
en el estudio de cénicas (circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola). Ademds, a pesar que la
Geometria Analitica es de facil manifestacion en diferentes ambitos de la vida real, no es comun

aprovechar esta perspectiva dentro del proceso en las aulas de clases.

Concretamente, con respecto a la problematica planteada en los parrafos anteriores, la asignatura
de Geometria Analitica de la Carrera de Matemdtica de la ESPOCH no estd extenta de su
manifestacion dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje. Por tanto, se propone en el presente
trabajo, diseflar una propuesta alternativa para el estudio de Geometria Analitica soportada en
la resolucién de problemas, herramientas tecnoldgicas y contextualizacién. En otras palabras, se
espera presentar lineamientos generales que contemplen estrategias innovadoras que articulen
la temadtica de coénicas de manera formal y contextualizada, soportadas en algunos softwares

matematicos que optimizen el proceso de ensefianza y aprendizaje de Geometria Analitica.

Concretamente, se disefié un documento referencial que resalte tres aspectos fundamentales dentro
del estudio actual de Matematica, a saber: a) Matemadtica formal (definiciones, propiedades y
resultados fundamentales); b) Aplicabilidad (ejemplos contextualizados en la vida cotidiana); y
¢) Apoyo tecnoldgico (softwares matematicos tales como GeoGebra, Desmos, Descartes, entre

otros).



1.2. Objetivos

Objetivo general

Realizar un estudio de Geometria Analitica, a través de revision bibliografica (libros, articulos
y tesis) relacionados con cOnicas, para disefiar un documento referencial que contemple una
propuesta metodoldgica para la ensefianza y aprendizaje de la Geometria Analitica a través de
la resolucién de problemas, como material complementario alternativo para los estudiantes de la

carrera de Matematica de la ESPOCH.

Objetivos especificos

e Realizar una busqueda de conceptos de la resolucidon de problemas, mediante la utilizacién de

articulos, tesis y libros, para elegir y organizar los aspectos fundamentales con respecto al tema.

e Analizar los métodos y fases que proponen algunos autores para la resolucién de problemas, a

través de la revision bibliogréfica, para orientar el estudio a una propuesta de nuevas fases.

e Detallar un nuevo grupo de fases para la resolucién de problemas, por medio del estudio

bibliografico, para incorporarlo a la propuesta metodolégica.

e Revisar los aspectos formales de la Geometria Analitica, con respecto a conicas, mediante el
uso de libros clésicos, para utilizar estas definiciones dentro de la resolucién de problemas

geométricos contextualizados con las nuevas fases propuestas.

e Analizar las herramientas tecnoldgicas existentes tales como: GeoGebra, Desmos, Symbolab,
entre otras; mediante el uso de motores de busqueda, para seleccionar aquellas que puedan

servir en la verificacién de las soluciones de los problemas contextualizados.

e Cristalizar un documento referencial, a través del empleo de la informacién adquirida en el
estudio, para realizar una propuesta metodoldgica para la resolucién de problemas enfocados a

Geometria Analitica, especificamente cénicas.

1.3. Justificacion

Se espera que el tema de investigacién muestre un entorno ttil e interesante, donde los estudiantes
puedan adquirir informacion precisa de la resolucién de problemas, herramientas tecnolégicas y
conicas. Dado que la importancia de este estudio, es que los estudiantes adquieran el desarrollo de
una visién geométrica, a través de la resolucién de problemas de cénicas, al igual que el uso de

herramientas tecnoldgicas y softwares mateméticos educativos.



Dentro de este contexto, el presente estudio se justifica principalmente debido a que el documento
ademds de un complemento para el estudio de la Geometria Analitica en la Carrera de Matematica
de la ESPOCH, podra ser un documento visual, tecnolégico y aplicativo. Esto con el propdsito
de incentivar el interés y motivacion en los aprendices por el estudio de Geometria Analitica. As{
mismo, generar un escenario més atractivo para los estudiantes, asi como también un medio para

contribuir al desarrollo de una visién geométrica en ellos.

Debido a la investigacion, se presenta como principal aporte a la Carrera de Matematica de la
ESPOCH un documento referencial que contemple los principales aspectos de la resolucién de
problemas, herramientas tecnoldgicas y conicas. Con miras a proponer un proceso de ensefianza y
aprendizaje de estos temas, principalmente de manera formal (caracterizacion de la Matematica)

apoyada en el uso de herramientas tecnoldgicas (software) y contextualizacion (aplicabilidad).

Pues asi, este material alternativo ofrece una oportunidad, donde los estudiantes que cursen la
asignatura de Geometria Analitica y estudien el tema de cénicas en otras carreras de la ESPOCH,
puedan adquirir un aprendizaje significativo con respecto a sus estudios académicos, a través
de la resolucion de problemas contextualizados. También, se debe mencionar que el documento
referencial toma en cuenta la era digital actual, debido a la utilizacién de herramientas tecnolégicas

disponibles y de libre acceso.



CAPITULO 11
2. MARCO TEORICO

La Geometria es una de las ramas de la matemadtica, la cual puede estar presente en la vida
cotidiana, es por ello que su aprendizaje puede ser contextualizado a través de la resolucién de
problemas. En este sentido, se presenta la siguiente estructura que se organizé segun los intereses

de la investigacién y lo que mejor enmarque el propdsito de este estudio.
2.1. Cébnicas

Se utilizaron los libros de Geometria Analitica de los autores como: Lehmann (1989), Swokowski
y Cole (2009), Benitez y Zaldivar (2011) y Kindle (2007). Debido a que fueron libros esenciales

para la realizacién del primer capitulo del documento referencial y de la siguiente seccién.

Las cénicas son un tema principal en el estudio de Geometria Analitica. De esta manera, Fuller y
Tarwater (1998) mencionan que una cdénica consiste en la gréfica de una ecuacién de segundo grado
en las coordenadas x y y. Esta denominacién viene del hecho de que la curva se puede obtener

como la interseccién de un cono circular recto y un plano.

En este sentido, la Geometria Analitica se remonta a 1637 cuando se publicé La Geometria de René
Descartes (1596-1650) conocido como su creador, en el cual introdujo dos ramas de la Matemética
que no habian tenido ningiin tipo de relacién, a saber, el Algebra y Geometria. Es decir, lo que para
matematicos de esa época no era coherente enlazar el dlgebra y la geometria, Descartes lo presentd

en su libro.

W

Ilustracion 2-1: Retrato de René
Descartes
Realizado por: Hals, Frans, 1648.



Al igual que Descartes, Pierre de Fermat (1601-1665) envio su investigacion titulada Introduccion
a los lugares planos y sélidos el mismo afio que publicé su obra Descartes, pero no fue publicada
hasta un afio después de la muerte de Fermat. Debido a este acontecimiento, normalmente en
Geometria Analitica, utilizamos la mayoria de la notacién matemadtica que Descartes utiliz6 al

escribir su trabajo.

Ilustracion 2-2: Retrato de
Pierre de Fermat
Realizado por: Lefebvre, Rolland, s.f.

Pues asi, la Geometria Analitica consiste en el uso del dlgebra y geometria para el estudio de cuerpos
geométricos con una caracteristica basica, el uso de un sistema de coordenadas, representado a las

figuras con ecuaciones algebraicas.

A continuacién se presentan las definiciones elementales de las principales cénicas, como la
circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola. Ademads, de ser piezas fundamentales en el proceso de

formacion de los estudiantes que se introducen en su estudio.
2.1.1. Circunferencia

Es un lugar geométrico que se mueve en el plano de modo que la distancia desde el punto P a otro
punto fijo C es constante.

A continuacién se muestran algunas ecuaciones importantes de la circunferencia:

Ecuacién ordinaria: Sea (h,k), (x,y) € R? se define la ecuacién de la circunferencia de centro

(h,k) y radio r > 0 como:

(x—h)?+(—k?=r. 2.1



Ilustracion 2-3: Circunferencia con centro en
el origen del plano
Realizado por: Paredes, Jessica, 2023.

Ecuacion general: Sea (x,y) € R y ademds A, B y C constantes, se define la ecuacién como:
x> +y*+Ax+By+C=0. (2.2)
2.1.2. Pardbola

Es el lugar geométrico de un punto P que se mueve en el plano de modo que la distancia de P a un

punto fijo F (foco) es igual a la distancia de P a una recta fija L (directriz).

(P, F)

d(P,L)

®

Ilustracion 2-4: Pardbola con vértice en el
origen del plano
Realizado por: Paredes, Jessica, 2023.

A continuacion se muestran algunas ecuaciones importantes de la parabola:
Ecuacién de la paribola con vértice y eje focal paralelo al eje x: Sea (h,k), (x,y) € Ry p € R

es la abscisa del foco, se define la ecuacién de la pardbola de vértice (h,k) y eje focal y = k como:



(y—k)* =4p(x—h). (2.3)

Ecuacién de la parabola con vértice y eje focal paralelo al eje y: Sea (h,k), (x,y) € R?y p € R

es la ordenada del foco, se define la ecuacion de la pardbola de vértice (h,k) y eje focal x = h como:
(x—h)* = 4p(y—k). (2.4)
Ecuacion general: Sea (x,y) € Ry ademds A, B, C, D y E constantes, se define la ecuacién como:
Ax* +By* +Cx+Dy+E =0. (2.5)

2.1.3. Elipse

Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en el plano de modo que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos Fi, F; es igual a una constante y esta es mayor que la distancia entre los dos

puntos.

<

a(r, Fy)

V
1 Fl

Tlustracién 2-5: Elipse con centro en el origen
del plano

Realizado por: Paredes, Jessica, 2023.

A continuacién se muestran algunas ecuaciones importantes de la elipse:
Ecuacién de la elipse con centro y eje focal paralelo al eje x: Sea (h,k), (x,y) € R*>,a € Resla
longitud del semi-eje mayor y b € R es la longitud del semi-eje menor, se define la ecuacidn de la

elipse de centro (h,k) y eje focal paralelo al eje x como:

-2, kP

- s (2.6)

Ecuacién de la elipse con centro y eje focal paralelo al eje y: Sea (h,k), (x,y) € R>, a € Res la

longitud del semi-eje mayor y b € R es la longitud del semi-eje menor, se define la ecuacidn de la
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pardbola de vértice (h,k) y eje focal paralelo al eje y como:

—k)? —h)?
@M)+@W):L 2.7)

Ecuacion general: Sea (x,y) € R y ademds A, B, C, D y E constantes, se define la ecuacién como:
Ax>+By* +Cx+Dy+E =0. (2.8)
2.1.4. Hipérbola

Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en el plano de modo que la diferencia entre las

distancias de este punto a dos puntos fijos es igual a una constante.

P
d(P,Fl) d(P, FE')
@ *—O
B Wi 2l R L

Iustracion 2-6: Hipérbola con centro en el
origen del plano
Realizado por: Paredes, Jessica, 2023.

A continuacién se muestran algunas ecuaciones importantes de la hipérbola:
Ecuacién de la hipérbola con centro y eje focal paralelo al eje x: Sea (h,k), (x,y) € R?, a € R
es la longitud del semi-eje transverso y b € R es la longitud del semi-eje conjugado, se define la
ecuacion de la hipérbola de centro (h,k) y eje focal y = k como:

(x—h)? (—k? _

=L (2.9)

Ecuacién de la elipse con centro y eje focal paralelo al eje y: Sea (h,k), (x,y) € R?, a € R es
la longitud del semi-eje transverso y b € IR es la longitud del semi-eje conjugado, se define la
ecuacion de la parabola de vértice (h,k) y eje focal x = h como:

—k? (x—h?

=1L (2.10)

Ecuacion general: Sea (x,y) € Ry ademds A, C, D, E y F constantes, donde A y C tienen diferente
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signo, se define la ecuacién de la hipérbola de ejes paralelos a los coordenados como:

A +Cy*+Dx+Ey+F =0. (2.11)

Para profundizar en el tema las definiciones de conicas expuesto en esta seccion, las cuales son

estudiadas en detalle, ver el documento referencial que se encuentra en el ANEXO A.
2.2. Aspectos elementales de los problemas matematicos y su resolucion

Esta capitulo del documento referencial se organiz6 con respecto a la investigacion realizada, en los
que se tomo en cuenta los siguientes autores: Farooq (1980), Daros (2002), Hiebert et al. (1997),
Pozo (1994), Pifieiro et al. (2015), Skinner (1984), Illuno et al. (2021), Allen y Garden (2002),
Okereke (2006), Cai y Lester (2010), Pélya (1962), Pélya (1979), Mason et al. (1992), Guzman
(2006), Gonzélez (2000), Zamora (2013), Meyer et al. (2001) y Wenglinsky (2002).

Los problemas mateméticos buscan encontrar una solucién acertada, a través de una resolucion
efectiva, basdndose en herramientas mateméticas y razonamiento 16gico. Ademads, al resolverlos se
busca que sean contextualizados y tengan un aprendizaje significativo. Dentro de esta perspectiva,

se busca detallar los aspectos elementales de la resolucién de problemas.

A continuacion se presenta el esquema de como se organizé el segundo capitulo del documento

referencial.
2.2.1. Problema

El estudio de cualquier rama de la ciencia, puede determinar ciertos inconvenientes que ayuden a
obtener nueva informacién. De la misma manera, un problema de investigacién genera nuevas ideas
durante el tiempo que se lo aborda. Segin Farooq (1980) “un problema suele indicar un desafio,
cuya solucién se requiere estudio e investigacién” (p. 14). En este caso, al realizar el estudio de
investigacion, se adquiere habilidades y técnicas que son necesarias para encontrar facilmente

informacién.
2.2.2. Resolucion de problema

El aprendizaje de nuevos de temas, se debe a la investigacion que se realiza para obteber nuevo
conocimiento, pues este proceso, es una resolucion a un problema que se tiene. Segin Skinner
(1984) afirma que “la resolucién de problemas se define como la estructura o modelo dentro del

cual tienen lugar el pensamiento creativo y el aprendizaje” (p. 529). En este sentido, su resolucién
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sirve como una herramienta para fomentar la creatividad y habilidad de encontrar una respuesta, ya

sea en el &mbito matematico o en cualquier otro.

2.2.3. Contextualizacion

El conocimiento adquirido al momento de estudiar o investigar nuevos topicos, se relacionan
con los temas que se han aprendido con anterioridad. Por ende, se convierte en un aprendizaje
significativo. Segtin Zamora (2013) dice que “la contextualizacion se define como la conexion entre
los conocimientos y las experiencias” (p. 3). Es decir, el aprendizaje de los estudiantes incrementa
cuando ellos pueden observar como los conceptos aprendidos en las clases se pueden usar en la

vida cotidiana.

2.2.4. Algunas fases propuestas para la resolucion de problemas

En la literartura existen varios autores que proponen fases y métodos para la resolucién de problemas,
entre ellos se pueden mencionar los siguientes autores:
Fases de Gonzalez (2000)

A continuacion, se describe las siguientes fases del autor:

1. Comprensién del problema: en esta fase se realiza una representacion iconica del problema a
través de un dibujo esquematico del mismo, luego una descripcién verbal del enunciado dibujado

y finalmente, una aproximacidn a una estrategia de solucion.

2. Ejecucion de la operacion: aqui se realiza una manipulacién de los elementos tangibles y se

hace una descripcion verbal de los elementos que intervienen en la ejecucion de la operacion.
3. Verificacion de los resultados: en esta fase se realiza un andlisis de los resultados obtenidos.

Fases de Polya (1979)

El autor enlista las siguientes fases para la resolucién de problemas como sigue:

1. Comprension del problema: en este fase se debe comprender cudl es la incdgnita, cuales son los
datos y condiciones, si es posible cumplir con estas condiciones. Ademas, se debe tener una

notacion adecuada.

2. Diseifio del plan: se debe descubrir que tipos de relaciones existe entre los datos recolectados
y la incégnita del problema. Asi como, ver si se realciona con un algtin otro tipo de problema

anterior.

3. Ejecucidn del plan: se realiza el plan de la resolucién y se debe verificar cada paso a realizar.
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4. Verificacién de la solucién obtenida: se comprueba el resultado obtenido y el razonamiento

utilizado, y también, se revisa si existia otra forma de resolverlo.

Se recomienda ver el documento referencial en el ANEXO A, en donde se detalla con mds precisién

todo lo que engloba esta seccion.

2.3. Tecnologias de la informacion y comunicacion

Los autores que se utilizaron en este capitulo del documento referencial son los siguientes: Daher
et al. (2022), Trejo (2018), Garcia et al. (2018), Ain et al. (2019), Bizami (2023), Vlieghe (2014),
Prieto (1989), Gros (2000), Vidal (2010), Marqués (1996) y Ledesma (2004).

La comunicacién que se genera en la actualidad ha evolucionado, pues, las nuevas tecnologias han
brindado facilidades para transmitir informacion, que puede originar nuevo conocimiento. Esto se

ha debido a la conexién que se ha ido desarrollando entre las tecnologias y la comunicacién.

Con respecto a lo mencionado, Baelo y Cantén (2009) definen las tecnologias de la informacién
y comunicacion (TIC) como la realizacién social que facilita los procesos de informacién y
comunicacién, gracias a los desarrollos tecnolégicos, buscando la construccién y extension del
conocimiento que derive en la satisfaccion de las necesidades de los integrantes de una determinada
organizacidn social. Por consiguiente, las tecnologias de la informacién y comunicacion es lo que

engloba a las herramientas tecnolégicas y a softwares que se utilizan en esta investigacion.

En este sentido, las herramientas tecnoldgicas y varios softwares educativos han sido desarrollados
para ayudar en el aprendizaje. Por lo que, se describen sus definiciones en un contexto educativo y

Su uso en otros ambitos.

2.3.1. Herramienta tecnologica

Varias actividades que se realizan en el diario vivir necesitan el uso de herramientas tecnoldgicas,
pues asi optimizan el tiempo para realizar esta actividad. Por lo que, se define las herramientas
tecnoldgicas como dispositivos electrénicos, o conjunto de programas, que pueden ayudar a

actividades cotidianas.

2.3.2. Software

La tecnologia ha avanzado exponencialmente, que el uso de varios softwares se han facilitado para
poder ser utilizado en varias ciencias. Segun Prieto (1989) “software es conjunto de programas

ejecutables por el ordenador, es decir, todas las materias relacionadas con la construcciéon y uso de
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los programas” (p. 2).
2.3.3. Algunas herramientas tecnologicas y softwares matemdticos libres

Dentro de este apartado, se enlista los siguientes programas informaéticos, que fueron escogidos por
su libre acceso y su facil utilizacidn con respecto a las funciones que ofrece, como soporte para el
aprendizaje de temas matemdticos. Estos progrmas son GeoGebra, Desmos, Descartes y Symbolab.
Para encontrar mds informacion detallada de esta seccidn, ir al documento referencial que se

encuentra en el ANEXO A.
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CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

3.1. Descripciéon de enfoque, alcance, diseio, técnicas e instrumentos de investigacion

empleadas

Primero, en este estudio se empled un enfoque metodolégico cualitativo con alcance descriptivo y
disefio de investigacion documental, puesto que principalmente se recopild informacién de fuentes
bibliograficas especializadas tales como: articulos y libros relacionados al tema de investigacidn,
por lo general, disponibles en Internet a través de Google académico, para luego realizar una

descripcidn detallada del tema de Geometria Analitica.

En este sentido, la investigacion cualitativa implica una forma de pensar, una manera particular de
acercamiento al objeto de estudio que busca descubrir lo nuevo, antes que verificar lo conocido,
permitiendo comprender la complejidad, destacar las particularidades, innovar y crear conocimiento
(Vasilachis, 2005). Asi, para la presente investigacién se enfocé en una recoleccion de datos, en
especial, informacién puntual de Geometria Analitica y Herramientas Tecnoldgicas orientadas al
aprendizaje de temas matematicos, que ya han sido estudiados por otros autores, que sirvieron
de punto de partida para el estudio de Geometria Analitica desde otra perspectiva. Tal como se
meciona en la definicién de investigacion cualitativa, destacar las particularidades, en este sentido,
recalcar lo méds importante de Geometria Analitica, donde encaminen a los estudiantes hacia un
aprendizaje significativo. La informacién que se obtuvo, no requirié de técnicas numéricas, sino

mads bien, de una indagacién bibliografica.

Segin Yuni (2006) “el alcance descriptivo apunta a hacer una descripcién de un tema bajo estudio,
mediante la caracterizacién de sus rasgos generales, ya que su finalidad es describir la naturaleza
del tépico a través de sus atributos” (p. 80). Por tanto, la importancia del alcance descriptivo para
este trabajo radicé en detallar las propiedades y caracteristicas mas relevantes de una investigacion
relacionada con Geometria Analitica, herramientas tecnoldgicas y resolucion de problemas, que
articuladas derivaron en un disefio de estrategias innovadoras para la ensefianza y aprendizaje del

tema de conicas y en la elaboracién de un documento referencial ameno y visual.

Dentro de este contexto, la investigaciéon documental tomé un rol protagénico para el desarrollo
del trabajo. Donde, segin Guerrero (2015) “la investigaciéon documental es una de las técnicas

cualitativas que se encarga de recolectar, recopilar y seleccionar informacion de las lecturas
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de documentos, revistas, libros, grabaciones, filmaciones, periédicos, articulos resultados de

investigaciones, memorias de eventos, entre otros” (p. 9). Es por ello que, la investigacion

documental permitié recolectar informacién, ampliar y profundizar en los principales tépicos

que contempla la Geometria Analitica, las herramientas tecnoldgicas, la resolucién de problemas y

la contextualizacién del tema de conicas, todos cristalizados a través de estrategias de ensefanza y

aprendizaje.

Segundo, para disefiar el documento referencial que contempla estrategias de ensefianza y

aprendizaje del tépico de Geometria Analitica, en especifico cénicas, articulada con la resolucién

de problemas y herramientas tecnoldgicas, el proceso metodolégico se llevd a cabo cubriendo las

siguientes etapas investigativas:

El)

E2)

E3)

Revisién bibliogréfica: se realizé con hincapié en la indagacioén, recoleccién y seleccién a fin
y de interés relacionados con la Geometria Analitica, resolucién de problemas y herramientas
tecnoldgicas. En términos generales, las fuentes que se encuentran en la Internet, principalmente,

en repositorios académicos accesibles y de confiabilidad.

Proceso de seleccion y eleccion de herramientas tecnoldgicas: se utilizaron diferentes softwares
matemadticos con el propdsito de determinar aquel que facilite y optimice la ensefianza y

aprendizaje de Geometria Analitica, en especifico, c6nicas.

Disefio y materializaciéon de una propuesta para la resolucién de problemas: la cual contemplo
un cuerpo de estrategias innovadoras fundamentadas en tres aspectos esenciales para alcanzar
un aprendizaje significativo de Geometria Analitica, a saber, matematica formal y resolucién de
problemas. Ambas apoyadas con el uso de herramientas tecnoldgicas, facilitando su aplicacién a

problemas contextualizados en la vida cotidiana.

Tercero, para la realizacién del formato y la escritura del documento referencial, al igual que el

trabajo de integracion curricular se utilizaron los siguientes instrumentos:

Portétil, pues es un instrumento indispensable al momento de realizar varias actividades, como
por ejemplo, crear documentos, procesar informacion, realizar tareas en menor tiempo y evitando
errores. Por lo tanto, es cdmo este instrumento formé parte fundamenal en la realizacién de este

trabajo de investigacion.

Internet, debido a que es una red global de comunicacién, se convierte en una herramienta
importante al momento de realizar una investigacién que necesite datos especializados. En este
caso, se pudo obtener informacién esencial para esta investigacion, pues este instrumento es de

gran importancia, ya que sin su uso, el acceso a los datos deseados no habria sido posible.
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e Buscadores de informacién, permiten obtener informacidn que se necesite y sea precisa para la
investigacion, pues una de las ventajas de este instrumento, es que al utilizar palabras claves del
estudio, permite encontrar informacién en menor tiempo. En este sentido, los buscadores que
se utiliz6 para encontrar la informacién de esta investigacion fueron Google, Eric, Scielo, entre

otras.

e Software de escritura, pues el que se empled para escribir este documento fue IATEX, debido a que
normalmente la escritura de documentos matemadticos se realizan en este programa informatico.

Ademéds, de ser un software de libre acceso para redactar todo tipo de trabajos de investigacion.

e Otro software que se utilizé para esta investigaciéon fue GeoGebra, debido a que es una
herramienta de libre acceso, de utilizacién fécil y comprensible, tanto para las personas que

estudian matematica y temas relacionados a esta ciencia.
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CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Procesamiento, analisis e interpretacion de resultados

En primer lugar, se realiz6 una bisqueda de datos relacionados a la investigacién, que a través
de ingresar palabras claves en los buscadores de informacién como Google académico, donde se
obtuvo articulos, tesis y libros que gran importancia para este estudio. Luego, se revisé y selecciond
la bibliografia de interés, es decir, los articulos y otros documentos que tenian informacién relevante

acerca de fases y métodos para la resolucion de problemas.

Una vez realizado este proceso, se prosiguié con la eleccién y depuracion de contenido, es decir
que, luego de haber recolectado todos estos documentos, se tomé en cuenta a los autores que
habian realizado algin tipo de investigacién similar a esta, es decir, cudles fueron las caracteristicas
que estos autores tomaron en cuenta para la realizacién de sus trabajos de investigacién. En

consecuencia, obteniendo informacidn precisa y con aporte significativo a este estudio.

Posteriormente, se realiz6 un primer borrador, donde se propusé un conjunto de fases para la
resolucion de problemas, en el cual se sometié a ajustes de revisién. De este modo, se concretd
la investigacion bibliografica realizada y se propusieron las siguientes fases para la resolucién de

problemas matematicos relacionados al drea de Geometria Analitica, en especifico conicas.

Cabe recalcar que, las fases que se proponen a continuacién pueden ser utilizadas en otras areas de
la matemadtica. Debido a la naturaleza de esta investigacion, se considera la resolucién de problemas

en Geometria Analitica, enfocado en cénicas.

F1) Lectura y comprension del problema

En esta fase se indica todos los aspectos mds importantes que ayudard a resolver el problema.
Es decir, cémo podemos iniciar y abordarlo, y qué es lo que se quiere alcanzar al resolverlo,
también se debe identificar la hipdtesis y tesis, para poder encontrar una solucién éptima. Cabe
recalcar que se realiza una representaciéon mental del problema, es decir, relacionarlo con algiin
problema que se haya resuelto anteriormente y encontrar aspectos similares que ayuden a abordar

el problema actual.

Debido a que nuestro estudio se enfoca en Geometria particularmente cénicas, los aspectos a
tomar en cuenta al resolver un problema geométrico, deben estar relacionados a la Geometria,

para que asi sea mds facil encontrar una solucién. Para iniciar a resolver este problema geométrico
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F2)

F3)

F4)

FS)

debemos distinguir los aspectos mds importantes del problema.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucion

En esta fase se debe tomar en cuenta que herramientas matemadticas se tiene al alcance e identificar
cuales se debe tener para desarrollar la solucion del problema. La bisqueda de estas herramientas
se puede realizar en libros mateméticos que estén relacionados al problema, o en la Internet,

considerando que la informacién obtenida sea de fécil entendimiento.

En problemas geométricos, las herramientas mateméticas a tener en cuenta deben estar
relacionados a Geometria, al igual que su biisqueda, deben ser en libros de Geometria. Se
debe establecer que proposiciones, definiciones o teoremas de geometria que ya se conocen. En
otras palabras, si los datos geométricos que nos ofrece el problema son suficientes para resolverlo

0 si es necesario buscar informacion adicional para abordarlo.

Aplicacion de herramientas matematicas seleccionadas para resolver el problema

En esta fase se debe aplicar toda la informacién que se ha obtenido en las anteriores fases, es decir,
encontrar la manera mds 6ptima de emplear y manipular todas las herramientas matemaéticas
antes adquiridas. Luego se debe describir todo la informacion importante de una forma ordenada

y correcta.

En el problema geométrico, se debe considerar las herramientas geométricas que se van a
aplicar. Encontrando una manera eficiente de construir una solucién coherente, que se adapte
a lo establecido en la fase 1, es decir, con todas las herramientas que se consideré en la fase 2

llegar a encontrar y concluir la tesis identificada.

Examinacion del resultado obtenido

En esta fase se realiza una observacién detallada del procedimiento ejecutado, de este modo, se
revisa si no se realizé ningun tipo de error que pueda alterar el resultado final. Se debe recordar
la informacién de la fase 1, es decir, lo que se queria alcanzar al resolverlo y a donde se queria

llegar. Para asi, efectuar una examinacion sea mas eficiente.

Dentro del problema geométrico que se resuelve, la examinacién del resultado obtenido es
esencial para verificar y analizar si el procedimiento que se ha realizado para la solucién fue

optimo y también, identificar si ayudé a resolver el problema geométrico.

Uso de herramientas tecnologicas para la verificacion de resultados

En esta fase se analiza y revisa los resultados obtenidos a través de la implementacién de
herramientas tecnoldgicas, para asi visualizar los resultados obtenidos, y los estudiantes logren

de manera progresiva mejorar su forma de resolver problemas matemadticos de mayor dificultad.
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Fe)

Para verificar la solucién obtenida del problema geométrico, es implementando herramientas
tecnoldgicas, en este caso, se va a utilizar es GeoGebra, debido a su funcionalidad y sus
caracteristicas didacticas para demostrar figuras geométricas, en especifico, conicas. Puesto
que es de gran ayuda para visualizar los resultados obtenidos y es mds facil detectar algin error,

en caso de que exista.

Conclusion de la solucién del problema

En esta ultima fase se debe indicar todo el proceso realizado, que herramientas matemaéticas
se utilizé y como se verific el problema, se describe todos los datos obtenidos de todas las

anteriores fases y concluimos que resultado se obtuvo.

De igual manera se realizard para la resolucion del problema geométrico. Se muestra las
herramientas matemadticas geométricas utilizadas para el procedimiento y obtencion de resultados.
Ademads, se describe como se comprobé la solucidn y cudl fue la herramienta tecnoldgica utilizada
para la verificacion, en este caso, seria GeoGebra. Por dltimo, se describe las conclusiones

obtenidas.

Finalmente, se obtuvo un documento referencial, el cual se organizé segun los interéses de la

investigacion y con respecto a todo la informacién que se consiguio.

1.

Capitulo 1: Conicas

1.1. Circunferencia
1.2. Parabola
1.3. Elipse

1.4. Hipérbola

. Capitulo 2: Aspectos elementales de los problemas matematicos y su resolucion

2.1. Problema

2.1.1. Definicién de problema

2.1.2. Definicién de problema enfocado a Matemética
2.2. Resolucién de problema

2.2.1. Definicién de resolucién de problema
2.2.2. Definicién de resolucién de problemas enfocado a Matemaética

2.2.3. Algunas fases para resolucién de problemas en matemaética

2.3. Contextualizacion
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3. Capitulo 3: Tecnologias de la informacién y comunicacién

3.1. Herramienta tecnoldgica

3.1.1. Definicién de herramientas tecnoldgicas

3.1.2. Definicién y caracteristicas de herramientas tecnoldgicas educativas
3.2. Software

3.2.1. Definicién de software

3.2.2. Definicién y caracteristicas de software educativo
3.3. Algunas herramientas tecnoldgicas y softwares matematicos libres

3.3.1 GeoGebra
4. Capitulo 4: Algunas aplicaciones para la resolucion de problemas

4.1. Fases propuestas para la resolucion de problemas

4.2. Resolucién de problemas enfocados a Geometria Analitica: Cénicas

4.2. Discusion

Después de la cristalizacién del documento referencial donde se encuentran las fases propuestas, se
debe mecionar que el documento referencial se propuso segin los intereses de la investigacién y lo
que mejor enmarque la informacion que se desea transmitir a los aprendices. Pues el documento, se

propone como un instrumento de apoyo para la ensefianza y aprendizaje de Geometria Analitica.

Dicho esto, en el primer capitulo, Cénicas, se definen aspectos basicos de las conicas, con el fin de
que el aprendiz tenga una guia de definiciones y caracteristicas importantes. Ademads, se pretende

que el conocimiento en el drea de Geometria Analitica sea ttil al momento de utilizar las fases.

Asi mismo, el segundo capitulo, se definen aspectos importantes para entender porqué la resolucién
de problemas es una herramienta de apoyo fundamental en el aprendizaje de la matemaética. También,
dentro de este capitulo se mencionan autores que han propuesto fases y métodos para la resolucion
de problemas, pues asi, el aprendiz podré saber cuales fueron las cualidades que se consideraron

para realizar la propuesta de las fases.

Actualmente se estd atravesando una era tecnoldgica, en donde varias actividades cotidianas se han
visto en la necesidad de utilizar las nuevas tecnologias. Dentro de esto, se encuentran las actividades
relacionadas con las tareas académicas. Dado que, la tecnologia desempefia un rol importante en la

ensefianza y aprendizaje, debido a esto, se concret6 el tercer capitulo. De igual modo, el alumno
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tendrd informacién de algunos softwares y herramientas tecnoldgicas que pueden ser utilizadas

como un instrumento de apoyo al momento de aprender nuevos temas matemaéticos.

Para finalizar, el dltimo capitulo se propone las fases para la resolucién de problemas, de este modo,
el estudiante podra saber como aplicarlas segiin su conveniencia. Ademas, se propone problemas
matemadticos de conicas resueltos a través de la fases propuestas, asi también, el aprendiz obtendra

informacién de como utilizarlas.

En concreto, el documento referencial se organizé en cuatro capitulos, cada uno ordenado de
una manera en que el lector pueda adquirir informacién mientras va avanzando en la lectura del
documento. Para que asi, el tltimo capitulo sea comprendido de manera apropiada. Ademas, el
proposito del presente trabajo es contribuir al desarrollo de una visién geométrica a partir del
estudio de conicas a través de la resolucién de problemas. Para esto, se utilizo, fases de la resolucién

de problemas y herramientas tecnoldgicas que cristalizaron esta accion.
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CAPITULO V

5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

5.1. Conclusiones

Con respecto al objetivo principal de esta investigacién, se puede decir que se alcanzé
satisfactoriamente, puesto que, se concreté un documento referencial que esta conformado por
cuatro capitulos: cénicas, aspectos elementales de los problemas mateméticos y su resolucion,
tecnologias de la informacién y comunicacién, y algunas aplicaciones para la resolucién de
problemas. En este ultimo capitulo, se destacan como principales resultados: las nuevas fases
propuestas para la resolucién de problemas y algunos problemas contextualizados de cénicas, en el
cual se consigui6 utilizar herramientas tecnoldgicas y softwares matematicos como instrumentos

para la verificacién de resultados, lo que se convierte en una propuesta innovadora.

Especificamente, los conceptos de la resolucién de problemas que se obtuvieron a través de la
buisqueda bibliografica fueron organizados correctamente de tal manera que introdujera a los
estudiantes en este topico. Segundo, se analizaron los métodos y fases que propusieron algunos
autores para la resolucién de problemas, en donde se destacarén las caracteristicas mds importantes
y relevantes, para asi proponer nuevas fases para la resolucion de problemas, como resultado de

estd investigacion.

Tercero, en virtud de lo analizado, se presentd de forma detallada las seis fases para la resolucion de
problemas matematicos geométricos. En donde fueron desarrolladas con respecto a la informacién
bibliogréfica adquirida anteriormente. Cuarto, se obtuvieron definiciones necesarias del topico
de coénicas, teniendo en cuenta los aspectos importantes de este tema; ademas, de problemas
contextualizados de Geometria Analitica, cuya solucién se encontré a través de las fases propuestas

por esta investigacion para la resolucién de problemas.

Quinto, se describi6 el software matemaético ideal para este estudio, el cual fue GeoGebra. Debido a
que cumplié con los intereses de la investigacién. De igual manera, resulté fundamental indagar
en herramientas tecnoldgicas matematicas que contengan graficadoras, debido a la naturaleza
del estudio, debido a que con este instrumento se pudo visualizar representaciones graficas que
corresponden a la matemadtica formal de las cénicas. Finalmente, se cristalizé un documento
referencial como material alternativo para el proceso de ensefianza y aprendizaje de conicas a través

de la resolucién de problemas.

24



5.2. Recomendaciones

Este trabajo de investigacién abre un abanico de posibilidades puesto que, las fases que se proponen,
tienen un enfoque para ser utilizadas ampliamente tanto en Geometria como en otras 4reas de la
matemadtica. Con lo que se orienta el uso de estas fases para la resolucién de problemas en otros
temas. Dada la estructuracién del documento referencial, este puede ser utilizado como material de
apoyo para la enseflanza y aprendizaje de la asignatura de Geometria Analitica, y por su naturaleza
flexible en cuanto a las fases propuestas lo hace un material idéneo para ser incorporado a otras

ramas de la matemadtica que se estudie en otras carreras de la ESPOCH.

Finalmente, el documento referencial puede ser empleado como un instrumento de investigacion
cuantitativa, ya que se podria tomar un grupo de estudio para aplicar la propuesta metodoldgica
que se realiza en esta investigacion. Es decir, utilizar un disefo pre-test antes de realizar el estudio,
y al culminar, aplicar un disefio post-test, para asi, recolectar datos acerca de su efectividad en la
ensefianza y aprendizaje de los estudiantes en cuanto al tépico de conicas y medir de forma objetiva

los resultados.
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Introduccion

Las formas geométricas simples pueden abrir un mundo de complejas conexiones
matematicas, donde el entorno que nos rodea se entrelaza con la geometria. Obser-
var como las definiciones fundamentales de la geometria pueden llegar a moldear
el mundo que nos rodea, es decir, la arquitectura, la naturaleza, las nuevas inven-
ciones tecnolédgicas, entre otras. Es asi que, explorando las formas geométricas que

nos rodea, se puede conectar con los conceptos matemaéticos formales.

En este sentido, el proposito de este presente libro es mostrar una nueva propues-
ta para la resolucién de problemas, donde puedan ser aplicados a problemas de
geometria analitica y otros temas matemdticos. Ademads, se presenta la resolucién
de problemas contextualizados a través de las fases propuestas, donde se pone en
préctica los fundamentos de cénicas en aplicaciones contemporaneas. La finalidad
de este libro es que sea autocontenido y accesible para los aprendices, enriqueciendo
la comprensiéon del entorno en el que vivimos a través del entendimiento matema-

tico.

La importancia de este libro es incentivar a que los estudiantes se adentren en la geo-
metria y logren desarrollar una visiéon geométrica, un pensamiento légico y abstrac-
to. Donde, puedan aplicar el conocimiento adquirido en nuevas y més avanzadas
areas de la Geometria, convirtiéndose en un soporte tedrico para sus futuros estu-
dios. Por tanto, este libro servird como un complemento para la formacién académi-
ca de los estudiantes de la carrera de matemaética de la Escuela Superior Politécnica
de Chimborazo (ESPOCH). Ademads, puede ser utilizado como material alternativo
para la ensefianza y aprendizaje de la asignatura de Geometria Analitica en otras
carreras de la institucion.

Dentro de este contexto, se presenta el documento referencial estructurado en cua-
tro médulos, donde se encontraran definiciones elementales para la comprensiéon
del tema. Es asi que, el primer capitulo se detalla los fundamentos basicos de las c6-
nicas, las cuales son, circunferencia, parabola, elipse e hipérbola. Es decir, se muestra
definiciones béasicas e importantes, sus respectivos elementos y sus ecuaciones prin-

cipales. En el segundo capitulo, se describen los aspectos elementales de la resolu-

\Y%
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cién de problemas, como lo es la definicién de problema, resolucién de problemas,
contextualizacién, todos ellos enfocados al &mbito matematico. De igual manera,
se presenta las fases y modelos para la resolucién de problemas de algunos auto-
res. En el tercer capitulo, se indica las definiciones y caracteristicas de herramienta
tecnoldgica y software. Igualmente, se presenta algunas herramientas tecnoldgicas y
softwares matemdticos educativos de libre acceso. Finalmente, el cuarto capitulo se
expone la propuesta de nuevas fases para la resolucién de problemas de geometria
analitica, con respecto cénicas. Donde también, pueden ser aplicadas en otras dreas
de la matematica. Adicionalmente, se presenta la resolucién problemas contextuali-

zados de coénicas, utilizando las nuevas fases.

Para finalizar, se recalca que las imagenes que se muestran en la portada del docu-
mento referencial son fotografias tomadas de la arquitectura ecuatoriana. La razén
de utilizar estas fotografias es debido a que en sus estructuras se puede visualizar

tacilmente las formas de ciertas conicas que se van a estudiar en este documento.



Capitulo 1

Conicas

1.1. Circunferencia

Definicién 1.1.1: Circunferencia

La circunferencia es un lugar geométrico de un punto que se mueve en el

plano IR? de tal manera que se mantiene una distancia constante de un punto

tijo del plano.

Al punto que se mueve en el plano se nombraré P(x, y), mientras que la punto fijo

se llamara C.
Por lo que tomando la definicién, se tiene:
Ceir = {(x,y) € R?: d(C,P) = r}.

Es decir, que C es el centro de la circunferencia y la distancia constante entre el punto

fijo P(x,y) y C es el radio 7, donde r > 0.
d(C,P)=r.

1.1.1. Elementos de la circunferencia
Los elementos de la circunferencia son:

m C centro de la circunferencia.

d(C, P) radio de la circunferencia.

BD didmetro de la circunferencia.

PE cuerda de la circunferencia.

Lt recta tangente a la circunferencia.

1
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= [ recta normal a la circunferencia.

Figura 1. Circunferencia

C': centro

Ly : recta normal
d(C, P) : radio =7
BD : diagmetro
PE : cuerda

Ly : recta tangente

Fuente: Elaboracién propia

1.1.2. Ecuaciones de la circunferencia

Ecuacion ordinaria

Teorema 1.1.1: Ecuacidén ordinaria de la circunferencia

La ecuacién de una circunferencia con centro C(h, k) y radio r > 0 es:
(x—h2+ (y— K2 =12

Demostracion:

Figura 2. Circunferencia con centro C(h, k)

£

Fuente: Elaboracién propia
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Se considera la gréfica de una circunferencia, donde el punto P(x,y) esté en la cir-
cunferencia y C(h, k) es el centro. Entonces usando la definicién de circunferecia se

tiene:
d(C,P) =r.

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos

P(x,y) y C(h k)

d(C,P)=r=>\/(x—h)2+(y— k2 =r.

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

(¢<x—h>2+<y—k>2)2=r2=><x—h>2+<y—k>2=r2.

Por lo que se consigue la ecuacién ordinaria de la circunferencia. |

Hallar la ecuacién de la circunferencia si el centro estd en el punto C(—5,12) y

el punto P(2,3) pertenece a la circunferencia.

La ecuacién de la circunferencia con centro fuera del origen C(h, k) es
(x —h)?+ (y —k)> =12

Luego, se tiene que C(—5,12) donde se deduce que h = —5y k = 12. De la misma
manera para P(2,3) con x =2y y = 3, por lo que se reemplaza en la ecuacién antes

descrita.
(x—h)?+(y—k? =7
(245)24 (3 - 12)* = r?
72+ (—9)2 = 12
49 + 81 = 1?
r? = 130.

Asi, se obtiene la siguiente ecuacién

x+5)2+ (y —12)2 = 130.
y
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Ecuacion candnica

Corolario 1.1.1: Ecuacion candnica de la circunferencia

La ecuacién de una circunferencia con centro en el origen del plano R? y radio
r>0es:
2y =1

Demostracion:

Se considera la gréfica de una circunferencia, donde el punto P(x,y) esté en la cir-
cunferencia y C(0,0) es el centro. Entonces usando la definicion de circunferecia se

tiene:
d(C,P)=r.

Figura 3. Circunferencia con centro en el origen

X
P
o a(C, P) y

Fuente: Elaboracion propia

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
P(x,y) y C(0,0) se tiene:

d(C,P)=r=>/(x— 02+ (y 02 =r.

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

(\/(x—0)2+ (y_0)2>2 = = 2+ =7

Por lo que se consigue la ecuacién canénica de la circunferencia. u
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Hallar la ecuacién de la circunferencia si pasa por los puntos P;(—2,0) y
P(2,0).

Se deduce que los dos puntos P; y P, se encuentran en el eje x, por lo que se va
a encontrar el punto medio entre ellos, para obtener el radio de la circunferencia.
Pues se asume esto, debido a que una circunferencia no puede pasar por tres puntos
colineales. De este modo, la férmula para encontrar el punto medio entre dos puntos

es Py, (xl ;—lem -;yz), donde se tiene

xi+x2 yi+y2\  (—2+20+0
2 72 a T2

Por lo que el centro de la circunferencia es el origen del plano, entonces se sabe que
la ecuacién de la circunferencia es x> + y?> = r2. Luego, se reemplaza el punto (2,0)

en la ecuacion,

24P =
22+ 0% =1
4 =72,

Asi, se obtiene que la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos P; (—2,0)
y P»(2,0) es x* +y* = 4.
Casos particulares de la ecuacién ordinaria

a) Cuando la circunferencia es tangente al eje x su radio r = k, y por definicién
se sabe que r > 0, por lo que se tiene r = |k, asi

(x—hY2+ (y—K)2 = K2

b) Cuando la circunferencia es tangente al eje y su radio r = y, y por definicién

se sabe que r > 0, por lo que se tiene r = |y|, asi

(x=h)?+(y—k)? =y~
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Figura 4. Caso a) de circunferencia ordinaria

T

Fuente: Elaboracion propia

Figura 5. Caso b) de circunferencia ordinaria

.h . . . Iy

Fuente: Elaboraciéon propia

Ecuacion general de la circunferencia

Corolario 1.1.2: Ecuacién general de la circunferencia

La ecuacion general de la circunferencia se enuncia de la siguiente manera:
x> +y?>+Ax+By+C=0.

Demostracion:

Se considera la ecuacién ordinaria de la circunferencia

(x=h)?+ (y —k)? =712
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Se desarrolla la ecuaciéon

(x® = 2xh + W) + (v* — 2yk + k*) = 1> = x®> +y* — 2xh — 2yh + W + Kk = 12
— 2+ P4 (=2h)x + (=2k)y + (K> + K> —r?) = 0.

Luego, se reemplaza A = —2h, B = —2k y C = h? + k?* — r? ya que son constantes
por lo que se obtiene:

x> +y?>+ Ax+By+C=0.
|

Para obtener la ecuacién ordinaria de la circunferencia, de manera reciproca se de-

sarrolla la ecuacioén general de la circunferencia.
x*+y*>+ Ax+ By +C = 0.

Se aplica el método de completar cuadrados en la ecuacion:

X*+y*+Ax+By+C=0

(e (3 )+ (o (8) ) w0 (3)"+ (8)

A\? B\? A2 B2
<x+5) +(y+§> = — 4+ — —C.

Por lo tanto,

A\® B\* A2+B?>-4C
= =) === 1.1
<x+2> +(y+2) 1 , (1.1)
ya que anteriormente se habia definido las siguientes variables A = —2h, B = —2k
A B

yC:h2+k2—r2,se0btiene—h:Ey—k:?

Al reemplazar en la ecuacion (1.1) se tiene

2 _ (—2h)? + (—2k)? — 4(h> + k> — r?)

(x =1+ (y K -

- (=4
(x P (g~ K =2

Con los datos obtenidos, también se puede definir a

, A2+ B2-4C
= —
4
Con la ecuacioén (1.1) antes obtenida se puede representar tres casos:
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A?+B*—4
= Como se defini6 que 1> = %C

1
A% + B2 —4C > 0, por lo que el radio es r = 5V A% + B2 —4C y el centro

—A —B
de la circunferencia de la ecuacién (1) es C <T' T) .

2

, entonces si r* > 0 se tiene que

= Sise toma A? + B? — 4C = 0, se tiene que:

(o 2) e (s B) = 0= (v 2) s y+>
:W—— )l (2)) -0

Por lo que tomando la definicién de circunferencia d(C, P) = r se tiene que:

s (o= ()b~ () s

Como se sabe que la distancia entre C y P es nula entonces estos dos puntos

N | o9
Il
S

son iguales por lo que la ecuacién (1) solo representa un punto, en este caso
C —A —B
272 )

= Si A% + B? — 4C < 0 la ecuacién (1) representa un circulo imaginario.

Encontrar la ecuacion general de la circunferencia de la siguiente
(x4+5)2 + (y — 12)% = 130.

Se utiliza la ecuacion (1.1) que se define

A 2+ B 2 A4 B2-4C
2 IT2) T r

B A%+ B*>—4C
donde se puede deducir que é =5, 5 = 12y % = 130. Luego se
tiene que,
A B
5= 5 5 = —12
A=(5)2) B=(~12)(2)
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Por lo que se reemplaza A = 10y B = —24 en lo que sigue,
2., p2_
# =130
24 (_9g)2 _
(10)= + ( 424) 4C 130
100 + SZ6 —4C _ 130
676 —4C _ 130
4
676 —4C = (130)(4)
—4C = 520 - 676
—4C = —156
—156
==
C = 39.

Se conoce que la ecuacién general de la circunferencia es x> + y*> + Ax + By + C = 0.
De esta manera se reemplaza A = 10, B = —24 y C = 39, donde se obtiene la
ecuacion x? + y% + 10x — 24B + 39 = 0.

Utilizar los casos antes dado dentro de la seccién de ecuacién general para
identificar cudl de las siguientes ecuaciones pertenece a una ecuacién de cir-
cunferencia o un punto en el plano.

1. 2+ 2 —0,38x — 53y +4,9486 = 0

2. 24y —6x+4y+13=0

En la primera ecuacion (1.) se determina que A = —0,38, B = —53y C = 4,9486,

A2 4+ B2—4C
por lo que usando la férmula r2 = % se tiene,
, A?+B?2-4C
=" -
4
2 (—0,38)%+ (=53)% — 4(4,9486)
- 4
2 — 0,1444 + 28,09 — 19,7944

4
2 =2,11.

2

Es decir, se obtiene que 7 > 0, por lo que esta ecuacion pertenece a la ecuacién
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. . . —-A —B
de una circunferencia, donde su centro se puede determinar como C (T’ 7),

como sigue

o(F3) e (5 2)
= C(0,19,2,65).

Es asi que la ecuacién de la circunferencia con centro fuera del origen se reescribe

como
(x=h)?*+(y—k)?=r
(x —0,19)? + (y — 2,65)% = 2,11.
En la segunda ecuacién (2.) se determina que A = —6, B = —4y C = 13. Si se utiliza
) , A?+B?2-4C
la férmula r* = ——4  se tiene
, A2+ B2-4C
T == ——
4
o (-6 + (-4 -4(13)
B 4
> 36+16—52
B 4

Luego, por el caso 2 de la secciéon de ecuacion general de la circunferencia, se sabe
que la distancia entre el centro de la circunferencia y un punto de esta es nula, por

lo que la ecuacion (2.) representa un punto. El cual se define como sigue

C (_Z_A’§> _C (—(2—6), —(2—4))

—C(3,2).
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1.1.3. Determinancién de una circunferencia sujeta a tres condicio-

nes

Al describir las ecuaciones de la circunferencia, se puede notar que tanto como

la ecuacién ordinaria (x — h)? + (y — k)2 = 12

y la ecuacién general
x> +y? + Ax + By + C = 0 existen tres constantes arbitrarias independientes, es
decir analiticamente, que la ecuacién de cualquier circunferencia se puede obtener
determinando los valores de estas tres constantes o tres condiciones independientes.

Por ello se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2: Ecuacidon de la circunferencia por tres puntos

La ecuacién de la circunferencia que pasa por tres puntos dados no colineales
Pi(x1,Yy1), P2(x2,y2) v P3(x3,y3) viene dada por el determinante
+y? x oy 1

¥y vy 1 _o.
+ys X2 y2 1
B+ys ¥ oys 1
Demostracién: La demostracion puede ser encontrada en Lehmann (1989). [ |

El anterior teorema describe una forma ttil de determinar si cuatro puntos dados
pertenecen o no a la circunferencia, en caso de que si pertenezcan se llaman puntos

conciclicos.

Obtener la ecuacién de la circunferencia si se sabe que pasa por los siguientes
puntos P;(—2;1,5), P(2,5;1,5) y P5(0,5; —1).

Con respecto a los puntos dados se tine que x; = —2, x, = 2,5, x3 = 0,5,
y1 =152 = 1,5yys = —1. Por el teorema (1.1.2.) la ecuacién de la circunferencia
que pasa por tres puntos no colineales se puede determinar mediante el siguiente
determinante, donde se reemplaza los valores obtemidos,

4y x oy
¥ty vy
X +Y; Xy
B+y; ¥y

[ T T WY
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SN—

N

N

—

~

6]
—_ = =

Xy
44225 -2 15

6,25+2,25 2,5 1,5
025+1 05 -1

S W

+y? x oy 1
625 -2 15 1
85 25 15 1
1,25 05 -1 1

-2 15 1 625 1,5 1 625 —2 1
= (2 +y>) (25 15 1|—(x)|85 15 1|+ (y)|85 25 1
05 —1 1 125 -1 1 1,25 05 1
625 —2 15
—(1)|85 25 15|=0.
1,25 05 —1

= (2 + ) [(-2)(=1,5+1) - (1,5)(25-0,5) + (1)(—2,5—0,75)]
— (0)[(6,25)(1,5+1) — (1,5)(8,5 — 1,25) + (1)(—8,5 — 1,875)]
+ (y)[(6,25)(2,5 —0,5) — (—2)(8,5 — 1,25) + (1)(4,25 — 3,125)]
— (1)[(6,25)(—2,5—0,75) — (—2)(—8,5 — 1,875) + (1,5)(4,25 — 3,125)] = 0

= (> +1)[(=2)(25) — (1,5)(2) + (-3,25)] — (x)[(6,25)(25) — (1,5)(7,25)
+ (1)(=10,375)] + (¥)[(6,25)(2) — (—2)(7,25) + (1,125)]
— [(6,25)(—3,25) — (—2)(—10,375) + (1,5)(1,125)] = 0

— (x2 +12)[-5 — 3 —3,25] — (x)[15,625 — 10,875 — 10,375]
+ (y)[12,5 + 14,5 + 1,125] — [—20,3125 — 20,75 + 1,6875] = 0

— (x2+12)(—11,25) — (x)(=5,625) + (1)(28,125) + (39,375) = 0

— (_11,25) (x2 4+ y?)(—11,25) — (_11,25) (x)(—5,625)

4 (_ 11,25) (v)(28,125) + (_ 11’25) (39,375) — (_ 11,25> (0)
— (24 32) — (05)(x) — (25)(y) ~35=0.

De este modo, se obtiene la ecuacién general de la circunferencia, donde el radio de

la circunferencia se puede encontrar como sigue, sabiendo que A = —0,5, B = —2,5
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yC=-35
, A?+B?2-4C
VT =
4
2 _ (£05)°+(=25)* — 4(-3/5)
- 4
r- =
4
20,5

2 ’
Ty
r? = 5,125.

De la misma manera, se detemina el centro de la circunferencia

(5 7)=c (-7

= C(0,25;1,25).

Asi, la ecuacion de la circunferencia con centro fuera del origen es

(x —h)?+(y—k)?=r?
(x —0,25)% + (y — 1,25)% = 5,125.

1.1.4. Familias de circunferencias

Como se mencion¢ anteriormente, se obtiene una circunferencia y su ecuacién cuan-
do se cumple tres condiciones arbitrarias, pero existen circunferencias que cumplen
menos de tres condiciones, es decir, la ecuacién de la circunferencia que cumple solo
dos condiciones, esta implica que tiene una constante arbitraria llamada parametro,

normalmente representada con k. Asi se enuncia el siguiente teorema.

Teorema 1.1.3: Familia de circunferencias

Sean ecuaciones de dos circunferencias cualesquiera
Cr:x*+y>+Dix+Ey+F =0
Co:x*+y>+Dox+Eyy+FE =0

la ecuacion

P2+ +Dix+Ey+ O+ k(2 + 2+ Dyx+ By +5) =0 (1.2)

Para todo k € R\ {—1}, representa una familia de circunferencias todas las
cuales tienen sus centros en la recta que pasan por los centros de C; y Cs.
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Demostracién: La demostracion puede ser encontrada en Lehmann (1989). |
Observaciones:

1) Si C; y G, se intersecan en dos puntos distintos P; y P,, tenemos primero que
las coordenadas de P; satisfacen las ecuaciones de C; y Cy, consecuentemente
satisfacen a la ecuacién (1.2), donde reemplazando C; y C; en (1.2) se obtiene
que 0+ K-0 = 0, lo cual es verdadera dado para cualquier k. Analogamente se
realiza para el punto P,. Por lo que la ecuacién (1.2) representa toda la familia
de circunferncias que pasan por los puntos P; y P> donde k # 1.

2) Si C; y C; son tangentes entre si, para todo k € R\ {—1} la ecuacién (1.2)
representa todas la circunferencias que pasan por el punto en comun entre Cy

y C3, con la tnica excepcion de C; misma.

3) Si C; y C2 no tienen ningtin punto de interseccién, la ecuacién (1.2) representa
una circunferencia para cada valor k € R\ {—1}, donde la ecuacién resul-
tante tenga los coeficientes que cumpla con las condiciones especificadas en la
ecuacion x? + abc. Las circunferencias de la familia obtenidas no van a tener

ningtn punto en comuin con las circunferencias C; y Cs.

Dadas las siguientes ecuaciones encontrar la familia de circunferencias a la que
representan.

L (x—1)72+(y—2)2=1

2. (x=3)2+(y—1)?%=4

Se toma la ecuacion (1.) y la expresamos en la forma de la ecuaciéon general de la

circunferencia

(x=1)7%+(y-2)°=1

X2 —2x 1+ —dy+4=1
Pyt —2x —4y+5=1
X4y —2x —4y+4=0,

De la misma manera, para la ecuacién (2.), por lo que se tiene,

(x =32+ (y—1)72=4

P —6x+9+y2 -2y +1=4
Py —6x—2y+10=4
X +y*—6x—2y+6=0,
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Luego, con la ecuacién x? + y? — 2x — 4y + 4 = 0 se determina que D; = —2, E; =
—4y [ = 0, al igual con la ecuacién x? + y> — 6x — 2y + 6 = 0 se deduce D, = —6,
E, = =2y F, = 6. Por lo que, utilizando el teorema 1.1.3 y reemplazando los valores
obtenidos se tiene,

x2+y2+D1x+E1y+F1—|—k(x2+y2+D2x+E2y+F2) =0 VkGR\{—l}
Pty (=2x+ (Y +0+k(¥* +y* +6x+ (—2)y+6) =0 VkeR\{-1}
Ay —2x — 4y + k(PP +6x -2y +6) =0 VkcR\{-1}

Asi, las ecuaciones dadas representan la siguiente familia de circunferencias
x>+ y? —2x —dy +k(x®> +y*+6x — 2y +6) = Oparatodok € R\ {—1}.

1.2. Pardbola

Definicién 1.2.1: Pardbola

La parabola es un lugar geométrico de un punto P que se mueve en el plano
R? de modo que la distancia de este punto a otro punto fijo F sea igual a la

distancia més cercana de P a una recta L.

El punto que se mueve en el plano es P(x,y), donde este punto pertenece a la pa-
rébola. Mientras que el punto fijo serd llamado foco, el cual se lo representa como

F(x,y), ademas la recta L serd llamada directriz.

Por lo que la definicién formal se la describe como:

Ppar = {(x,y) € R?>:d(P,F) =d(P,L)}.

1.2.1. Elementos de la pardbola
Los elementos de la parabola son:

= F foco de la parabola

V vértice

L directriz

L’ eje focal o eje de simetria o eje de la parabola

LR lado recto

AB cuerda focal

p distancia entre el foco y vértive
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= P radio focal de P o radio vector

= CC/cuerda

Figura 6. Pardbola

L

F: foco |4
Vo wértice

T directriz

—

L': eje focal

LR : lado recto

AB : cuerda focal

PF : radio focal

CC": cuerda

DP =PF c’
p: distancia entre el F'y V

Fuente: Elaboracion propia

1.2.2. Ecuaciones de la parabola

La definicién formal de la parabola indica que d(P, F) = d(P,L), donde P es cual-
quier punto que pertenezca a la parabola. De este modo, si se toma como punto P el
vértice V de la pardbola se tiene lo siguiente d(V, F) = d(V, L). Ademas, por la gra-
tica anterior se sabe que la distancia del vértice al foco de la pardbola se denomina

p. Por lo que se tiene lo siguiente

d(V,F)=d(V,L)
p=d(V,L).

Es decir, la distancia del punto de la parédbola, definido como el vértice V, hacia la
recta L es igual a p. Se presenta la siguiente gréfica para visualizar de una mejor

manera lo antes descrito.

Es asi, que la distancia entre el vértice hacia el foco de la pardbola va ser igual a
la distancia del vértice hacia la directriz de la parabola, donde se representa esta

distancia con p.
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Figura 7. Distancia de un punto de la parabola hacia el foco y directriz

L ]
o

Fuente: Elaboraciéon propia

Ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y el eje focal en el
eje x

Teorema 1.2.1: Ecuacién de la parabola con vértice en el origen

La ecuacién de la parabola con vértice en el origen del plano R? y el eje focal
es el eje x es de la forma:

y? = 4px.
Donde p € Ry el punto P(x,y) € R

Demostracion:

Se considera la gréfica de una parédbola, donde el punto P(x,y) estd en la pardbola,
el vértice estd en el origen V(0,0), el foco se encuentra en el eje x a una distancia p
desde el vértice por lo que se describe como F(p,0). Ademds, como la distancia del
vértice al foco es igual a la distancia entre el vértice a la directriz y en este caso, pasa

por la parte negativa del eje x se describe como L : x = —p.

Entonces usando la definicion de pardbola tenemos

d(P,F) = d(P,L).
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Figura 8. Parabola con vértice en el origen

Fuente: Elaboracion propia

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
P(x,y) y F(p,0), de igual manera, aplicando la férmula de la distancia entre un
punto y una recta, en este caso P(x,y) yL:x=—p - L:x+p =0,

(Dx+ O)y +
4P, F) = d(P, 1) = [ — )2+ (y— 0 = (1)2+]Z0)2p\

x+pl
V1

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

(Vo) = (BEP) — e = (e

Finalmente, se resuelve los binomios al cuadrado,

=\ (x=pP+yr=

2

Y= (x+p)?—(x—p)*

= y? = x> +2px + p* — x> + 2px — p?
— y? = 4px.
Por lo que se consigue la ecuacién de la parébola. |

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-

tienen en este caso:
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Figura 9. Pardbola con vértice en el origen

Fuente: Elaboracién propia

Vértice — V(0,0)

Foco — F(p,0)

Eje focal — eje x

Directriz —+ L:x+p =20

Longitud del lado recto — LiR = |4p|

Ladorecto = L;:x=p

Hallar la ecuacién de la parabola si el vértice estd en el origen y su foco es
F(2,0).

Debido a que el foco de la parabola es
F(2,0) = F(p,0).
Lo que implica que p = 2. Ademads, el vértice se encuentra en el origen por lo que la
ecuacion a utilizar es y?> = 4px, de este modo se tiene
y2 = 4px
y? = 4(2)x
y? = 8x.
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Asi, se obtiene la ecuacién de la pardbola.

Ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y el eje focal en el
ejey

Teorema 1.2.2: Ecuacién de la pardbola con vértice en el origen

La ecuacion de la pardbola con vértice en el origen del plano IR? y el eje focal
es el eje y:

x? = 4py.
Donde p € Ry el punto P(x,y) € R

Demostracion:

Se considera la gréfica de una pardbola, donde el punto P(x,y) estd en la parabola,
el vértice esta en el origen V(0,0), el foco se encuentra en el eje y a una distancia p
desde el vértice por lo que se describe como F(0, p). Ademds, como la distancia del
vértice al foco es igual a la distancia entre el vértice a la directriz y en este caso, pasa

por la parte negativa del eje y se describe como L : y = —p.

Figura 10. Parabola con vértice en el origen

]

Fuente: Elaboracion propia

Entonces usando la definicién de parédbola se tiene
d(P,F) =d(P,L).

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
P(x,y) y F(0,p), de igual manera, aplicando la férmula de la distancia entre un
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punto y una recta, en este caso P(x,y)yL:y=—p —L:y+p =0,

0)x+ My + p|
(0)2 + (1)

d@fdzﬂRL%=>¢w—oy+@—py:K

2 lytrl
V1

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

— ¥+ —p)

( "2+(y—P>2>2: (WTp')z:xzﬂy—p)z = (y+p)?

Finalmente, se resuelve los binomios al cuadrado,
C=y+p) - (y—p) ==y 2y 4+’ -y +2py - p°
— x? = 4py.
Por lo que se consigue la ecuacién de la parabola. u

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-

tienen en este caso:

Figura 11. Parabola con vértice en el origen

y

Fuente: Elaboracion propia

Vértice — V(0,0)

Foco — F(0,p)

Eje focal — eje y

Directriz — L:y+p =20
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= Longitud del lado recto — LiR = |4p|

= Ladorecto =+ Li:y=p

Determinar la ecuacién y foco de la parédbola si su directriz es y = —5 y su

vértice se encuentra en el origen del plano.

Se conoce que la directriz se representa L, es decir que L : y = —5. Ademas, se indic6
que la distancia entre el vértice hacia el foco de la parabola va ser igual a la distancia
del vértice hacia la directriz de la parabola, donde se representa esta distancia con
p. De este modo, la distancia desde el vértice hacia la directriz es p = 5, por lo que
se obtiene que el foco es F(0,p) = F(0,5), donde el eje focal es el eje y. Pues asi, se

conoce que la ecuacién de la parabola con vértice en el origen y eje focal y es,

x? = 4py
x* = 4(5)y
x? = 20y.

Ecuacidén de la pardbola con vértice V (1, k) y el eje focal paralelo al
eje x

Teorema 1.2.3: Ecuacion de la parabola con vértice en V (1, k)

Sea (h,k), (x,y) € R?y p € R es la abscisa del foco, la ecuacién de la parébola
con vértice en V (h, k) y el eje focal paralelo al eje x es:

(y —k)* = 4p(x —h).
Donde p € R y los puntos P(x,y) y V(h,k) € R,

Demostracion:

Se considera la gréfica de la pardbola, donde el punto P(x, y) pertenece a la parabola,
el vértice es V (I, k), el foco se encuentra paralelo al eje x. Ademads, se sabe que la
distancia entre el vértice hacia el foco de la pardbola va ser igual a la distancia del

vértice hacia la directriz de la pardbola, donde se representa esta distancia con p.
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Fi

it

gura 12. Parabola con vértice V (h, k)

Fuente: Elaboracién propia

Tal como se muestra la grafica de la parabola, el foco de esté pardbolaes F(h+ p, k) y
la directriz viene dada por L : x = h — p. Entonces usando la definicién de parédbola
se tiene

d(P,F) = d(P,L).

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
P(x,y) y F(h+ p, k), de igual manera, aplicando la férmula de la distancia entre un
punto y una recta, en este caso P(x,y)yL:x=h—p —>L:x—h+p=0,

1)x + (0)y + (~h+p)|
W2+ (07
_x+(htp)|
itall

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

(\/(x_(h+P))2+(y—k)2)2: (IX+<;§+p>|)2

— (x—(h+p)*+(y—k?>= (x+(h+p))>

(P, F) =d(P, 1) = \[x = (h+ p)2+ (- k2 = I

=/ (x— (h+p)2 + (y — k)2

Finalmente, se resuelve los binomios al cuadrado,

(y—k)? = (x+ (~h+p))* = (x = (h+p))’
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= (y—k)?2=x*+2(-h+p)x+ (~h+p)?—(~h+p)?— (2 -2h+p)x+ (h+p)?)
— (y — k)? = x* — 2hx + 2px + h? — 2hp + p* — x* 4+ 2hx + 2px — h* — 2hp — p?

— (y —k)? = 2px + 2px — 2hp — 2hp

— (y — k)*> = 4px — 4hp

= (y—k)* =4p(x —h)

Por lo que se consigue la ecuacién de la parabola. |

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-
tienen en este caso:

Figura 13. Parabola con vértice V (h, k)

L
y :
2p :
s Ly
2p
V (k&)
D P F(h+p,k)
N S
¢ W i
: 2p
0 : T
.R\

Fuente: Elaboracién propia

Vértice — V(h, k)

Foco — F(h+p, k)

Eje focal — Paralelo al eje x

Directriz -+ L:x—h+p =0

Longitud del lado recto — LR = |4p|

Ladorecto - Li:x=h+p

Hallar la ecuacién de la pardbola que tiene vértice sobre la recta L : 3x — 2y —

19 = 0, foco sobre larecta L' : x + 4y = 0y directriz x = 2.
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Por la informacién, se puede deducir que el vértice de la pardbola se encuentra fuera
del origen y su eje focal es paralelo al eje x. Donde su foco es F(h + p, k), la directriz
es x = h — p y su ecuacién es (y — k)? = 4p(x — h). Ademas, V(h,k)inL, donde se
reemplazax =hyy =k

3x-2y—19=0=3h—-2k—-19=0,

y F(h+p,k) € L', donde se reemplazax =h+pyy =k

x+4y=0=h+p+4k=0.

Ya que la directriz es x = 2 y su ecuacién es x = h — p, se tine
h—p=2=h=2+p.
Ahora, sereemplazah =2+ penh+p+4k =0

h+p+4k=0=2+p+p+4k=0
== 2+2p+4k=0
= 1+p+2k=0
—=2k=—-p—-1
-p—1

:>k:2.

Luego, se reemplaza las igualdades de h y k en 3 — 2k — 19 = 0

3h—2k—19:0:>3(2+p)—2(_pz_l) ~19=0

— 6+3p+p+1-19=0
—4p—-12=0
= p =3.

Porlo que sereemplazap =3enh =2+pyk =

_p2— 1, donde se obtieneh =5y

k = —2. Asf, se obtiene la ecuacién de la pardbola (y + 2)% = 12(x — 5).
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Ecuacidon de la pardbola con vértice V (I, k) y el eje focal paralelo al
ejey

Teorema 1.2.4: Ecuaci6n de la parabola con vértice V (1, k)

Sea (h,k), (x,y) € R?y p € R es la abscisa del foco, la ecuacién de la parébola
con vértice en V (I, k) y el eje focal paralelo al eje y es:

(x —h)* = 4p(y — k).
Donde p € R y los puntos P(x,y) y V(h,k) € R

Demostracion:

Se considera la gréfica de la pardbola, donde el punto P(x, y) pertenece a la pardbola,
el vértice es V(h,k), el foco se encuentra paralelo al eje y. Ademas, se sabe que la
distancia entre el vértice hacia el foco de la pardbola va ser igual a la distancia del

vértice hacia la directriz de la pardbola, donde se representa esta distancia con p.

Figura 14. Parabola con vértice V (I, k)

Y

Fuente: Elaboracién propia

Tal como se muestra la grafica de la parabola, el foco de estd pardbolaes F(h, k+p)y
la directriz viene dada por L : y = k — p. Entonces usando la definicién de parédbola

se tiene
d(P,F) = d(P,L).

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
P(x,y) y F(h,k + p), de igual manera, aplicando la férmula de la distancia entre un
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punto y una recta, en este caso P(x,y) yL:x=k—p —-L:x—k+p=0,

(0)x+ (Dy+ (=k+p)|
(0)2+(1)2
_ly+(=k+p)l

— =12+ (y— (k+p))2 = N S

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

(o W) = (R

— (x—h)?+(y—(k+p)* = (y+ (—k+p))>

4P, F) = d(P,1) = /=24y~ (k4 )P =

Finalmente, se resuelve los binomios al cuadrado,

Por lo que se consigue la ecuacién de la parabola. |

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-

tienen en este caso:

Figura 15. Parabola con vértice V (h, k)

2p 2p

2p

Fuente: Elaboracién propia
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Vértice — V(h, k)

Foco — F(h,k+ p)

Eje focal — Paralelo al eje y

Directriz - L:y—k+p=0

Longitud del lado recto — LR = |4p|

Ladorecto - Li:y=k+p

Hallar la ecuacién de la pardbola que tiene un foco F (2,1), vértice sobre la

recta L : 3x 47y + 1 = 0, directriz horizontal.

Debido a la informacién que el problema da, se puede deducir que es una parédbola
con eje focal paralelo al eje y. Por lo que la ecuacién de esta pardbola es (x — h)? =
4p(y — k) y el foco F(h,k + p). Donde se sabe que el foco F(2,1)

F(hk+p) = F(2,1)

h=2 k+p=1

Ademds, sabemos que el vértice de la pardbola se describe como V' (h, k) donde este
punto pertence a L. Es decir, V(h,k) € L,dondeh =xyk =y

3x+7y+1=0=3h+7k+1=0.

Luego se reemplaza h = 2

3h+7k+1=0=32)+7k+1=0
— k=-—-1

Después, se reemplaza k = —1enk + p = 1, por lo que

k+p=1=—= -1+p=1
= p=2

Asi, teniendo que h = 2, k = —1y p = 2 se obtiene la ecuacién de la pardbola

(x—2)2 =8(y+1).
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Ecuacién general de la pardbola

Teorema 1.2.5: Ecuacion general de la parabola

La ecuacion general de la parabola se enuncia de la siguiente manera:
Ax*+By? +Cx+ Dy +E=0.
1.SiA =0,B # 0y C # 0 entonces By> + Cx + Dy + E = 0. Es de-

B C D I
cir, §y2+§x+§y+§ = 0, por lo que y?> + ax + by + ¢ = 0. Asi, la
ecuacion representa una parabola con eje focal paralelo o igual al eje x.

2.SiB=0,A# 0y D # 0 entonces Ax> + Cx + Dy + E = 0. Es decir,

A, C D E ) B )
2~ +Zx+Zy+Z = 0, por lo que x“ +ax + by +c = 0. Asi, la

ecuacion representa una pardbola con eje focal paralelo o igual al eje y.

Demostracion:

Para la demostracién del numeral 1., se utiliza la ecuacién (y — k)2 = 4p(x — h), en
el cual se desarrolla y se obtiene

(y —k)? = dp(x — h) = y* — 2ky + k* = 4px — 4ph
— > — 4px — 2ky + k> + 4ph = 0,

el cual se puede escribir de la siguiente forma
y? +ax+by+c=0. (1.3)

Donde a = —4p, b = —2ky ¢ = k* + 4ph. u

Para obtener la ecuacién que representa una parabola cuyo eje es paralelo al eje
x, se desarrolla de manera reciproca la ecuacién general de la parabola (1.3). Asi,
aplicamos el método de completar cuadrados en la ecuacion

y? +ax+by+c=0
b2 b\?
2
- (y +by+(—) )+ax+c: (—)
2 2
b2 b2
:>(y+§> +ax+c:(§) .

Luego, se reemplaza los valores de a, b y c.

—2k\? —2k\?
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= (y —k)? —dpx +K* +4ph =k
— (y — k)> = 4px — 4ph
— (y —k)® = 4p(x — h).

Para la demostracién del numeral 2., se utiliza la ecuacion (x — h)? = 4p(y — k), en

el cual se desarrolla y se obtiene

(x —h)* =4p(y — k)
— x* — 2hx + h* = 4py — 4pk
— x? — 4dpy — 2hx + h* + 4pk = 0,

el cual se puede escribir de la siguiente forma

x* +ax+by+c=0. (1.4)

Dondea = —2h,b = —4py c = h? + 4pk. [

Para obtener la ecuacién que representa una pardbola cuyo eje es paralelo al eje
Yy, se realiza de manera reciproca con la ecuaciéon general de la pardbola (1.4). Asi,

aplicanddo el método de completar cuadrados en la ecuacion
xX*+ax+by+c=0
— (xz +ax + (%)2) +by+c= (g)z
— <x+g>2+by+c = <g>2.

Luego, se reemplaza los valores de a, by c.

(x + _TZh)Z + (—4p)y + (K> + 4pk) = <_T2h)2

= (x —h)? — dpy + h* + dpk = I?
— (x — h)? = 4py — h* — 4pk + I?
— (x — h)? = 4py — 4pk
= (x—h)* =4p(y —k)

Por otra parte, con la ecuacioén (1.3) antes obtenida se indica lo siguiente:
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Sia = 0, la ecuacion es como sigue,
y2+by+c =0, (1.5)

la cual es una ecuacién cuadratica con la variable y.

= Si las raices de la ecuacion (1.5) son reales y desiguales, donde sus raices son

1y 12, la ecuacion (1.5) se puede escribir como

(y—r)(y—r2) =0.

Por lo que representa un lugar geométrico que corresponde de dos rectas dife-
rentes paralelas al eje x, denominadasy =r; yy = r».

= Si las raices de la ecuacion (1.5) son reales e iguales, representan un lugar geo-
métrico de dos rectas coincidentes que representan una sola recta paralela al

eje x.
= Si las raices de la ecuacion (1.5) son complejas, no existe un lugar geométrico.

De la misma manera, para la ecuacion (1.4) se inidica lo siguiente: Si b = 0, la ecua-
cion es como sigue,
x> 4+ax+c=0, (1.6)

la cual es una ecuacion cuadrética con la variable x.

= Si las raices de la ecuacion (1.6) son reales y desiguales, donde sus raices son
1y 12, la ecuacion (1.6) se puede escribir como

(x —r1)(x—1r) =0.

Por lo que representa un lugar geométrico que corresponde de dos rectas dife-

rentes paralelas al eje y, denominadas x = r; y x = rp.

= Si las raices de la ecuacion (1.6) son reales e iguales, representan un lugar geo-

métrico de dos rectas coincidentes que representan una sola recta paralela al
eje v.
= Si las raices de la ecuacion (1.6) son complejas, no existe un lugar geométrico.

Después de describir las ecuaciones de la pardbola se realiza las siguientes observa-

ciones con respecto a la orientacién de la parébola:

= Si p > 0 la pardbola se abre hacia a la derecha, siempre que el eje focal es

paralelo o igual al eje x.

= Si p < 0 la pardbola se abre hacia la izquierda, siempre que el eje focal es

paralelo o igual al eje x.
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= Si p > 0la pardbola se abre hacia arriba, siempre que el eje focal es paralelo o
igual al eje y.

= Si p < 0la parabola se abre hacia abajo, siempre que el eje focal es paralelo o
igual al eje y.

Hallar la ecuacién de la parabola del eje paralelo al eje de la abscisa y que pasa
por los puntos A(—2,1), B(1,2) y C(—1,3).

Se reemplaza los puntos en la ecuaciéon general de la parabola de eje paralelo al eje
x

y?>+ax+by+c=0.
Donde se obtienen las siguientes ecuaciones:
1.1-2a+b+c=0
2.4+a+2b+c=0
3.9-a+3b+c=0

Por lo que de la ecuacién 1 se obtiene ¢ = —1 +2a — b, y se reeemplaza en 2.

44+a+2b+c=0=4+a+2b+—-14+2a—-b=0
= 3+3a+b=0
= b=-3-3a.

Luego se reemplazac = —1+2a — b en 3.

9—ag+3b4+c=0=9—-a+3b—-14+2a-b=0
—=8+a+2b=0
=g = —8 —2b.

Se reemplazaa = —8 —2benb = -3 —3a

b=-3-3a=—b=-3-3(—8-2D)
—b=-3+24+6b
2

= b= 5
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Luego, se reemplazab = —% ena = —8 —2b
21
a=-8-2b=—a= —8—2(—§)
—a=2
=z
Después, se reemplazaaybenc= —1+2a—b
C:—1—1—2a—b:>c:—1—|-2(%) — (_E)
5 5
—c=4

Finalmente, se reemplaza los valores de a, b y c en la ecuacién general

Y +ax+by+c=0
2 21
2
—x——y+4=0.
y+5x 5y+

Asi, se obtiene la ecuacién de la parébola.

1.3. Elipse

Definicién 1.3.1: Elipse

La elipse es un lugar geométrico de un punto P que se mueve en el plano R?
de modo que la suma de este a dos puntos fijos F; y F, es igual a una constante

y esta es mayor que la distancia entre estos puntos fijos.

El punto que se mueve en el plano es P(x,y), donde este punto pertenece a la elipse.
Mientras que los puntos fijos serdn llamados focos, los cuales se los representan

como Fi(x,y) y F2(x,y), ademas la constante se denominaré 2a.
Por lo que la definicién formal se la describe como:

Euip = {(x,y) € R*: d(P,Fy) + d(P, F,) = 2a}.

1.3.1. Elementos de la elipse
Los elementos de la elipse son:
= C centro

» [y F focos
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= V] y V, vértices
= L eje focal
» L' ¢je normal
» Dy D' directrices
n y LR, lados rectos
= SQ y S'Q’ cuerda focal
» NN’ cuerda normal o didmetro
= V1V eje mayor — ViV, = 2a
» BB, eje menor — BBy = 2b
» F F distancia focal = FF, = 2¢
= CV; y CV, semieje mayor — CV; =a
= CB; y CB, semieje menor — CB; = b
» V1V, y B1B; ejes de simetria de la curva o ejes principales
= PFy y PF, radios vectores de P
Figura 16. Elipse
C' centro
Fiy Fy focos _ N B P

Wi v Va vértices D
L eje focal

DF

L eje normal

D v D' directrices

m v m lados rectos
m v S’—Q! cuerda focal

NN’ cuerda normal 1%

ViVa eje mayor

T.B} eje menor

m distancia focal

C—h v 0—12 semieje mayor
G—Bl v G—Bg semieje menor
Wha v BBy ejes de simetria de la curva
P—Fl v P—Fz radios vectores

By N

Fuente: Elaboracion propia

1.3.2. Ecuaciones de la elipse

Una de las ecuaciones que se puede conseguir con respecto a la grafica de la elip-
se es b2 + ¢ = a%. Esto debido a que se forma un tridngulo rectdngulo, donde su
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hipotenusa es a? y sus catetos son b? y 2.

Y

¥ (]
‘/ c\
i I3 0 j i T 1% Va

By By

Figura 1.1: Elipse con centro en el Figura 1.2: Elipse con centro C(h, k) y eje
origen y eje focal en el eje x. focal paralelo al eje x.

De este modo, si la grafica de la elipse se encuentra en el origen del plano , este indica
que la distancia del centro de la elipse hacia unos de sus vértices es a, por lo que el
centro es C(0,0) y el vértice es V(a,0). De igual manera, indica la distancia desde B,
el cual es el punto B(0, b), hacia uno de sus focos F(c,0), el cual es la hipotenusa del
triangulo rectdngulo.

La razén por la que igualamos esta dos distancias es debido a que en la gréfica
tenemos de hip6tesis que la distancia al cuadrado entre C y V es a2, por lo que la
distancia al cuadrado entre B y F debe ser igual a a® para asumir que la hipotenusa
del tridgngulo rectdngulo que se forma es 4. Al igualar estas dos distancias y aplicar

la férmula de la distancia entre dos puntos se tiene
d(B,F) =d(C,V) = (d(B,F))* = (d(C,V))?

N (\/(O—c)2+ (b—0)2)2 _ (\/(O—a)2+ (0—0)2)

= (=¢)* + (b)* = (—a)* + (0)?
— 2+ =a%

2

Por otro lado, si la gréfica de la elipse se encuentra fuera del origen se tiene los si-
guientes puntos: el centro C(h, k), uno de los focos F(h + ¢, k), V(h + a,k) y

B(h,k+b). Asi, al reemplazar estos valores se obtiene
d(B,F) =d(C,V) = (d(B,F))* = (d(C,V))?

— (\/(h—h+c)2+(k+b—k)2>2 - (\/(h—h+a)2+(k—k)2>2
= (¢)* + (b)* = (a)* + (0)?

— ¢+ b* = 4>
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Por lo tanto, esta ecuacién no va a variar con respecto a la localizacion de la elipse.

Ecuacion de la elipse con centro en el origen y el eje focal en el eje
X

Teorema 1.3.1: Ecuacién de la elipse en el origen

Seaa,b € Ry (x,y) € R% La ecuacién de la elipse con centro en el origen del

plano R? y el eje focal es el eje x es de la forma:
2P
Pl + i 1.

Demostracion:

Consideremos la gréfica de una elipse, donde el punto P(x,y) estd en la elipse,
C(0,0) es el centro y sus focos F; y F, estdn en el eje x.

Figura 17. Elipse con centro en el origen

Fuente: Elaboracién propia

Entonces usando la definicién de elipse y aplicando la férmula de la distancia entre

dos puntos, en este caso entre los puntos P(x,y), Fi(—c,0) y F2(c,0) se tiene:

d(P,F) +d(P,F,) = 2a.

d(P,F) +d(d, F) =20 =/ (x ¢+ (y — 02 4/ (x =2 + (y — 0)2 = 2

— \/(x+c)2+y2+/(x—c)2+y>=2a
— \/(x—c)2+y2=2a—/(x+c)2+ 2

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene



37 JESSICA PAREDES M

( (x —c)>+y? 2=<2a— (x+c)2+y2>2

— (x—c)>+vy> =4a® —da\/(x + )2+ 12 + (x +0)* + v~

Se continta desarrollando la igualdad,

X2 —2cx + P+ y? =4 —4da\/(x + )2+ 2+ 2%+ 2cx + 2+ 2

— x* —2cx+*+y? —4a® —x* —2cx — * —y? = —4a/(x +c)2 + 12

— —dcx —4a* = —4a/ (x + )2 + 2.

Ahora se multiplica a cada lado de la igualdad por —i

(—4cx — 4a?) (—31) = (—4a\/m> (_411) — cx+a® =ay/(x +c)? +y2

Nuevamenete se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad y se sigue resol-
viendo

2
(cx 4 a%)? = (a (x4 )2 +y2) = c?x? + 2cxa® +a* = a*((x + ¢)* + ¥*)

— ?x? 4+ 2cxa® 4 a* = a® (¥ 4 2cx 4+ 2 +1?)
— %% + 2cxa® + a* = a’x® + a*2cx + a + a*y?
— %% — a’x® — a*y? = a*? - ot
— x2(® — a%) — a*y? = a*(? — a?)
— —x%(a® — ) — a*y? = —a*(a® — ).

2

Reemplazamos b? = a® — ¢?, donde se tiene

R P) —ay = —d(® — D)
— —x2(V?) — a®y? = —a* (V).

Se multiplica azl? y (—1) a cada lado de la igualdad

1 1
212 2.2 _ 212
(=228 = y?) () (1) = (=) () (=)
beZ aZyZ aZbZ
a2b? + 2b  a2p?’

—
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Finalmente, se simplifica lo que corresponda

Por lo que se obtiene la ecuacién de la elipse.

Al factorizar la ecuacién de la elipse con centro en el origen y con eje focal el eje x se

tiene
2 2 2 2
y _ X Y
2
:>x2:( —%)az
2
= Vx2 = <—];—2)a2
2 _ .2
= x = *+a bbzy

— x = %\/bz—yz. (1.7)

Con respecto a la nueva ecuaciéon se deduce que
Py > 0= b >y~

Luego, aplicando las propiedades del valor absoluto y factorizando las expresion se

obtiene
— b > Jy|?
= Vi2 > \/lyP?
= b >yl

= [yl <b
— —b<y<h

Por lo que la ecuacién (1.7) puede ser utilizada cuando —b <y <boy € [-b,1].

Analogamente, si se factoriza la ecuacion de la elipse, se tiene

xZ yZ ]/2 x2
2TEp=l=r=l-7
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a2
x2
2 _ 2
— y==b o

—y = iZ\/ a2 — x2. (1.8)

De este modo, se deduce que

a2—x2202>a22x2.

Luego, aplicando las propiedades del valor absoluto y factorizando las expresion se
obtiene
0> > x? = a*> > x* = |x|?
— a2 > |x|?
= Va2 > \/@
= a > |x|
= |x| <a

— —a<x<a.

Por lo que la ecuacién (1.8) puede ser utilizada cuando —a < x <aox € [—a,al.

Con la siguiente grafica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-
tienen en este caso:

Figura 18. Elipse con centro en el origen

Y

Ll L2

Fuente: Elaboracién propia
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Si se toma la coordenada del foco x = ¢ y se reemplaza en (1.8)

y= igvaz—x2:>y: igvaz—cz.

2 2

Luego, se vuelve a reemplazar b = a

y:igvaz—czjy:ig\/ﬁ

—C

b
= y==+_(b)
b2
=4+,
b2 . b2
Es decir, que las rectas y = —Yy=— cortan con la elipse al nivel de donde se

encuentran los focos, por lo que se puede deducir que la longitud de los lados rectos
_ b2 _ b2
son L1R1 =2— y L2R2 =2—.
a a
Por otro lado, se define la excentricidad e, la cual sirve para identificar el achata-
miento de la elipse. Esta se denota como el cociente

c
e=—.
a
Ademas, viene dada por la férmula
c a? — b?
e=—-—=—>e=——".
a a

Como ¢ < 4, la excentricidad de una elipse es menor que la unidad y por la férmula
se sabe que a®> — b? > 0 por lo que se deduce que la excentricidad es mayor que 0.
Asi, se obtiene que la excentricidad de la elipse es 0 < e < 1. Cabe recalcar, que la
excentricidad se define de la misma manera en todos los casos correspondientes a

la elipse.

En este sentido, si la excentricidad no cumple con esta condicién se describe los

siguientes casos:

= Sie = oolos focos se alejan y localizan en los vértices de la elipse hasta formar-

se una linea recta.

= Sie = 0 los focos se aproximan y localizan en el centro de la elipse, convirtien-

dose en una circunferencia.
= Sie =1, este representa una parabola.

Ahora, para encontrar la ecuacién de la directriz se utiliza la expresiéon que se hallé
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al realizar la demostracion de la ecuacion de la elipse para este caso
ay/(x +¢)2 +y? = cx +a’.

Luego, se multiplica % en cada lado de la igualdad y se factoriza

(a\/m> (%) = (cx +a?) (%) = \/m: %-I—a

c a?
= (x—l—c)z—i-yzza (x—i—;).

Donde se deduce que \/(x + ¢)? + y? es la distancia del punto P(x,y) hacia el foco
2
F(—¢c,0)y 2 (x + %) es la distancia entre el punto P(x,y) y la directriz de la elipse.

c
Por lo que — es una constante entonces
a

2 2
a a
x—|—?=0:>x=:|:?

Asi, se obtiene la ecuacién de la directriz.
En resumen, se tiene que:

= Centro — C(0,0)

= Focos — Fi(—c,0), F(c,0)

» Vértices — Vi(—a,0), Va(a,0)

= Eje focal — eje x

a? a?
. Directrices—>D:x—?:0, D’:x+?:O

_ 2 b2
= Longitud de los lados rectos — L1R; = ZE, LoRy = 2;

m Ladosrectos — L1: x=—¢, [r: x=c
= B1(0,b) y B2(0, —b)

.. c
m excentricidad — e = —
a

Hallar la ecuacién de la elipse, si el centro esta en el origen, uno de sus focos

es F1(—3,0) y la recta y = 2 corta la elipse en su punto maximo.
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2 2

.y . . X .
La ecuacion de una elipse con centro en el origen en — + }/_2 = 1. Debido a que el

foco es F1(—3,0), se deduce que su eje focal es el eje x y se sabe que el foco de la
elipse se define F;(—c,0), por lo que ¢ = 3. También, el punto maximo de la elipse

es B1(0,b), donde y = 2 pasa por este punto, se deduce que B1(0,2), es decir b = 2.

De este modo, se reemplaza c y b en la igualdad ¢? + b = a2,

A+ =a> = a*=(3)>+(2)?
—a* =13

—q=V13.

Asi, se reemplaza a y b en la ecuacion de la elipse

y _ Y _
a—2+b—2—1 1-+z—1.

Por lo que se obtiene su ecuacién.

Ecuacion de la elipse con centro en el origen y el eje focal en el eje

Yy

Teorema 1.3.2: Ecuacién de la elipse en el origen

Seaa,be Ry (x,y) € R2. La ecuacién de la elipse con centro en el origen del
plano R? y el eje focal es el eje y es de la forma:

2 2
L
a b2

Demostracion:

Consideremos la gréfica de una elipse, donde el punto P(x,y) estd en la elipse,

C(0,0) es el centro y sus focos F; y F, estdn en el eje y.
Entonces usando la definicion de elipse se tiene
d(P, Fl) —+ d(d, Pz) = 2a.

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
P(x,y), F1(0,c) y F2(0, —c) se tiene:

d(P,F) +d(P,F) =20 = \/(x — 012+ (y — )2+ 1/ (x — 02 + (y + )2 = 20

= /2 +(y—c)?+ /x> + (y+c)?>=2a
— \/x2+ (y—c)2=2a—/x2+ (y+ )%
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Figura 19. Elipse con centro en el origen

Fuente: Elaboracién propia

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

2

(Ver—er) = (22 rrer)

— 2+ (y—c)* =4a* —da\ /X2 + (y+ )2+ x>+ (y + ).

Se contintia desarrollando la igualdad,

X4 y?—2cy+c*=4a® —4da\/x2+ (y+c)2 + 1% +y* + 2y + 2

— 2+ y? 2y + 2 —4a* —x* —y* —2cy — > = —da\/x2+ (y +c)?

— —4cy —4a® = —day/x2 + (y + )%

Ahora se multiplica a cada lado de la igualdad por —31

(—4cy — 4a?) (—%) = (—4a\/m) (—i) = cy+a’ = a\/m.

Nuevamenete se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad y se sigue resol-
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viendo

2
(cy+ )% = ( o <y+c>2)

— 2?4+ 2cya® + a* = a*(x* + (y +¢)?)

— c2y? + 2cya® +a* = a? (x> 4+ y* + 2cy + ?)
= y? + 2cya® + at = a’x® + a*y? + a*2cy + a*c?
— 2y 2P — = 22— gt

— 1y?(c® — a®) — a®x? = a®(c* — a?)

— —1?(a® — ) — a’x® = —a®(a* - ).

2

Se reemplaza b*> = a? — ¢2, donde se tiene

_yz(az . CZ) . a2x2 — _aZ(a2 . CZ)
— —yZ(bz) — a?x* = —a?(b?).
Se multiplica 021? y (—1) a cada lado de la igualdad
(28— a2?) (s ) (-1) = (=28?) (5 ) (1)
a2b? a2b?
P20 a2 ab?

— a2b? + 202 222

Finalmente, se simplifica lo que corresponda

2 2
L=
a b2

Por lo que se obtiene la ecuacién de la elipse. |

Al factorizar la ecuacion de la elipse con centro en el origen y con eje focal el eje y se

tiene las siguientes expresiones:

X b
a_2+ﬁ:1:>x: p az — y2. (1.9)

Donde la ecuacion (1.9) puede ser utilizada cuando —a <y <aoy € [—a,a].

2

2
Z—2+% :1:>y::|:%\/b2—x2. (1.10)

Donde la ecuacién (1.10) puede ser utilizada cuando —b < x < box € [—b,b].



45 JESSICA PAREDES M

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-
tiene en este caso:

Figura 20. Elipse con centro en el origen
y

D

Fuente: Elaboraciéon propia

Al tomar la coordenada del foco y = c y reemplazar en (1.9)

b b
x:ia az—y2:>x:ia a? — 2.

Luego, se vuelve a reemplazar b? = a? — ¢?
2
X = :I:?\/ﬁ — x = :I:b—.
a a
v? —b?
Es decir, que las rectas x = — y x = —— cortan con la elipse al nivel de donde se

encuentran los focos, por lo que se puede deducir que la longitud de los lados rectos
2

son L1R1 = 2% y L2R2 = 2%

Ahora, para encontrar la ecuacién de la directriz se utiliza la expresién que se hall6
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al realizar la demostracion de la ecuacion de la elipse para este caso
a\/x2 + (y +¢)2 = cy +a*.

Luego, se multiplica % en cada lado de la igualdad y se factoriza

<a x2+(y+c)2) (%) = (cy + a?) G) — \/m= 2 <y+§).

Donde se deduce que \/x? + (y + c)? es la distancia del punto P(x,y) hacia el foco

2
F(0,—c)y 2 (y + %) es la distancia entre el punto P(x,y) y la directriz de la elipse.

c
Por lo que — es una constante entonces
a

a? a?
y+ - =0=vy= i?.
Asi, se obtiene la ecuacion de la directriz.
En resumen, se tiene que:
= Centro — C(0,0)
= Focos — F;(0,¢), F(0,—c)
» Vértices — V;(0,a), V2(0, —a)
= Eje focal — ejey

a2

= Directrices — y = Y=

—_— |/ — b?
= Longitud de los lados rectos — L1R; = 2;, LrRy = 2;

» Ladosrectos — Li: y=c, Ly: y=—c
= B1(—b,0)y By(b,0)

.. c
m excentricidad — e = -
a

Hallar la ecuacién de la elipse si uno de sus vértices se encuentra en el punto

(0,6) y la distancia del eje menor de la elipse es 8.

Como se conoce que la distancia del eje menor de la elipse es 8, entonces se deduce
los puntos B1(0,4) y B»(0, —4), donde b = 4. Ademas, el vértice de una elipse es
V1(0,a), por lo que si el vértice es (0,6) entonces se sabe que a = 6. De esta manera,
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si los valores de a y b se reemplazan en la ecuacién de la elipse se obtiene

2 2 2 2
yo X y X
Lp=1= I+ =1
a2 b2 (6)2+()2
2 2
Yy X
— J 1= 1
36 1

Asi, se obtiene la ecuacion de la elipse.

Ecuacién de la elipse con centro C(/, k) y el eje focal paralelo al eje
X

Teorema 1.3.3: Ecuacién de la elipse con centro C (%, k)

Seaa, b € Ry (hk), (x,y) € R% La ecuacién de la elipse con centro C(h, k) y
el eje focal paralelo al eje x es de la forma:

(=h? =0 _

a? v 2

Demostracion:

Se considera la gréafica de una elipse, donde el punto P(x,y) estd en la elipse, C(h, k)
es el centro y sus focos F; y F, estan en el eje x. Entonces usando la definicién de
elipse y aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los
puntos P(x,y), Fi(h —c, k) y F2(h+ ¢, k) se tiene:

d(P,Fl) —|—d(d,F2) = 2a.

Figura 21. Elipse con centro C(, k)

Fuente: Elaboracién propia
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d(P,F) +d(P,F,) = 2a
— (&= (= )P+ (y = kP 3/ (x = (h+ )P+ (y — k)2 = 20
— = (=) + (y— k2 =20/ (x— (h+))2+ (y — k).

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

2

(¢<x—<h—c>>2+<y—k>2)2= (20 Jlr = h e+ =)

— (x—(h—C))2+(y—k)22402—4ﬂ\/(x—(h+0))2+(}/—k)2+(x—(h+C))2
+ (y — k)%

Se contintia desarrollando la igualdad,

x> —2x(h—c)+ (h—c)® +y* — 2ky + k?

:4a2—4a\/(x—(h—i—c))z—i—(y—k)2+x2—2x(h—|—c)+(h—|—c)2—|—y2—2ky—|—k2
= x? — 2xh + 2xc + h* — 2hc + 2 + y* — 2ky + k* — 4a® — x* + 2xh + 2xc — h?
—2hc—cz—y2+2ky—k2=—4a\/(x—(h—|—c))2—|-(y—k)2

— 4dcx — dhe — 4a* = —4a\/(x —(h4¢))2+ (y — k)2

Ahora se multiplica a cada lado de la igualdad por 411

(4cx — 4hc — 4a?) (%) = (—4a\/(x —(h+0¢)?+ (y— k)2> (%)

:>cx—hc—a2:—a\/(x—(h+c))2+(y—k)2
= c(x—h) —a* = —ay/(x — (h+ )2+ (y — )2

Nuevamenete se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad y se sigue resol-

viendo

2
(el =) = = (g Gx— ()2 (=2
— 2(x —h)? —2ca®(x —h) +a* = a®((x — (h+¢)* + (y — k)?)
— ?(x% — 2xh + h?) — 2ca’x + 2ca*h + a* = a®(x* — 2x(h +¢) + (h +¢)*y* — 2ky +K?)
— ?x? — 2xhc? 4+ h2c® — 2ca®x + 2ca’h 4 a* = a®x® — 2axh — 2a%xc + a®(h? + 2hc + ¢?)
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+ a*y? — 2a°yk + a®k*

— ?x? — 2xhc? + h2c? — 2ca®x + 2ca’h + a* = a®x? — 2a®xh — 2a%xc + a*h® + 2hca?
+ c2a? 4 a®y? — 2a*yk + a®k?

— 2x? — 2xhc® + WP + a* = a®x% — 20%xh + a®h? + c*a® + a*y? + o’k — 2aPyk

— 2x? — 2xhc® — a®x* 4 20%xh = —h?c* —at —|—a2h2—|—c a® 4 a®y* + a®k* — 2ayk
— x(cx — 2hc® — a*x + 2a%h) = —h*c® — a®(a* — 2 y2 — K + 2yk)

— x(x(c® — a®) = 2h(c* — a?)) = —h?c? — a*(a* — — % — k* +2uk)

— —x(x(a® = *) —2h(a® — ?)) = —h*c? — az(az—cz—h — % — k% + 2yk).

2

Se reemplaza b? = a? — 2, donde se tiene

— x(x(b?) = 2h(b?)) = —h*c? — a® (b — h* — y* — k> + 2yk)
— —x2b* + 2hb*x = —h2c* — a*(b® — h* — y? — K* + 2yk).

2

También se reemplaza c? = a®> — b? y se contintia desarrollando la igualdad

— 2% 4 2hb?x = —h?(a® — b?) — a® (b — h? — y? — k* + 2yk)
— —x?b? + 2hb*x = —h*a® + Wb — a®b? + a*h® + a®y? + ak* — 2a%yk
—> —x%b? + 2hb?x + hPa® — WPb* + aPb? — a*h? — ay? — a®k* + 2a%yk = 0.

Se multiplica Zlbz y (—1) a cada lado de la igualdad

1 1
(—x2b? + 2hb*x — W2b? + a®b® — a*y* — a®k* 4 2a%yk) ( sz) (—=1) = (0) (W) (—1)

x> 2hx h? y>  2yk  K?
Sttt Tt =0
x> 2hx  h*  y* 2yk  K?

2 a2 tater T teTt

Se simplifica, donde se tiene

x2—2hx+h2+y2—2yk+k2

2 2 =1
Finalmente, se factoriza
)2 )2
) NV
a b2
Por lo que se obtiene la ecuacién de la elipse. H

Al factorizar la ecuacion de la elipse con centro C(, k) y el eje focal paralelo al eje x
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se tiene

— (x—h)?> = <1 _ ;2k)2> 2

— \/mz \/(1— (y;zk)2> a?

= x—h= ia\/(W)
:x—h:i%,/bz—(y—k)z (1.11)

Con respecto a la nueva ecuaciéon se deduce que

P—(y—k?>0= 1> (y—k)>

Luego, aplicando las propiedades del valor absoluto y factorizando las expresion se
obtiene
b2 (y—k)? = b= (y—k)* =y —kP?
=" > |y — k|

— VB2 > /|y — k]2

= b> |y —Kk|

= |ly—k| <b

= —-b<y—k<b

= —b+k<y<b+k
Por lo que la ecuaciéon (1.11) puede ser utilizada cuando —b+k <y < b+ko
ye[-b+kb+kl.

Analogamente, si se factoriza la ecuacion de la elipse, se tiene

y—k? (y—k? . (x—h)?
P T e e

— (y—k)? = (1—M) b?

— \/mz \/<1— (x;hy) b2

(x—h)

2
a? +(
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:,y_k:ibﬂﬂ—(;_z—h)z)
ey k= ig,/az ~(x—h2. (112)

De este modo, se deduce que

= (x—h)?>0=a>> (x—h)>

Luego, aplicando las propiedades del valor absoluto y factorizando las expresion se

obtiene
* > (x—h)?=a*>>(x—h)?=|x—hf?
—a® > |x — hf?
— Va2 > \/|x — ]2
—>a > |x—h|
— |x—h| <a
— —a<x—h<a
— —a+h<x<a+h.
Por lo que la ecuaci6 (1.12) puede ser utilizada cuando —a+h < x < a+ho

x € |—a+h,a+h.

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-

tienen en este caso:

Figura 22. Elipse con centro en el origen
v, B,

Df

Fuente: Elaboracién propia
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Si se toma la coordenada del foco x = h — ¢ y se reemplaza en (1.12)

b b
k=42 /a2 — (x—h)2 k=422 — (h—c—h)2
y—k ia > —(x—h)?=y—k ia\/a (h—c—h)

b
k=422 — (—c)2
—vy—k ia a2 — (—c)
:y—k:igx/az—cz.

Luego, se vuelve a reemplazar b? = a2 — ¢?

y—k= igvbz —y—k= :tg(b)
bZ
—y—k=+—.
a
b? b?
Es decir, que las rectas y —k = —yy —k = s cortan con la elipse al nivel de

donde se encuentran los focos, por lo que se puede deducir que la longitud de los
_ 2 bZ
lados rectos son L1Ry = ZE y LoRy = ZE'

Ahora, para encontrar la ecuacion de la directriz se utiliza la expresién que se hallé

al realizar la demostracion de la ecuacion de la elipse para este caso

elx =) —a? = —ay[(x = (h+ )2 + (v ~ k),

1
Luego, se multiplica — _en cada lado de la igualdad y se factoriza

(~ay/= e =2 (—1 ) = (cx =) =) (1)

— S o+ (y—kp =~

:>\/(x—(h+c))2+(y—k)2:£(—(x—h)~|——2>.

c

+a

Donde se deduce que /(x — (h+c¢))2 + (y — k)2 es la distancia del punto P(x,y)
)

hacia el foco F(h + ¢, k - x—h)+ T es la distancia entre el punto P(x,
Y3 c p vy

: : . c
la directriz de la elipse. Por lo que — es una constante entonces
a

2 2
—(x—h)+%:O:>—x+h:—a?

112
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Asi, se obtiene la ecuacion de la directriz.
En resumen, se tiene que:
» Centro — C(h, k)
» Focos — Fi(h—c,k), F(h+c,k)
» Vértices — Vi(h—a,k), Vo(h+a,k)
= Eje focal — Paralelo al eje x
2 22

. ) a
» Directrices > x =h+ —,x =h — —
c c

2 2
= Longitud de los lados rectos — L1R; = 2%, LyRy, = 2%
» Ladosrectos — Li: x=h—c, Lry: x=h+c
» Bi(h,k+b)y Ba(h k—D)

.. c
m excentricidad — e = —
a

Hallar la ecuacion de la elipse, donde sus focos Fi(—2, —2) y F»(4, —2) y uno

de sus vérticesestdenlarectaL: x —y —8 = 0.

Los focos de la elipse indica si el eje focal se encuentra paralelo al eje x o al eje y.
En este caso, se encuentra paralelo al eje x, donde los focos de esta elipse se definen
como Fy(h+ ¢, k) y F2(h — ¢, k). Para encontar el centro de la elipse, se toma los dos
puntos de los focos y se encuentra su punto medio,

X1+x2 Y1 +y2 —2+4 —2-2
P — P =
" ( 2 2 ) s o ( 2 2

— Pm = (1,-2),

donde Pm es el centro de la elipse C(1, —2), esdecirh =1y k = —2.

Como la elipse tiene el eje paralelo al eje x, su ecuacién se define como

(x—h?  (y—k)?
a? * b?
obtiene la ecuacion buscada

(x—h)*  (y—k)? (x=1)*  (y+2)?
— + 72 =1= 3 + 2 =1

= 1, por lo que la reemplazar los valoresde h = 1y k = —2 se
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Ecuacién de la elipse con centro C(/, k) y el eje focal paralelo al eje

Yy

Teorema 1.3.4: Ecuacién de la elipse con centro C(h, k)

Seaa, b € Ry (hk), (x,y) € R? La ecuacién de la elipse con centro C(h, k) y

el eje focal paralelo al eje y es de la forma:
(y—K? (x-h?
72 b2

2
+ =1

Demostracion:

Consideremos la gréfica de una elipse, donde el punto P(x,y) estd en la elipse,
C(0,0) es el centro y sus focos F; y F, estdn en el eje .

Figura 23. Elipse con centro C(, k)

Fuente: Elaboracion propia

Entonces usando la definicién de elipse se tiene
d(P,F)+d(d,F) = 2a.

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
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P(x,), Fi(h,k +¢) y Ex(h, k — c) se tiene:
d(P,F)) +d(P,F,) = 2a
— =12+ (= (k)2 + 4/ (x = B2+ (y — (k —0))? = 2a
— J(x =2 + (y— (k)2 =20/ (x = W)+ (y — (k— )2

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

(\/(x—h)2+ (v — (k+c))2)2 = (Za— \/(x—h)2+ (y — (k—c))z)z

= (x = h)2+ (y— (k+0))? = 40> —day/ (x — 02+ (y — (k— )2+ (x — )2+ (y — (k—0))?

Se contintia desarrollando la igualdad,

x2—2xh+h2+y2—2y(k+c)+(k+c)2:4a2—4a\/(x—h)2+(y—(k—c))2
4+ x2 = 2xh + 1 4 y* — 2y(k — ¢) + (k —¢)?

— x2 — 2xh + W +y* — 2yk — 2yc + K> + 2kc + ¢* — 4a* — x* + 2xh — K — y?
+ 2yk — 2yc — K* 4 2ke — * = —4a\/(x—h)2+(y—(k—c))7-

— —dyc + 4ck — 4a® = —4a\/(x—h)2+(y— (k—r¢))2.

Ahora se multiplica a cada lado de la igualdad por 411

(—aye sk —40) (1) = (~n /w2 e - G=02) (5)

:>—yc+ck—a2:—a\/(x—h)2+(y—(k—c))2
= c(k—y) — = —ay/(x— )2+ (y — (k— )2

Nuevamenete se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad y se sigue resol-
viendo

th =)~ = (oW o)
(
2

= A(k—y)* —2ca’(k—y) +a* = a*((x = 1)’ + (y — (k= 0))*)
= c*(k* — 2ky + y*) — 2ca’k + 2ca’y + a* = a*(x* — 2xh + h* + y* — 2y(k — ¢)
+ (k—¢c)?)
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= 2k* — 2c2yk + c*y* — 2ca’k + 2ca’y + a* = a*x* — 2a*xh + a®h* + a®y?

— 2a%yk + 2a%yc + a*(k* — 2kc + ¢?)

— k% — 2c2yk + c*y* — 2ca’k + 2ca’y + a* = a®x* — 2a%xh + a®h* + ay? — 2aPyk

+ 2a%yc + ak? — 2a’ke + a*c?

= czy2 — 2c2yk — azyz + 2a2yk = — %k — a* + a?x* — 2a%xh + a®’h? + a?k? + a?c?
— y(—2c%k + c*y — a’y + 2a%k) = —c*k* — a?(a® — x* +2xh — h* —k* — c?)
— y(y(c® —a?) — 2k(? — a?)) = —?k* — a*(a® — x* 4+ 2xh — > — K> — ?)
— —y(y(a®c®) — 2k(a® — ®)) = —c*k* — a®(a® — ® — x* +2xh — h> — k).

2

Se reemplaza b*> = a? — ¢2, donde se tiene

—y(yb® — 2kb?) = —?k* — a*(a® — c* — x* + 2xh — h* — k?)
— —y?b? + 2kb*y = —?k* — a*(a® — 2 — x* + 2xh — h* —K?).

2 2

También se reemplaza c> = a®> — b? y se contintia desarrollando la igualdad

— y?b? + 2kb*y = —(a® — b*)k* — a®(b® — x* + 2xh — h? — K?)
— — 2% 4 2kb*y = —a’k? + V?K* — a®b? + ax® — 2aPxh + a*h? 4 oK

— — 2% 4 2kb*y + a*k* — bPk* + aPb* — a’x* + 2a°xh — a’h® — a*k* = 0
= —y2b* + 2kb*y — b*k* + a*b* — a?x* + 2a°xh — a*h? = 0.

Se multiplica 5121? y (—1) a cada lado de la igualdad

1
(_yZbZ +2kb2y . b2k2 +aZb2 . ﬂZXZ +2a2xh . aZhZ) (W
2 2 2 2
vy 2ky k x°  2xh  ht
e 2t ltp e
2 2 2 2 2 2
LYy _Zy ke x 2xh

a?2 a2 a2 b2 b? b?

Se simplifica, donde se tiene

y>—2ky+k* x*—2xh+h*
a? + b2 N

Finalmente, se factoriza

(y—k?  (x—h)?
5+ =1.

Por lo que se obtiene la ecuacién de la elipse.

1.

Jn=0

a?b?

)1
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Al factorizar la ecuacion de la elipse con centro en el origen y con eje focal el eje x se

tiene las siguientes expresiones:

_k2 _h2
Ui )

a

b

=1=y—k=24-/b2—(x—h)2 (1.13)

Donde la ecuacién (1.13) puede ser utilizada cuando —b+h < x < b+ho
x € [-b+hb+h|.

_k2 _hZ b
(yaz) +(xb2) —l=x—h=t [ — (y— k)2 (1.14)

Donde la ecuacién (1.14) puede ser utilizada cuando —a+k < y < a+ko
y € [—a+ka+k].

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-

tiene en este caso:

Figura 24. Elipse con centro C(h, k)

DF

Fuente: Elaboraciéon propia

Al tomar la coordenada del foco y = k + ¢ y reemplazar en (1.14)

x—h:ig az—(y—k)2:>x—h:ib\/a2—cz.

a
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Luego, se vuelve a reemplazar b? = a® — c?
b b?
b? b?
Es decir, que las rectas x —h = — y x —h = —— cortan con la elipse al nivel de

a
donde se encuentran los focos, por lo que se puede deducir que la longitud de los
2

lados rectos son L1Ry = ZE y LoRy = ZE'

Ahora, para encontrar la ecuacion de la directriz se utiliza la expresion que se hall6

al realizar la demostracioén de la ecuacion de la elipse para este caso

—ay/(x =2+ (y — (k= )2 =k —y) — a2

1
Luego, se multiplica — S en cada lado de la igualdad y se factoriza

(~ay/G=mpr = e=a2) (-1 ) = et - (-3)

— o= -aR = (~k-n + 5.

c

Donde se deduce que /(x — )2+ (y — (k — ¢))? es la distancia del punto P(x,y)

2
aciael foco F(h,k—c)yv — | —(k—1vy) + — | es la distancia entre el punto P(x,
hacia el foco F(h,k —¢) y ; k—y “C lad Ip )y

: : . c
la directriz de la elipse. Por lo que — es una constante entonces
a

2 2
—(k—y)+%:O:>y:k:|:%.

Asi, se obtiene la ecuacion de la directriz.

En resumen, se tiene que:

= Centro — C(h, k)

Focos — Fi(h,k+c), Fo(h,k—c)

Vértices — Vi(h,k+a), Vo(h, k —a)

Eje focal — Paralelo al eje y

a? a2
Directrices = y = k + ?,y =k — -

. 2 bZ
Longitud de los lados rectos — L1R; = 27, LoRy = 2;
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» Ladosrectos + Li: y=k+c Ly: y=k—c
m Bi(h—1b,k)y Ba(h+b,k)

.. c
m excentricidad — e = —
a

Hallar la ecuacién de la elipse con extremos del eje menor en (—9,0) y (15,0);

cuya excentricidad es 5

Debido a los extremos del eje menor, se puede deducir que la elipse tiene eje focal
paralelo al eje y. Con estos puntos se puede encontrar el centro de la elipse, a través
del punto medio

P — <X1+X2 y1+y2> . P — (—9+15 0+0)

2 2 2 2
— Pm = (3,0)

donde Pm es el centro de la elipse C(3,0), es decir h = 3 y k = 0. Si tomamos uno

de los puntos del eje menor, se tiene
Bi(h—b,k) = B1(—9,0).
Donde, h — b =9y k = 0, por lo que si reemplazamos h = 3

h—b=9=—3—-b=9
— b =12.

Q1] W

. . . c .
Se conoce que la excentricidad de una elipse es e = —, donde esta elipse es e =
a

y

al reemplazar

£_§:>C_3_u
a 5 57

Luego, reemplazamos los valores de ¢ y b en la igualdad b? = 4 — ¢?,

P=a?—-2——a?=p+c3

3

— a2 = (12) + (32
9a?
2 — _
—a” =144+ 5

— g% = 225,
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Asi, se reemplaza a y b en la ecuacién de la elipse

(y—k?  (x—h?
2 T Tl T s T

Ecuacidn general de la elipse

Teorema 1.3.5: Ecuacién general de la elipse

Si los coeficientes A y C son del mismo signo, la ecuacién
Ax*>+By? +Cx+ Dy + E =0.
representa una elipse con su eje focal paralelo al eje de coordenadas, o bien

puede ser un punto o no puede representar ningtn ligar geométrico.

Demostracién: La demostracion puede ser encontrada en Lehmann (1989). [ |

La ecuacioén de una elipse es x* + 4y 4+ 2x — 12y + 6 = 0. Reducir esta ecuacion

a la forma ordinaria y determinar las coordenadas del centro, de los vértices y
de los focos.

Se toma la ecuacién, se ordena y se completa los cuadrados

X2+ 4y? +2x — 12y + 6 = 0 = (x* +2x) +4(y* — 3y) = —6

22 (_3)2
I

2 22 2 2
— (P2t T +4 (P -3y +3) = —6+
:>(x2+2x+1)+4<y2—3y+2):—6—|—1+9
3\ 2
:>(x+1)2+4(y—§) =4
Donde, la forma ordinaria de la ecuacion es

2
(x+1)?%  (y—3)
4 + I =1.

Claramente, se conoce que las coordenadas del centro de la elipse es C(—1, %) y el
eje focal es paralelo al eje x. Debido a que a> = 4 entonces a = 2, por lo que los
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vértices de la elipse son Vy (h — a,k) y Va(h + a, k), entonces se tiene

3 3
3 3
a(2) w(ad).

Luego, se reemplaza a’> = 4y b*> = 1 en ¢? = a®> — b?

A=a® -1 = c= Va2 -1

—c=v4-1

— c = /3.

Asi, se reemplaza ¢ en los focos Fy(h — ¢, k) y Fo(h + ¢, k), donde se obtiene que

F (—1 +/3, g) y b (—1 — /3, g) los focos de esta elipse.

1.4. Hipérbola

Definicién 1.4.1: Hipérbola

La hipérbola es un lugar geométrico de un punto P que se mueve en el plano
R? de modo que la diferencia entre las distancias de este punto a dos puntos

tijos F; y F, es igual a una constante.

El punto que se mueve en el plano es P(x, y), donde este punto pertenece a la hipér-
bola. Mientras que los puntos fijos seran llamados focos, los cuales se los representan

como Fi(x,y) y F2(x,y), ademas la constante se denominara 2a.

Por lo que la definicién formal se la describe como:

Hyip = {(x,y) € R*: |d(P,F;) —d(P, F)| = 2a}.

1.4.1. Elementos de la hipérbola
Los elementos de la elipse son:

s C centro

F, y F, focos

Vi y V, vértices

L eje focal

» L' ¢je normal
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Dy D’ directrices

= L1R; y L,R; lados rectos

= QSy Q'S cuerda focal

» V1V, eje transverso — V1V, = 2a

= BB, eje conjugado — B1B, = 2b

» F F distancia focal = FF, = 2¢

» DD, didmetro

» Ly L’ ejes de simetria de la hipérbola

» PF, y PF, radios vectores de P

Figura 25. Hipérbola

L.f

C' centro

F v Fy focos

W v Vo vértices

L eje focal

L eje normal

Dy D' directrices

m v m lados rectos
m v W cuerda focal

Vi gje transverso

m eje conjugado
P—Fl v P—Fz radios vectores de P
m distancia focal
m diametro

[ . .
L v L' ejes de simetria

Fuente: Elaboraciéon propia

1.4.2. Ecuaciones de la hipérbola

Una de las ecuaciones que se puede conseguir con respecto a la gréfica de la hipér-
bola es a? + b? = ¢2. Esto debido a que se forma un tridngulo rectdngulo, donde su

hipotenusa es ¢? y sus catetos son a2 y b2.

De este modo, si la gréfica de la hipérbola se encuentra en el origen del plano ,
este indica que la distancia del centro de la hipérbola hacia unos de sus vértices es
a, por lo que el centro es C(0,0) y el vértice es V(a,0). De igual manera, indica la
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By 0 /

Figura 1.3: Hipérbola con centro
en el origen y eje focal en el eje
X.

Figura 1.4: Hipérbola con centro C(h, k) y eje
focal paralelo al eje x.

distancia desde B, el cual es el punto B(0, ), hacia uno de sus focos F(c,0), el cual

es la hipotenusa del tridngulo rectdngulo.

La razén por la que se iguala estas dos distancias es debido a que en la grafica
se tiene de hipétesis que la distancia al cuadrado entre C y V es ¢?, por lo que la
distancia al cuadrado entre B y F debe ser igual a c? para asumir que la hipotenusa
del tridngulo recténgulo que se forma es c?. Al igualar estas dos distancias y aplicar

la férmula de la distancia entre dos puntos se tiene
d(B,V) =d(C,F) = (d(B,V))* = (d(C,F))?

— (Vo—apre—oz) = (Vo 0-op)

= (=a)? + (b)? = (—c)* + (0)?

— a® +b? =2

2

Por otro lado, si la grafica de la elipse se encuentra fuera del origen se tiene los si-
guientes puntos: el centro C(h, k), uno de los focos F(h + ¢, k), V(h + a,k) y
B(h,k + b). Asi, al reemplazar estos valores se obtiene

d(B,F) =d(C,V) = (d(B,V))? = (d(C,F))?

— (Yomn—ar e o) = (o op e k)
— (=) + (0 = (~0)* + (07

— 2?4+ b* =2

Por lo tanto, esta ecuacién no va a variar con respecto a la localizacién de la hipér-
bola.
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Ademés, la definicién formal de la hipérbola es equivalente a ser escrita de la si-
guiente manera,
d(P,F;) —d(P,F,) =2a (1.15)

d(P,E) —d(P,E) = —2a. (1.16)

Esto debido a la definicién de valor absoluto. De este modo, la igualdad (1.15) es
utilizada cuando el punto P(x,y) estd sobre la rama izquierda de la hipérbola, y la
igualdad (1.16) es utilizada cuando el punto P(x, y) estd sobre la rama derecha de la

hipérbola.

Ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y el eje focal en el
eje x

Teorema 1.4.1: Ecuacién de la hipérbola con centro en el origen

Seaa, b € Ry (x,y) € R% La ecuacién de la hipérbola con centro en el origen

del plano IR? y el eje focal es el eje x es de la forma:
2P
=

a2 p2

Demostracion:

Consideremos la grafica de una hipérbola, donde el punto P(x,y) estd en la hipér-

bola, C(0,0) es el centro y sus focos F; y F, estén en el gje x.

Figura 26. Hipérbola con centro en el origen

y

Fuente: Elaboracién propia

Entonces usando la definicién de hipérbola se tiene
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d(P,Fl) — d(d,Pz) = 2a.

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
P(x,y), Fi(—c,0) y F2(c,0) se tiene:

d(P,F) —d(P,F) =20 = \/(x + )2+ (y— 0)2 — / (x — )2+ (y — 0)2 = 2a
— \/(x+c)2+(y—0)2—\/(x—c)2+(y—0)2:2a

= \/(x+c)?2+y>?=2a+/(x — )2+ y2

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

2

( (x+c)2+y2>2 = <2a+ (x—c)2+y2>

— (x+c)?> +y* =4a® +4a\/(x — )2+ 2 + (x — o) + %

Se sigue desarrollando la igualdad,

X2 42xc+ Py =4a’ +4a\/(x — )2+ 2+ x% —2xc+ 2 + 2

— 2xc + 2xc — 4a* = 4ay/ (x — c)2 + 12

— 4dxc —4a® = day/ (x —c)2 + 2.

Ahora se multiplica a cada lado de la igualdad por 411

(2xc + 2xc — 4a?) (}L) = (4a (x —c)2+ yz) (31) — xc—a® =ay/(x —c)2 + 2.

Nuevamenete se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad y se sigue resol-

viendo

2
(xc —a%)? = (a (x—c)2+ yz) — x%c? = 2a%xc +a* = a®((x — )2+ %)

— x%c? — 2a%xc 4 a* = a®(x* — 2xc + 2 +1?)
— x2c* — 2a%xc + a* = a’x® — 2a%xc + ac + a*y?
— 22— tat - Pa? - d*PP =0

— (> —a?) +a*(@® —c*—y*) =0

— x*(?—a®) —a*(* - a*+y*) =0.
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2 _ 42, donde se tiene

Se reemplaza b® = ¢
(1) — a? (b +y?) = 0 = x°b* — a’b* — a*y* = 0,

Se multiplica azl? a cada lado de la igualdad

1 1 x2 2
22 272 2.2 Y
(x°b” — a“b —ay)(—a%z) = (0) (_a2b2> :>—a2—1——b2 =0.

Finalmente se tiene

XY
2 ol
Por lo que se obtiene la ecuacién de la elipse. |

Al factorizar la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y con eje focal el eje
X se tiene

R T
:>x—ib b% + y-. (1.17)

Donde se deduce que y puede tomar todos los valores de IR, es decir que la ecuaciéon
(1.17) puede ser utilizada para todo vy € R.

Analogamente, si se factoriza la ecuacién de la hipérbola, se tiene

2P T
2 T e !
2 x? 2
2
2 _ 2
— y==b o
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—y=tVE (1.18)

De este modo, se deduce que

xz—a220:x22a2.

Luego, aplicando las propiedades del valor absoluto y factorizando las expresion se
obtiene

>0 = x> =x2>a°

— [x|> > a®
— /|x]2 > Va2

Por lo que la ecuaci6 (1.18) puede ser utilizada cuando x < —ay x > a.

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-
tienen en este caso:

Figura 27. Hipérbola con centro en el origen

v

L

SRR

Fuente: Elaboracién propia
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Si se toma la coordenada del foco x = ¢ y se reemplaza en (1.18)

y:igvxz—azﬁyzigvcz—az.

Luego, se vuelve a reemplazar b? = ¢? — a?

y:igvaz—czjy:ig\/ﬁ

b
==Yy = i;(b)
b2
=4+,
b2 _b2
Es decir, que las rectas y = —Yy=— cortan con la hipérbola al nivel de donde

se encuentran los focos, por lo que se puede deducir que la longitud de los lados
2 2

rectos son LR = 2; y LRy = 2;.

Por otro lado, se define la excentricidad e, la cual sirve para identificar la abertura
de las ramas de la hipérbola. Esta se denota como el cociente

c
€ = —.
a

Ademés, viene dada por la férmula

c Va? +b?
= =0 = —.

a a

Como ¢ > a, la excentricidad de una hipérbola es mayor que la unidad, e > 1.
Cabe recalcar, que la excentricidad se define de la misma manera en todos los casos
correspondientes a la hipérbola.

Ahora, para encontrar la ecuacion de la directriz se utiliza la expresiéon que se hallé
al realizar la demostracion de la ecuacién de la elipse para este caso

ay/(x —¢)2 4 y2 = cx — a°.

1
Luego, se multiplica _en cada lado de la igualdad y se factoriza

(a (x—c)2+y2> (%) = (cx —a?) (%) =/ (x—c)2+y? = < 4
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Donde se deduce que +/(x — ¢)? + y? es la distancia del punto P(x,y) hacia el foco
2

F(c,0)y 2 (x — %) es la distancia entre el punto P(x,y) y la directriz de la elipse.

c
Por lo que — es una constante entonces
a

a2 2

a
XxX——=0=—=—x=+—.
c c

Asi, se obtiene la ecuacién de la directriz.

Finalmente, para obtener las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola se utiliza la

ecuacion (1.18)

Y= j:gvxz — a2

2
. X ;
Luego, se multiplica — dentro de la raiz
X

Se sabe que para determinar las asintotas de una curva es importante conocer el
comportamiento de las variables de la ecuacién en estudio. En este caso, saber cudl
es el comportamiento de y, cada vez que se le da valores mas grandes a la variable
x. Por lo que, si un punto de la hipérbola se mueve a lo largo de la curva, de tal

manera que x aumente sin limite se tiene que

2
o a
lim — = 0.
X—0o0 X

Asi, se obtiene que
b b
Y= i;x\/l—o — Y= j:;x.

Por lo que las ecuaciones de las asintota de la hipérbola son y = Zx yy=—-—.

En resumen, se tiene que:

= Centro — C(0,0)
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= Focos — Fi(—c,0), F(c,0)
» Vértices — Vi(—a,0), Va(a,0)
= Eje focal = e¢je x

= Eje normal — ejey

a2 a2
X = ——

m Directrices —+ x = —
c c

-_— [/ b?
= Longitud de los lados rectos — L1R; = 2;, LyRy, = 2;

» Ladosrectos - Ly: x=—¢, Lp: x=¢
= B1(0,b) y B2(0, ~b)
= Excentricidad — e = 2

. b b
= Asintotas — y = SNy =X

Hallar la ecuacién de la hipérbola si sus focos son los puntos F;(—3,0), F»(3,0)

. 3
y su excentricidad es >

Se deduce que la hipérbola va tener su eje focal en el eje x, por lo que los focos se
describen Fi(—c,0) y F2(c,0). Asi, se determina que ¢ = 3. Luego, como la excen-
tricidad se define como e = 2, se iguala con la informacion dada y se reemplaza
c=3

c 3 ¢

e = — —/]p — = —
a 2 a

3 3

2 a

—a=2

—a? =4

Después, se reemplaza c y a en la ecuacion b? = ¢ — a2

b =c2—a®> = b= (32— (2)?

— b2 =5,

2 2

. .y . ao X
Finalmente, se conoce que la ecuacién de la hipérbola se describe — — % = 1donde
a
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se reemplaza los datos obtenidos

x2 ]/2 x2 ]/2
2 p- =3 57t

Por lo que se halla la ecuacién de la hipérbola.

Ecuacidén de la hipérbola con centro en el origen y el eje focal en el
ejey

Teorema 1.4.2: Ecuacién de la hipérbola en el origen

Seaa,be Ry (x, y) € IR?. La ecuacién de la hipérbola con centro en el origen
del plano IR? y el eje focal es el eje y es de la forma:
2 2
y X
— 1|,

a2 b2

Demostracion:

Consideremos la grafica de una hipérbola, donde el punto P(x,y) estéd en la hipér-

bola, C(0,0) es el centro y sus focos F; y F, estan en el eje y.

Figura 28. Hipérbola con centro en el origen

Fuente: Elaboraciéon propia

Entonces usando la definicién de hipérbola se tiene
d(P,F) —d(d, F,) = —2a.

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
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P(x,y), F1(0,¢) y F2(0, —c) se tiene:

d(P,Fl)—d(P,Fz)——Za:\/x— )24+ (y — )2 — \/(x—O) F(y+te)?=—2a

= \/x2+ (y—c)2—\/x2+ (y+¢)?
— \/x2+ (y—c)?=-2a+ + (y+c¢)

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

( x2+<y—c>2)2=(—za+ x2+(y+c)2)2

— x*(y—c)? =4a® —da\/x2 + (y + )2 + x>+ (y+ )%

Se contintia desarrollando la igualdad,

X2+ y? —2yc+ c? = 4a® —day/x2 + (y + )2 + 22 + y* + 2yc + 2
—2yc —2yc — 4a® = —4a\/x2 + (y + ¢)?

—> —dyc —4a® = —da\/x2+ (y + o)

Ahora se multiplica a cada lado de la igualdad por —31

(—4yc — 4a?) (_}1) = (—4am) (—%) — yc+a®=a\/x2+ (y+c)2

Nuevamenete se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad y se sigue resol-
viendo

(yc +a?)? = (a x% + (y+c)2)2 — 2 + 2a%yc +a* = a®(x* + (y +¢)?)
— y?c? +2a%yc +a* = a?(x* + y* + 2yc + )
:>y2C2—|—2a2yc+a4 = a®x* + a*y? + 2a%yc + a*c?
— PR a2 Py 2P =0
— y* (P —a?) +a*(a® —x*—cF) =0
— 1?(c? —az)—az(c —a?+x?) =0.

2

Reemplazamos b? = ¢2 — 42, donde se tiene

y2(b?) — a*(b* + x*) = 0 = y*b* — a’b* — a*x* = 0.
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Se multiplica azl? a cada lado de la igualdad

1 1 2 x?2
2,2 212 2.2 Y
(y°b* —a“b —ax)(—a%z) = (0) (—a2b2) :>——1——b2—0.

Finalmente se tiene

2 2

y
2TE "
Por lo que se obtiene la ecuacién de la hipérbola. u

Al factorizar la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y con eje focal el eje

X se tiene

2 2

X a
;_% 1= y=2VP+2 (1.19)

Donde se deduce que x puede tomar todos los valores de IR, es decir que la ecuacion

(1.19) puede ser utilizada para todo x € R.

Andlogamente, si se factoriza la ecuacién de la hipérbola, se tiene

S —is=1=x= Z Y2 — a2 (1.20)
Por lo que la ecuacién (1.20) puede ser utilizada cuandoy < —ayy > a.

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-

tienen en este caso:

Si se toma la coordenada del foco y = c y se reemplaza en (1.20)

b b
x:ia yz—aZ:x:iE c2 — a2

2 2

Luego, se vuelve a reemplazar b? = ¢* —a
b 2
x=£-VP? = x=+—.
a a
v? —b?

Es decir, que las rectas y = —Yy=— cortan con la hipérbola al nivel de donde

se encuentran los focos, por lo que se puede deducir que la longitud de los lados
2

rectos son LR = 2; y LRy = 2;.

Por otro lado, para encontrar la ecuacién de la directriz se utiliza la expresién que
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Figura 29. Hipérbola con centro en el origen

L2 Rz

2%
&
2%

Fuente: Elaboracion propia

se hall6 al realizar la demostracién de la ecuacién de la hipérbola para este caso

a\/x2 + (y +¢)2 = cy + a*.

1
Luego, se multiplica Zen cada lado de la igualdad y se factoriza

<a x2+(y+c)2) (%)z(cy—kaz)(%): x2+(y+6)2=§(y+§).

Donde se deduce que y/x? + (y + c)? es la distancia del punto P(x,y) hacia el fo-
2
co F(0,—c) y 2 <y + a?) es la distancia entre el punto P(x,y) y la directriz de la

. ¢
hipérbola. Por lo que — es una constante entonces
a

2 2
a a
—:0:> :j:—.
y+c y c

Asi, se obtiene la ecuacion de la directriz.

Finalmente, para obtener las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola se utiliza la

ecuacion (1.19)

y= :l:%\/ b2 + x2.
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2
. 1. X ,
Luego, se multiplica — dentro de la raiz
X

2
y= i% %(bz—kxz) —y= i%x %(bz—kxz)
a b2 x?
:>y—:|:5x ;—FP

bZ
— y =233/ 5 +1

Se sabe que para determinar las asintotas de una curva es importante conocer el
comportamiento de las variables de la ecuaciéon en estudio. En este caso, saber cuél
es el comportamiento de y, cada vez que se le da valores més grandes a la variable
x. Por lo que, si un punto de la hipérbola se mueve a lo largo de la curva, de tal

manera que x aumente sin limite se tiene que

b2
X—00 X

Asfi, se obtiene que

Y= :i:gx\/0+1 :y:ﬂ:%x.

Por lo que las ecuaciones de las asintota de la hipérbola son y = 2y yy = —7X.

b

En resumen, se tiene que:
= Centro — C(0,0)
= Focos — F;(0,¢), (0, —c)
» Vértices — V1(0,a), V»(0, —a)
= Eje focal — ejey

= Eje normal — eje x

a2 a2
,]/ - —

= Directrices — y = —
c c

_ bZ . b2
» Longitud de los lados rectos — L1R; = 2?’ LRy = 2;

= Ladosrectos =+ L1: y=—c, Lr: y=c
= B1(0,b) y B2(0, —b)

.. c
s Excentricidad — ¢ = —
a
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. a a
= Asintotas — y = oY=

Hallar la ecuacién de la hipérbola con vértices en los puntos V;(0,—5) y

V2(0,5) sabiendo que la longitud de su lafo recto es 18.

Debido a como estan definidos los vértices se sabe que la hipérbola tiene su eje focal
en el eje x. Ademds, los vértices V1(0,a) y V,(0, —a), por lo que se deduce que a = 5.
2

Luego se define el lado recto LR = 2;, donde se sabe que LR = 18 y se reemplaza

los datos

2 2
LR = 2b— = 18 = 2b—
a a
2
18 =2—

fr— 5

90

b=

— 2

— b? = 45.

Por lo que se reemplaza, a y b en la ecuacién de la hipérbola

Ecuacion de la hipérbola con centro C(/, k) y el eje focal paralelo al
eje x

Teorema 1.4.3: Ecuacion de la hipérbola con centro C(/, k)

Seaa, b e Ry (hk) (xy) € R2. La ecuacién de la elipse con centro C(h, k) y
el eje focal paralelo al eje x es de la forma:

C=h? -k _,
a2 b2 '

Demostracion:

Consideremos la grafica de una hipérbola, donde el punto P(x,y) esté en la hipér-
bola, C(h, k) es el centro y sus focos F; y F, estdn en el eje x.

Entonces usando la definicién de elipse se tiene
d(P,F) —d(d, F,) = 2a.

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
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Figura 30. Hipérbola con centro C(h, k)

Fuente: Elaboraciéon propia

P(x,y), Fi(h —c, k) y Fa(h + ¢, k) se tiene:
d(P,Fl) —d(P,Fz) =2a
— \/(x= (= )2+ (y =k = [ (x = (h+ )2+ (y =K = 2a
— /(= (= )2+ (y = k)2 =204+ (x = ()2 + (y — k)2

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

2

(ot k7) = (04 e e k2

—> (x— (h—0)*+ (y — k) = 40> + 4ay/ (x — (h + )2 + (y — k)2
+(x—(h+0)*+ (y— k)~

Se contitia desarrollando la igualdad,

3c2—2x(h—c)—i—(h—c)2+y2—2yk—i—k2:4612—|—4a\/(x—(h—l—c))z—i—(y—k)2
+x? —2x(h+c)+ (h+c)* +y* — 2yk + Kk
— x% — 2xh + 2xc + h? — 2he + 2 4 y* — 2yk + k* = 4a?
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—|—4a\/(x—(h+c))2+(y—k)2+x2—2xh—2xc+h2+2hc+c2+y2—2yk+k2

= 2xc + 2xc — 2hc — 2he — 4a? =4a\/(x— (h4¢))?2+ (y —k)?

— 4xc — 4hc — 4a* = 4a\/(x —(h+¢))2+ (y — k)2

1
Ahora se multiplica a cada lado de la igualdad por 1

(xc = dhe —4a%) (411) = (4“\/(x — (h+0)*+ (y - k)z) (i)

:>xc—hc—a2:a\/(x—(h+c))2+(y—k)2
:>c(x—h)—azza\/(x—(h—i—c))z—i—(y—k)z.

Nuevamenete se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad y se sigue resol-

viendo

i (e

— A(x —h)? —2ca®*(x —h) +a* = a®((x — (h+¢))* + (y — k)?)

— 2(x® — 2xh + h?) — 2cxa® + 2cha® + a* = a*(x*2x(h +¢) + (h + ¢)* + y* — 2yk + k?)

— 2x? — 2cxh + 2h? — 2cxa® + 2cha® + a* = a*(x* — 2xh — 2xc + h? + 2hc + ¢?

+y? — 2yk + k%)

— 2x? — 2c%xh + *h? — 2cxa® + 2cha® + a* = a*x* — 2a*xh — 2a®xc + a*h® + 2a*he

+ a2 + a2 — 202k + K>

— 2x? — 2c%xh + *h? — 2cxa® + 2cha® + a* — a®x* + 2a°xh + 2a*xc — a®h* — 2a°hc

— a*? — a*y? 4 2a%yk — a*k* = 0

— x(c®x — 2¢*h — a®x + 2a%h) + h? + a*(a® — W — ® — y* 4 2yk — k)
2 ( )) + 2H2 + a2(a% — @ — 2 — 1 +2yk — K?)

— x(x(c* — a®) — 2h(c* — a?))
2 2)_ (CZ_IZZ))+C2h2_a2(c2_a2+h2+y2_2yk+k2)

— x(x(c"—a

0
2h 0
2h 0

2

Se reemplaza b*> = ¢ — a?, donde se tiene

x(x(b?) = 2h(b?)) 4 2h? — a®(b* + W 4+ y* — 2yk +k*) = 0
— x20? — 2hb?x + Ph? — a*b* — a*h® — a®y* + 2yka® — a’k? = 0.

2 2

También se reemplaza ¢ = a* — b? y se contintia desarrollando la igualdad

X°b? — 2hb%x 4 (a® + b*)h? — a®b* — a®h* — a®y* + 2yka® — a’k> = 0
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= 220 — 2hb?x + a®h? + b*h? — a*b* — a’h® — a*y* + 2yka® — a*k* = 0
— x20% — 2hb*x + bPh* — a®b? — ay? + 2yka® — a®k? = 0.

Se multiplica aZl? a cada lado de la igualdad

1 1
(x?b* — 2hb%x + b*h* — a®b* — a®y?* + 2yka® — a’k?) (W) = (0) (W)

X 2k Ryt 2k K
a? a? a? b? b? b2
¥ 2 By 2k R
2 2 T2

=0
et

Se simplifica, donde se tiene

x% — 2hx + h? _yz—Zyk—i—k2 B

2 2 =1
Finalmente, se factoriza
(- (K2
a? b? '
Por lo que se obtiene la ecuacién de la hipérbola. n

Al factorizar la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y con eje focal el eje
X se tiene

(c=h? (y—K? . (x—hp

(y—k)?
2 poo i e

bZ

— (x—h)* = (1 e ;f’z) 2

— \/mz \/(1+ (y;zk)2> a?

b+ (y —k)?
b2

:x—h:i%,/bu(y—k)% (1.21)

Donde se deduce que y puede tomar todos los valores de IR, es decir que la ecuacién
(1.21) puede ser utilizada para todo y € RR.

= x—h=42a

Analogamente, si se factoriza la ecuacién de la hipérbola, se tiene

x —h)? —k)? —k)? x —h)?
L) UG L R
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= (y—k)?* = <(x _zh)z — 1) B

:x/(y—k)2=\/<(x;—2h)2—1> b2

(x—h2—a?
a2

—yk=t0\Janp - (1.22)

De este modo, se deduce que

— y—k==b

(x—h)?—a*>>0= (x —h)*>a*

Luego, aplicando las propiedades del valor absoluto y factorizando las expresion se

obtiene
(x—h)?>a®> = |x—h*=(x—h)?>a?
— |x —h|* > a?
— \/|x—h]2> Va2
= |x—h| >a
= x—h<—-ayx—h>a.
Por lo que la ecuacién (1.22) puede ser utilizada cuandox < h—ayx > h+a.

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-

tienen en este caso:

Si se toma la coordenada del foco x = h + c y se reemplaza en (1.18)

b b
e =4+= _ K2 _ g2 = 4+ —_ 12 _ 42
y—k ia (x—h)?—a>=y—k ia\/(h+c h)?2 —a
:>y—k:igvc2—a2.

2 2

Luego, se vuelve a reemplazar b> = ¢*> —a

y—k:igvcz—azzmy—k:ig\/b_z

:>y—k:ig(b)

b2

b? b?

Es decir, que las rectas y — k = Yy - k = — cortan con la hipérbola al nivel de
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Figura 31. Hipérbola con centro C(h, k)

L,
Ll .B]_

a h 1
By
R,

Fuente: Elaboraciéon propia

donde se encuentran los focos, por lo que se puede deducir que la longitud de los
2 2

lados rectos son L1Ry = 2; y LoRy = 2;.

Por otro lado, para encontrar la ecuacién de la directriz se utiliza la expresiéon que

se hall6 al realizar la demostracién de la ecuacién de la hipérbola para este caso

a\/(x—(h+c))2+(y—k)2:c(x—h)—a2.

1
Luego, se multiplica S en cada lado de la igualdad y se factoriza

(a/or =tz =02 (3) = (= =) 5)

:>\/(x—(h+c))2+(y_k)2:C(x—h) 1

a a

— e trorr—Rr== (@-n-1).

[

Donde se deduce que +/(x — (h+c¢))2 + (y — k)2 es la distancia del punto P(x,y)
)

hacia el foco F((h +¢),0) y 2 ((x —h)— a?) es la distancia entre el punto P(x,y) y
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. . . c
la directriz de la hipérbola. Por lo que _esuna constante entonces

2 2

(x—h)—a—:O:>x—h:ia—
c c
2

:x:h:l:%.

Asi, se obtiene la ecuacién de la directriz.

Finalmente, para obtener las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola se utiliza la

ecuacion (1.22)

y—k:ig (x —h)2 —a2.

Y (x —h)? ,
Luego, multiplicamos (x—h)? dentro de la raiz
_ b (x — h)z 2 2 2 2
y k_iﬁ\/(x—h)Z(x h?—a>=y—k==% = h)2 —h)? —a?)
B b (x—h)3?  a?
—y-k= E \/(x h) (x — h)?
—y—k= Z (x — 1—

Se sabe que para determinar las asintotas de una curva es importante conocer el
comportamiento de las variables de la ecuaciéon en estudio. En este caso, saber cuél
es el comportamiento de y, cada vez que se le da valores més grandes a la variable
x. Por lo que, si un punto de la hipérbola se mueve a lo largo de la curva, de tal

manera que x aumente sin limite se tiene que

a2

iy Py A

Asi, se obtiene que
b
y—k== a( hHvl-0=y—k==+ (x—h).

Por lo que las ecuaciones de las asintota de la hipérbola son y — k = Z(x —h)y
b
y—k= —E(x—h).

En resumen, se tiene que:
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= Centro — C(h, k)
= Focos — Fi(h—c,k), F(h+c, k)
» Vértices — Vi(h—a,k), Vo(h+a,k)
= Eje focal - y =k
= Ejenormal - x =h
2 2

. . a
» Directrices > x =h+ —,x =h— —
c C

2 2
» Longitud de los lados rectos — L1R; = 2;, LyRy, = 2%
» Ladosrectos = Li: x=h—c, Ly: x=h+c

= Bi(l,k+b)y Bo(h k—b)

.. c
m Excentricidad — e = —
a

= Asintotas -y —k = Z(x—h),y—k = —Z(x—h)

Hallar la ecuacién de la pardbola cuyas asintotas son las rectas L1 : 2x +y —

3=0Ly: y—2x+1=0,sabiendo que la curva pasa por el punto (4, 6).

La interseccién de las dos asintotas es el centro de la hipérbola, por lo que se tiene
y—2x+1=0=—y=2x—-1,
se reemplaza en L

2x+y—-3=0=—2x+2x—-1-3=0
= 4x—-4=0

—x=1.

Ahora, se reemplaza x = 1 en y = 2x — 1, donde se obtiene y = 1. Por lo que el
centro de la hipérbola es C(1,1).

Luego, se toma la recta L; y se modifica hasta obtener la ecuacién de la forma deter-
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minada de la asintota y — k = j:g(x—h)
2x+y—3=0=—y=3—-2x
—y=2+1-2x
—y—1=-2x+2
—y—1=-2(x—1).

b
De este modo, se deduce que iE = —2, pues asi
2
LA SN (i?) = (—2)?
a a
b2
— b* = 4a°.

(x—h? (y—k?

Ahora, reemplazamos los datos en la ecuacion de la hipérbola — =

) a? b?
(x—h? (y=Fk? (4-1? (6-1)
2 l= 2 12 1
9 25
— 2 !

— 9b? — 254% = a%b?

— 9(4a®) — 250* = a*(4a®)
— 364> — 25a% = 4a*

— 114% = 4a*

11

2
— 0" =
4

Luego se reemplaza a2 en b? = 442,
g p

b2:4a2:>b2:4<%)

— b* =11
Por lo que la ecuacién de la hipérbola es

(x-1? -1 _,

11
T 11
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Ecuacién de la hipérbola con centro C(/, k) y el eje focal paralelo al
ejey

Teorema 1.4.4: Ecuacién de la hipérbola con centro C(, k)

Seaa, b € Ry (hk), (x,y) € R% La ecuacién de la elipse con centro C(h, k) y

el eje focal paralelo al eje y es de la forma:
(y=R? _ (=R _

a? b?

Demostracion:

Consideremos la gréfica de una hipérbola, donde el punto P(x,y) estd en la hipér-

bola, C(h, k) es el centro y sus focos F; y F, estdn en el eje y.

Figura 32. Hipérbola con centro C(, k)

Fuente: Elaboracion propia

Entonces usando la definicién de elipse se tiene
d(P,F) —d(d, F,) = —2a.

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, en este caso entre los puntos
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P(x,y), Fi(h,k —c)y Ex(h,k + c) se tiene:
d(P,F) —d(P,F,) = —2a
— =2+ (g = (k= 0)? = /(= b+ (y — (k+ ) = ~2a
— (=2 (= (k= 0)? = =20 — [ (x =2+ (y = (k+0))2,

Luego, elevando al cuadrado a ambos lados de la igualdad se obtiene

2

<¢<x—h>2+<y—<k—c>>2)2 — (20— = hp - (ko))

— (x=h)2 o (y = (k= )? = a2 —day/ (x — )2+ (v = (k+0))?
+(x =)+ (y = (k+0))*.

Se sigue desarrollando la igualdad,

xz—2xh+hz+yz—2y(k—c)+(k—c)2:4012—401\/(x—h)2+(y—(k—i—c))2
x? —2xh +h? +y* —2y(k +c) + (k+c)?
= x% — 2xh + W + y* — 2yk + 2yc + k* — 2kc + ¢* = 4a?

—4a\/(x—h)2+(y—(k+c))2+x2—2xh+h2—|—y2—2yk—2yc—|—k2+2kc+c2

— 2yc 4 2yc — 2kc — 2kc — 4a* = —4a\/(x —h)?2+ (y—(k+¢))?

— 4yc — 4kc — 4a® = —4a\/(x —h)?+(y—(k+c))%

Ahora se multiplica a cada lado de la igualdad por 411

(aye —ske—40) (1) = (/= G2+ =2 (5)

zyc—kc—azz—a\/(x—h)2+(y—(k+c))2
— cly—k) —a* = —ay/(x =)+ (y — (k+0))2

Nuevamenete se eleva al cuadrado a ambos lados de la igualdad y se sigue resol-

viendo

2

(ely=k) =@ = (=ay/Gx =2+ = (k)2
= Ay —k)? —2ca’(y — k) +a* = a*((x —h)* + (y — (k+¢))?)
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— 2 (y* — 2yk + k*) — 2cya® + 2ca’k + a* = a?(x* — 2xh + W? +y* —2y(k+¢) + (k+¢)?)
— 2y? — 2c%yk + Ak — 2ca®y + 2ca’k + a* = a*(x* — 2xh + W 4 y* — 2yk — 2yc + K

+ 2kc + c?)

— 2y? — 2c%yk + A2k* — 2ca®y + 2ca’k + a* = a®x? — 2a%xh + a®h* + ay? — 2a*yk — 2a°yc
+ a?k? + 2a%kc + a*c?

—> c?y? — 2c%yk + k* — 2ca’y + 2ca’k + a* — a®x* + 2a°xh — a®h* — a*y* + 2a®yk + 2a%yc
— a?k?* — 2a*kc — a*c* = 0

— y(y — 2%k — a®y + 2a%k) + k> + a*(a® — P+ 2xh — WP — k> — %) =0

— y(y(® —a?) —2k(® —a?)) + K +a?(a* = — x> +2xh —h* —k*) =0

— y(y(c? —a?) — 2k(? — a?)) + *k* — a®(® — a* + x*> = 2xh + K2 +k¥*) = 0.

2

Se reemplaza b? = c?> — a?, donde se tiene

y(y(b?) — 2k(b?)) + ?k? — a®(b* + x> — 2xh + h* +Kk*) = 0
— y?b* — 2kb?y + 2k* — a®b? — a®x* 4 2a%xh — a®h* — a®k* = 0.

2 2

También se reemplaza ¢ = a* — b? y se contintia desarrollando la igualdad

y2b? — 2kb?y + (a* + b*)K* — a?b? — a®x® + 2a*xh — a’h? — a’k* = 0
— y?b? — 2kb?y + a*k* + b°Kk* — a®b* — a®x* 4 2a*xh — a?h* — a’k* = 0
— y?b* — 2kb?y + b?K* — a®b* — a’x® + 2axh — a*h? = 0.

1
Se multiplica 2 @ cada lado de la igualdad

1 1
(y2b* — 2kb*y + b*k* — a®b* — a®x* + 2a°xh — a®h?) (W) = (0) (W)
2 2 2 2
vy 2ky k x°  2xh  ht
e 2t ety 7o
yv> 2ky k> x* 2xh W?

L =Y S i |

a2 a2 a2 b2 2 p2

Se simplifica, donde se tiene

y? —2ky+k*> x*>—2xh+h?
a? B b2 -

1.

Finalmente, se factoriza

(kP kP
a2 b2
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Por lo que se obtiene la ecuacion de la hipérbola. |

Al factorizar la ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y con eje focal el eje

X se tiene

(x—h)? (y—k? L Y 1.23
= 7 =1 =y k=t /b2 (x = h) (1.23)

Donde se deduce que x puede tomar todos los valores de R, es decir que la ecuaciéon
(1.23) puede ser utilizada para todo x € R.

Andlogamente, si se factoriza la ecuacién de la hipérbola, se tiene

(k= hP  (y— K b
N l=x—-h= iE (y — k)% — a2 (1.24)

Por lo que la ecuaci6 (1.24) puede ser utilizada cuandoy < k—ayy > k+a.

Con la siguiente gréfica, se puede visualizar las ecuaciones y elementos que se ob-

tienen en este caso:

Figura 33. Hipérbola con centro C(h, k)

\y
s B
Ll a ”Fl E RL
W
c
C{h, k)
[ L ] L ] ;
B]_ B?
[#
Va
k
Ly E ‘Fz ¥ Ha
a a
/ h
! N

Fuente: Elaboraciéon propia

Si se toma la coordenada del foco y = k — c y se reemplaza en (1.24)

x—h:ig (y—k)2—a2:>x—h:jzgvc2—a2.
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Luego, se vuelve a reemplazar b? = ¢? — a?
b b?
b2 - b2
Es decir, que las rectas x — h = — y x — h = —— cortan con la hipérbola al nivel de

donde se encuentran los focos, por lo que se puede deducir que la longitud de los
2

lados rectos son L1R| = 2; y LoRy = ZE'

Por otro lado, para encontrar la ecuacién de la directriz se utiliza la expresion que

se hall6 al realizar la demostracién de la ecuacién de la hipérbola para este caso

—ay/(x =12+ (y — (k+0))2 = ey — k) — .

1
Luego, se multiplica — _en cada lado de la igualdad y se factoriza

(~ay/=hr s = k) (=) =clw—0-a (-3

— o mrr =GR =5 (~p-0-2).

Donde se deduce que +/(x — )2+ (y — (k+¢))? es la distancia del punto P(x,y)

2
hacia el foco F(0, (k + ¢)) yg (—(y —k) — =

. ) es la distancia entre el punto P(x,y)
c
y la directriz de la hipérbola. Por lo que esuna constante entonces

2 2
—(y—k)—%zo:y:ki%.

Asi, se obtiene la ecuacién de la directriz.

Finalmente, para obtener las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola se utiliza la

y—k:ig,/bu(x—h)z

(x —h)?
(x —h)?

ecuacion (1.23)

Luego, multiplicamos dentro de la raiz

y—k:ig\/$::§§b2+(x—h)2:>y—k:i%(x—h)\/(x_lh)2(b2+(x—h)z)
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:y—k:if(x—h)\/( AN C ol )

b x—h)?2  (x—h)?
a b2

Se sabe que para determinar las asintotas de una curva es importante conocer el
comportamiento de las variables de la ecuacién en estudio. En este caso, saber cudl
es el comportamiento de y, cada vez que se le da valores méas grandes a la variable
x. Por lo que, si un punto de la hipérbola se mueve a lo largo de la curva, de tal
manera que x aumente sin limite se tiene que

b2

iy pay A

Asi, se obtiene que

y—k:j:%(x—h)\/O—i—l:>y—k:i§(x—h).
Por lo que las ecuaciones de las asintota de la hipérbola son y —k = %(x —h)y
y—k= —%(x—h).

En resumen, se tiene que:

Centro — C(h,k)

» Focos — Fy(h,k—c), Fa(h,k+c)

» Vértices — Vi(h,k—a), Va(h,k+a)
= Ejefocal - x=h

= Ejenormal = y =k

2 22

= Directrices — y = k+%,y =k— -

2 2
» Longitud de los lados rectos — L1R; = 2%, LyRy, = 2%
= Ladosrectos =+ Li: y=k—c, Ly: y=k+c
m Bi(h+b,k)y Ba(h—b,k)

m Excentricidad — e =

R oo

= Asintotas >y —k=—-(x—h),y—k= —%(x—h)
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Hallar la ecuacién de la hipérbola si la distancia del eje focal es 14, uno de sus

focos es F(1, —2) y uno de sus vértices es V(1,0).

Por los puntos que se conoce se puede identificar que la hipérbola tiene su eje focal
(y—k)? (x—h)

paralelo al eje y. El cual la ecuacion es P 1. Ademas, se conoce

a
que Fy(h,k—c)y F(h, k+c), donde se toma F, y se igual con el punto del foco antes

dado, donde se obtiene h = 1y k —c = —2. Luego se conoce que 2c = 14, que
equivale a c = 7. Asi, se reemplaza c en la igualdad k — c = -2,

k—c=-2=k-7=-2
— k =05.

Por lo que el centro de la hipérbola es C(h, k) = C(1,5). Ahora, se conoce que los
vértices de la hipérbola se definen Vi (h,k — a) y Va(h, k + a), que en este caso igua-
lamos V; con el punto dado. En el que se tiene h = 1y k 4 a = 0, si reemplazamos

los datos se obtien

k+a=0=a= —k
= a = —5.

2 2

Cona = —5yc =7, sereemplazaen b’ =c> —a

V= —a* = b =(-7)% - (-5)?
— b?> =49 — 25
— b? =24.

2,b?, hy k en la ecuacién de la hipérbola

De este modo, se reemplaza los valores de a
(=57 (x-17 |

(y=k?* (x—h?_ B
2 T 2

Ecuacién general de la hipérbola

Teorema 1.4.5: Ecuacién general de la hipérbola

Si los coeficientes A y C tienen diferente signo, la ecuacién

Ax?> +By? + Cx+ Dy +E = 0.
representa una hipérbola con su eje focal paralelo al eje de coordenadas, o bien
puede ser un par de rectas que se cortan.
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Demostracién: La demostracion puede ser encontrada en Lehmann (1989). |

Determinar si la siguiente ecuacién 9x% — 4y? — 54x + 8y + 113 = 0 pertenece

a una ecuacién de una hipérbola, y en el caso que lo sea, encontrar su forma
ordinaria, su centro y focos.

Debido a que la ecuacién tiene los coeficientes con diferentes signos, se puede afir-
mar que la ecuacién 9x2 — 4y? — 54x + 8y + 113 = 0 pertenece a una hipérbola. De
este modo, se va a determinar la forma ordinaria de la ecuacion. Primero se ordena
la ecuacién y se completa los cuadrados

9x% — dy* —54x + 8y + 113 = 0 = 9x* — 54x —4y* + 8y + 113 =0
— 9(x? — 6x) — 4(y* —2y) = —113

—_6)2 _ )2
:>9(x2—6x+%> —4(y2—2y+%):—113+81—4

:>9(x2—6x+%) —4(y2—2y+§):—113+81—4

4
— 9(x —3)? —4(y —1)> = 36
— (=3 g 1) =
:é(y—l)z—i(x—@z:l

_1)2 _2)\2
W 91) _ 43) _1

Asi, se obtiene la ecuacién de la hipérbola de forma ordinaria. De igual manera, se
deduce directamente que el centro de la hipérbola es C(3,1), donde su eje focal es
paralelo al eje y. Ademas, se sabe que a?> = 9y b?> = 4, por lo que al reemplazar en

2

c2 = 4% 4+ b2, se tiene

=+ = c*=9+4
—c=Vv9+4
— c=V13.

Asi, se obtiene los focos de la hipérbola F;(h,k — ¢) y Fa(h, k + ¢). Los cuales son
Fi(3,1++13) y K(3,1 —13).



Capitulo 2

Aspectos elementales de los
problemas matematicos y su

resolucion

2.1. Problema

2.1.1. Definiciéon de problema

Dentro de la vida cotidiana se puede encontrar varias circunstancias en las que un
problema puede originar soluciones 6ptimas para mejorar una situacién. Asi, un
problema puede estar involucrado en diferentes aspectos de la vida cotidiana, don-
de este depende del contexto de cada persona. Segtin Farooq (1980) “un problema
suele indicar un desafio, cuya solucién se requiere estudio e investigaciéon” (p. 14).
Este esfuerzo impacta muchas veces que un problema sea tomado desde una pers-
pectiva negativa, lo que conduce a malas interpretaciones, pero en varios &mbitos
de la vida real puede ser una ayuda para encontrar nuevas formas de obtener resul-

tados a base de datos o experiencias cotidianas.

En este sentido, varias ramas de las ciencias estudian la realidad, donde aparecen
problemas de distintos saberes como, problemas: filoséficos, quimicos, fisicos, ma-
tematicos, en relaciones laborales, entre otros. Pues asi, visto desde un criterio cien-
tifico, se busca obtener una explicacién valida y acertada a problemas a través de
métodos de investigacion. De este modo, la importacia de la existencia de un proble-
ma, normalmente puede originar una investigacién, lo que puede generar nuevos

conocimientos.

Al respecto en la literatura cientifica se pueden encontrar diferentes clasificaciones
para los problemas, por ejemplo, por un lado Daros (2002) clasifica los problemas

93
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de la siguiente manera:

a) Problema de comprension: el cual requiere de una explicaciéon concreta y acer-

tada ante datos no coherentes, es decir, se enfoca al conocimiento.

b) Problema de explicacién: este problema se enfoca en detallar la razén de las

cosas, es decir, generalmente se conoce el efecto pero no la causa o viceversa.

c) Problema de realizacién o funcionamiento: se relaciona a la parte técnica del

problema, es decir, a los procedimientos que se necesitan para resolverlo.

Asi mismo, otra clasificacién que menciona Daros (2002) es como catalogar un pro-

blema con respecto a su dificultad:

a) Psicologica: es una dificultad en la que no se tiene los conocimientos necesa-
rios para afrontar el problema, principalmente depende del punto de vista del

sujeto.

b) Légica: es una dificultad vista desde una falta de coherencia en lo que se en-

cuentra estudiando.
¢) Real: es una dificultad propia que falla en la realidad.

En este sentido, el problema es una manera de cuestionar, es decir, realizar pregun-
tas acerca de la causa o efecto de varias situaciones. Por lo que, un problema conlleva
a esperar que suceda algo, encontrar soluciones o formas de abordarlo, afiadiendo
analisis previos o una teoria. Ademds, un problema conlleva a explorar varias situa-

ciones y encontrar una solucién 6ptima.

2.1.2. Definicién de problema enfocado a Matematica

El definir que es problema dentro del contexto matematico amplia el horizonte de
posibilidades para enfocarlo a varias ramas de la matemdtica. Pues un problema
en matemadtica, puede ser entendido como una dificultad al momento de realizar
alguna actividad en el aprendizaje de un tema en especifico, o también puede ser
relacionado a un ejercicio matemético, como por ejemplo, resolver una ecuacién de
segundo grado. En este sentido, un problema es cualquier tarea o actividad para la
que los alumnos no tienen reglas o métodos prescritos o memorizados, ni existe una
percepcion por parte de los alumnos de que exista un método de solucién especifico
correcto (Hiebert et al., 1997).

Dentro de los aspectos que engloba un problema en el &mbito académico, es que
estos problemas pueden llegar a ser irrelevantes para la ensefianza de los estudian-
tes, tal como lo meciona Pozo (1994) “... es mds, lo que para nosotros puede ser un

problema relevante y significativo, puede resultar trivial o carecer de sentido para
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nuestros alumnos” (p. 4). Esto debido a que en la ensefianza de varios temas de ma-
tematica es importante seleccionar que problemas son 6ptimos y adecuados, ya que
asi, una de las finalidades de tener un problema, es que los estudiantes aprendan
a encontrar sus propios recursos y formas de solucionarlo o resolverlo. Es por eso
que, los problemas planteados en el aula de clases deben de ser ttiles para que los

estudiantes logren desarrollar estas destrezas.

Por tal razén, Pozo (1994) indica que en el &mbito académico también se pueden
diferenciar los problemas de carédcter deductivo o de cardcter inductivo, teniendo en
cuenta los razonamientos que debe emplear el estudiante. En tal sentido, a continua-

cién se menciona un ejemplo de cada tipo de problema mencionado anteriormente.

a) Problema deductivo: Desarollar una demostracién a una proposicion matema-

tica. Es decir, realizando pruebas hasta obtener el resultado deseado.

b) Problema inductivo: Establecer caracteristicas fisicas de un objeto con respecto

a su movimiento. Es decir, inferir con respecto a lo que se observa.

Otra importante clasificacién que presenta Pozo (1994) son los problemas bien defi-

nidos y mal definidos:

a) Problema bien definido: se refiere si su objetivo ha sido alcanzado con facilidad
o no. En otras palabras, si un problema esta bien planteado, su solucién serd

obtenida facilmente. Por ejemplo, la suma de dos ntimeros pares es un niimero

par.

b) Problema mal definido: hace referencia a que si las instrucciones a seguir para
determinar la solucién al problema son poco claras o mal formuladas. En otras
palabras, si un problema matematico es descrito de forma ambigua, los datos
del problema no serdn de gran ayuda para resolver el problema. Por ejemplo,
si se resta un nimero grande con un niimero pequeio, el resultado no se puede

saber, ya que no se tiene mas datos.

Es importante sefialar que debido a que en este trabajo de investigacion existe la ne-
cesidad de que los estudiantes adquieran conocimientos sélidos relacionados a Geo-
metria Analitica, se puede decir que lo que engloba esta situacion es un problema
de comprensién, puesto que algunos aprendices no suelen adquirir un aprendizaje
significativo y debido a esto, no logran un desarrollo de una visién geométrica que

les ayude a su desempefi¢ académico.
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2.2. Resolucidén de problema

2.2.1. Definicién de resoluciéon de problema

La resolucién de problemas ha sido un tema de un amplio estudio, donde se ha evi-
denciado como se han desarrollado técnicas para implementarlas dentro del &mbito
de la ciencia. Debido a lo cual, la resolucién de problemas es un area que fomenta
el aprendizaje de cualquier tema en especifico, aumentando la obtencién de nuevos

conocimientos.

Entre los pioneros que introdujeron la resolucién de problemas, se encuentra René
Descartes (1596-1650), que escribi6 el libro Discurso del método para conducir bien la
propia razon y buscar la verdad en las ciencias, donde propone las primeras reglas para
abordar los problemas. Pues, su método consistia en, no aceptar todo como verdade-
ro, seccionar el problemas en varias partes, ejecutar lo sencillo del problema y luego
lo complicado, y finalmente, realizar todas las revisiones necesarias para verificar
el resultado. Ademéds, él comenté que somos capaces de encontrar nuestro propio

método para resolver problemas.

Asi, Pifieiro et al. (2015) menciona que “en el desarrollo de la historia del hombre, se
ha visto como la resolucién de problemas es una de las actividades intelectuales del
hombre” (p. 7). Pues esto, se puede evidenciar en la vida cotidiana los seres huma-
nos, quienes se enfrentan a problemas en los que se requiere un plan o estrategias
para abordarlo, tanto en el &mbito personal como profesional. Es decir, la resoluciéon
de problemas se puede ver como un procedimiento para afrontar situaciones en las

que existen dificultades para resolverlo.

Varios autores definen la resolucién de problemas como sigue: Segtin Skinner (1984)
afirma que “la resolucién de problemas se define como la estructura o modelo den-
tro del cual tienen lugar el pensamiento creativo y el aprendizaje” (p. 529). Por otro
lado, Iluno et al. (2021) mencionan que “la resolucién de problemas es un acto deli-
berado y serio, donde implica el uso de algtin método novedoso, pensamiento avan-
zado y pasos sistemadticos planificados para la adquisiciéon de los objetivos fijados”
(p- 29). Y por ultimo, Allen y Graden (2002) definen a la resolucién de problemas
como un enfoque sistemdtico para conceptualizar y comprender un problema de-

terminado, disefiar estrategias para resolverlo y evaluar las estrategias aplicadas.

Con respecto a lo anterior, al revisar estas definiciones de resolucién de problemas,
se observa que el factor principal es sistematizar una serie de pasos para alcanzar
los objetivos propuestos, basdndose en la creatividad y estrategias novedosas pa-
ra resolver los problemas planteados. Sin embargo, de las definiciones enunciadas,
la de Tluno et al. (2021) son los que conceptualizan mejor lo que se realiz6 en este
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trabajo de investigacion, puesto que se planeé utilizar algunos pasos sistematicos
planificados para resolver problemas contextualizados relacionados con Geometria
Analitica.

2.2.2. Definicién de resoluciéon de problemas enfocado a Matema-

tica

La Matematica es una ciencia que es considerada un pilar fundamental para el desa-
rrollo de nuevas tecnologias, al igual que puede ser utilizada en varias ramas cien-
tificas, como fisica, quimica, entre otras. A pesar de ser una ciencia tan importante,
es comun que su estudio no sea de interés para algunos estudiantes, debido prin-
cipalmente a la percepcion de ser una ciencia de dificil aprendizaje. En esta misma
direccion Okereke (2006) sefiala que la matemdtica no suele ser ensefiada de una

manera correcta, por ende provoca una falta de comprension.

En tal sentido, para mejorar la comprension de los estudiantes con respecto a temas
matematicos, es comtn poner en préctica actividades que ayuden a desarrollar su
razonamiento, ya sea, el razonamiento 16gico, abstracto, nimerico, entre otros. Pues
asi, en la educacién matemaética la soluciéon de problemas se refiere a las tareas ma-
tematicas que tienen el potencial de proporcionar retos intelectuales para mejorar la

comprension y el desarrollo matematico de los alumnos (Cai y Lester, 2010).

Asi mismo, seguin Pifieiro et al. (2015) se refiere a la resolucién de problemas “co-
mo una linea de investigaciéon consolidada méas en la Educacién Matematica” (p.
12). Ademas, la resoluciéon de problemas pueden aplicarse en diferentes areas, pero
en el &mbito matemadtico la resolucién de problemas es una parte fundamental pa-
ra la ensefianza y aprendizaje de topicos matemadticos. Al respecto, los estudiantes

obtienen conocimientos sélidos que pueden relacionarlo a su entorno cotidiano.

Es importante resaltar que dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje de la ma-
temadtica, lo fundamental es ensefiar a los alumnos a pensar (Pélya, 1962). En este
mismo contexto, el estudio de las matematicas conlleva préctica y sobre todo razo-
namiento, estableciendo que lo primordial al momento de ensefiar matematica es
que el estudiante no resuelva problemas de forma automaética sin antes reflexionar
en cada paso a realizar, sino mds bien, encontrar una manera en el cual el estudian-
te comprenda toda la informacién recibida en clases. En este sentido, un alumno
tendra un aprendizaje significativo si él aprende a razonar con cada problema ma-
tematico resuelto, por ende, la resolucién de problemas es una herramienta esencial
en el aprendizaje de matematica.
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2.2.3. Algunas fases para resoluciéon de problemas en matematica

En la resolucién de problemas en matematica, uno de los aspectos mas importantes
para resolverlos es, visualizar la problematica central y cémo se puede abordarlo.
Al respecto, existen varias formas para resolver un problema, en este sentido Iluno
Iluno et al. (2021) destaca que “es 1til desarrollar un marco para pensar en los pro-
cesos que intervienen en la resolucién de problemas matematicos” (p. 29). En este
sentido, se pueden nombrar las siguientes fases y métodos de algunos autores que
han estudiado y definido estrategias para la resolucién de problemas. Entre ellos se

encuentran los siguientes:
a) Fases de Pélya (1979)

El autor enlista las siguientes fases para la resolucién de problemas como si-
gue:

¢ Comprension del problema: en este fase se debe comprender cudl es la
incoégnita, cuales son los datos y condiciones, si es posible cumplir con

estas condiciones. Ademas, se debe tener una notacién adecuada.

¢ Disefio del plan: se debe descubrir que tipos de relaciones existe entre
los datos recolectados y la incognita del problema. Asi como, ver si se
realciona con un algtn otro tipo de problema anterior.

¢ Ejecucion del plan: se realiza el plan de la resolucién y se debe verificar
cada paso a realizar.

* Verificacion de la solucién obtenida: se comprueba el resultado obtenido
y el razonamiento utilizado, y también, se revisa si existia otra forma de
resolverlo.

b) Fases de Mason et al. (1992)
El autor describe lo siguiente para la resolucién de problemas:

* Abordaje: se realiza una exploracién detallada para tener més estrategias
de como resolver el problema, asi pues, si una respuesta falla, entonces

podemos escoger otra forma de resolverlo.

¢ Ataque: se debe tomar las decisiones correctas para desarrollar la estrate-
gia escogida en la fase de abordaje.

* Revision: se permite autocorreciones y posibles generalizaciones del pro-
blema.

c) Método IDEAL de Brandsford y Stein (1986)
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Los autores de este método describen que cada letra pertenece a una fase para

resolucién de problemas:

I-Identificacion del problema: se indica el problema al se enfrenta.

D-Definicién y representacion del problema: se especifica los detalles del

problema.

E-Escoger una estrategia de solucién y elaborar un plan: se realiza una

buisqueda de alternativas para resolver el problema y detallar

A-Actuar segun el plan: se pone en préctica lo establecido para resolver

el problema

L-Logros, es decir, evaluar lo realizado: se detalla la solucién y describir

si se realiz6 lo planeado o tuvo cambios en el proceso de resolucion.

d) Modelo de Guzman (2006)

El autor describe el siguiente modelo para la resolucién de problemas:

Familiarizacién con el problema: se trata de entender la razén del proble-
ma, también, se pierde el miedo que puede ocasionar por falta de com-
prensioén, mas bien, se trata de abordar el problema con paz y tranquili-
dad.

Busqueda de una o varias estrategias: se realiza un esquema, utilizando
un lenguaje apropiado, también se supone si el problema ha sido resuelto
0 no, y se busca si existe algtin problema semejante que ayude a resolver
el problema.

Lleva adelante tu estrategia: se elige las ideas obtenidas de la fase ante-
rior que mejor ayuden a resolver el problema. Sin embargo, siempre estar
abierto a buscar nuevas ideas en caso de que no funcione la escogida an-

teriormente.

Revisa el proceso y saca consecuencia de él: se examina todo el desarrollo
del problema y se analiza por qué ha funcionado, también se debe ob-
servar si existe una manera mds simple de abordar el problema, luego

obtener conclusiones y experiencias para posteriores problemas.

f) Fases de Gonzalez (2000)

A continuacién, se describe las siguientes fases del autor:

Comprension del problema: En esta fase se realiza una representacion ic6-
nica del enunciado a través de un dibujo esquematico del mismo, luego
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una descripcién verbal del enunciado dibujado y finalmente, una aproxi-

macién a una estrategia de solucién.

¢ Ejecucion de la operacién: aqui se realiza una manipulacion de los datos
descritos en el problema y se hace una descripcion verbal de los elemen-

tos que intervienen en la ejecucion de la operacion.

e Verificacion de los resultados: en esta fase se realiza un anélisis de los

resultados obtenidos.

Cabe recalcar que uno de los precursores, si no fue el primero, de introducir este
topico fue el matemadtico hingaro George Pélya (1887-1985), es decir, utilizar la re-

solucién de problemas como un aspecto elemental para el aprendizaje matemaético.

Finalmente, luego de enunciar algunas de las fases de varios autores para la re-
solucion de problemas, se observa que se puede aplicar en diferentes dreas de es-
tudio, pero principalmente en matemadtica, por lo que dentro del contexto que se
estd abordando en esta investigacion, la importancia de la resolucién de problemas
en matemaética es para desarrollar un pensamiento y razonamiento l6gico. También
que los estudiantes desarrollen una visién geométrica, para obtener un aprendizaje
significativo y contextualizado de conceptos de Geometria Analitica, en especifico,

conicas.

2.3. Contextualizacion

En la vida cotidiana se puede encontrar facilmente formas geométricas, al igual que
actividades sencillas que se relacionan con la matematica, como por ejemplo cortar
en pedazos uniformes un pastel circular. También en actividades que requieren mas
conocimiento, es decir lo aprendido en una aula de clases o de forma auténoma,
como por ejemplo, calcular el drea de un terreno que se desee comprar. Todo lo
mencionado anteriormente se refiere a la contextualizacion en matematica. Es decir,
relacionar lo aprendido en clases con la vida real para que el aprendizaje de los
estudiantes se fortalezca e incremente en lo aplicado. En este sentido, segtin Zamora
(2013), “la contextualizacién se define como la conexién entre los conocimientos y

las experiencias” (p. 3).

Desde esta perspectiva, los beneficios que se pueden alcanzar con las tareas de con-
textualizacion estéd relacionada con una mayor motivacién de los estudiantes, ya
que estos ven las formas en que las matematicas pueden ayudarnos a dar sentido al
mundo (Meyer et al. 2001). Esto se debe a que las matemaéticas se encuentran en va-
rios aspectos de la vida cotidiana, es por eso que al realizar actividades contextuali-

zadas se fortalece la ensefianza y aprendizaje de matemaética. Un aspecto importante
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para realizar la contextualizacion es enfocar los problemas a un contexto cotidiano.
Es decir, los problemas deben tener diferentes tipos de enfoques donde se puedan
desarrollar y asi, cada estudiante se pueda familiarizar dependiendo de su contexto
y entorno. Ademas, las tareas contextualizadas deberian también enfocarse en que
los estudiantes aprendan a través de situaciones experimentales reales, para que asi
ellos obtengan una mejor comprension.

Al respecto, Meyer et al. (2001) argumenta que la contextualizacion dentro del as-

pecto matematico es significativo si cumple con las siguientes caracteristicas:
a) Apoyar las matemadticas, no saturarlas.
b) Deben ser reales o, al menos, imaginables para el alumno.
c) Deben ser variadas, no repetirse una y otra vez.
d) Deben dar lugar a problemas reales que resolver.

e) Deben tener en cuenta las normas culturales, de género y raciales y no excluir

a grupos de estudiantes.
f) Permitir que el alumno elabore un modelo matemaético.

Es asi que, la contextualizacién determina una mayor motivacién en los estudian-
tes, y también conlleva a profundizar en el proceso de ensefianza y aprendizaje de
la matemaética. En concreto, facilita el aprendizaje significativo a través de la utiliza-
cién de conocimientos en la aplicabilidad. Dentro del 4rea de matematica, algunos
aprendices normalmente aprenden temas matematicos que los ensefian en clase, pe-
ro en ocasiones no contextualizan estos temas, por lo que se convierten en tépicos
abstractos y dificiles de entender. Pues asi, es necesario resaltar que para algunos
problemas matematicos pueden resultar complicado su contextualizacién, no obs-
tante, se puede realizar con una adecuada adaptacién, es decir, el profesor como
especialista tiene las destrezas y capacidades para encontrar una forma en que el
estudiante obtenga un aprendizaje significativo.

Para fortalecer lo anterior, a través de la resolucion de problemas Wenglinsky (2002)
afirma que “los alumnos aprenden conceptos y luego intentan aplicarlos a diversos
problemas, o bien resuelven problemas y luego aprenden los conceptos que subya-

cen a las soluciones” (p. 5). En este sentido, el autor los clasifica de dos maneras:
a) Aplicaciones: aplicando los conceptos a los problemas.
b) Simulaciones: proporcionando ejemplos o versiones concretas del concepto.

Es asi, como los estudiantes logran comprender conceptos matematicos al utilizarlos
en otros contextos como, problemas cotidianos, educativos, entre otros. Al igual que
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pueden ser en situaciones de la rutina diaria. De este modo, la ensefiaza y aprendi-
zaje de la matematica tiene como principal objetivo el desarrollo de una capacidad
intelectual para resolver problemas dentro del drea de matemaética, como al igual
en la vida real, es decir, que los conocimientos adquiridos durante el aprendizaje

puedan ser generalizados a problemas reales.



Capitulo 3

Tecnologias de la informacion y

comunicacion

3.1. Herramienta tecnoldgica

3.1.1. Definicién de herramientas tecnoldgicas

Las herramientas tecnolégicas se han convertido en un pilar fundamental para el
progreso y desarrollo de actividades relacionadas que solian tomar tiempo de rea-
lizarlas. Por ejemplo, establecer comunicacién con personas de otros paises. Cabe
recalcar que las herramientas tecnoldgicas han adquirido més popularidad durante
los tltimos afios, pero la época donde mds alcance tuvo a nivel mundial fue duran-
te la emergencia sanitaria del covid-19, debido a las restricciones que conllevo esta
pandemia, la educacion, el trabajo y otras actividades se desarrollaron de manera
virtual por lo que la necesidad de utilizar herramientas tecnolégicas incremento.
Asi pues, Daher et al. (2022) mencionan que el uso de herramientas tecnoldgicas

para ensefianza en linea asincrona y sincrona fue imprescindible.

Segun Trejo (2018) “La evolucién constante de las herramientas tecnolégicas en los
altimos afios ha impactado considerablemente la forma en la que concebimos la ma-
nera de comunicarnos y la forma de acceder a la informacién en nuestra vida social
y académica” (p. 617). Esto debido a que se considera fundamental y en varios ca-
sos obligatorio su uso en ciertas instituciones educativas, empresariales, privadas,
gubernamentales, entre otras. De la misma manera, el uso cotidiano de las herra-
mientas tecnolégicas se ha normalizado debido al uso constante en actividades de

nuestro diario vivir.

En este aspecto, se define las herramientas tecnolégicas como dispositivos electré-
nicos, o conjunto de programas en los que se realizan tareas o actividades en una

103
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menor cantidad de tiempo y de recursos. Pues asi, las herramientas tecnolégicas
contribuyen a que la informacién requerida de ciertos tépicos puede ser acertada y
confiable.

3.1.2. Definicién y caracteristicas de herramientas tecnolégicas edu-

cativas

En el ambito educativo, la generacién de nuevas formas de ensefianza y aprendi-
zaje han ido creciendo, es decir que, no se busca solo que el estudiante entienda
cierto topico, sino también, que lo pueda enlazar con otros conocimientos previos
para alcanzar un aprendizaje significativo, donde pueda ser utilizado en diferentes
quehaceres fuera de drea educativa. Pues asi, tltimamente las herramientas tecno-

l6gicas han desempefiado un papel importante en la educacion.

Seguin Garcia et al. (2018) las herramientas tecnolégicas educativas son desarrolla-
doras de competencias y habilidades necesarias para el aprendizaje de los estudian-
tes, ya sea de forma individual o colectiva. En otras palabras, los aprendices tienen
lugares virtuales donde pueden desarrollar y mejorar su aprendizaje, asi también,

conseguir una participacién activa de distintos tipos de alumnos.

Por otro lado, la educacién se ha visto influenciada por las herramientas tecnolé-
gicas, ya sea para la ensefianza en centros educativos, como para el aprendizaje
auténomo de los aprendices. También, la busqueda de informacién cientifica es més
accesible y verificada debido a la gran variedad de herramientas tecnolégicas que
existen hoy en dia. Tal como lo dice Shahid et al. (2019) “El impacto de la tecnolo-
gia en la ensefianza es muy importante porque el uso de herramientas tecnoldgicas

mejora la calidad de la educacion” (p. 2).

Las herramientas tecnoldgicas pueden generar un pensamiento critico y potenciar
la capacidad de resolucién de problemas y la creatividad de los alumnos (Shahid et
al., 2019). Esto debido a que, se puede utilizar como herramientas que impulsen el
desarrollo de nuevas técnicas para afrontar problemas, y asi, encontrar soluciones
Optimas para estos. También, se promueve el trabajo en equipo entre los aprendices,
ya que las facilidades que ofrecen estas herramientas son de gran utilidad para el
desempefio y comunicacién de nuevas ideas.

Segun Bizami (2023) describe las funciones de las herramientas tecnoldgicas educa-
tivas, donde cada funcién es descrita con caracteristicas puntuales importantes para
la ensefianza y aprendizaje de los estudiantes o personas interesadas en utilizar di-

chas herramientas.

En este sentido, las herramientas tecnolégicas brindan varias funciones para mejorar
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Figura 1. Caracteristicas de herramientas tecnoldgicas educativas
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Fuente: Adaptado de Bizami et al. (2023)

el aprendizaje y de igual manera encontrar nuevas formas de aprender. Pues asi,
mejorar su rendimiento académico a largo plazo y también en el ambito laboral.
Segun Vlieghe (2014), hoy en dia el uso de herramientas tecnolégicas en la educacién
y sus notables efectos en el rendimiento de los alumnos supone un gran impulso

para los estudiantes en la preparacion de su futuro profesional.

3.2. Software

3.2.1. Definiciéon de software

A través del tiempo la tecnologia se ha ido desarrollando para mejorar las tareas
cotidianas del ser humano. Estas tareas pueden llegar a ser simples o complicadas,
dependiendo de las necesidades del individuo. De este modo, los avances tecnolé-
gicos han ido evolucionado con respecto a problemas que han existido en diferentes
areas. Pues si hablamos en el drea académica, la tecnologia ha avanzado exponen-
cialmente, donde se han presentado programas informéticos que han contribuido a
obtener una mejor calidad en la educacion. Por ende, estos programas se llegan a

describir como softwares.

Para diferentes tipos de profesiones como ingenieros, matematicos, abogados, con-
tadores, comunicadores, médicos y en varias dreas como la educacién, la cultura, la

medicina, la astronomia, entre otras, el uso de softwares ha ido creciendo, al igual
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que su diversidad. De esta forma, segtn Prieto (1989) “software es conjunto de pro-
gramas ejecutables por el ordenador, es decir, todas las materias relacionadas con la
construccion y uso de los programas” (p. 2). Asi, los navegadores web, programas en
linea, juegos, entre otros, son softwares que permiten al usuario interactuar de mane-
ra facil y comodo con la informacién reflejada en el dispositivo electrénico, tratando

de ser accesible y confiable.

3.2.2. Definicién y caracteristicas de software educativo

La educacién proporciona herramientas sélidas para adquirir nuevos conocimientos
que mejoren la calidad de aprendizaje de los alumnos, es por esto que, la constante
busqueda de encontrar formas ideales para mejorar la ensefianza. Asi, los softwares

educativos podrian contribuir en lo antes descrito.

Es conocido que al emplear la palabra educativo en cualquier contexto, este tendra
un enfoque hacia la educacién. En este caso, el software educativo considera progra-
mas informaticos enfocados a la ensefianza y aprendizaje de los alumnos en el 4area

de la educacion.

Segun Gros (2000) “la calidad del software esta determinada no sé6lo por los aspectos
técnicos del producto sino por el disefio pedagégico y los materiales de soporte” (p.
5). En otras palabras, el software escogido para la ensefianza y aprendizaje de cierto
topico, va a depender de las funciones 6ptimas que este proporcione. Ademds, el

software educativo a usar se debe adaptar a las necesidades del aprendiz.

Vidal (2010) define software educativo como “programa computacional cuyas carac-
teristicas estructurales y funcionales sirvan de apoyo al proceso de ensefiar, apren-
der y administrar, o el que estd destinado a la ensefianza y el autoaprendizaje y
ademds permite el desarrollo de ciertas habilidades cognitivas” (p. 97). Como si-
gue, los softwares educativos pueden proporcionar facilidades para la ensefianza y

aprendizaje.
Marqués (1996) menciona las siguientes caracteristicas de softwares educativos:

a) Finalidad did4ctica: capacidad para la ensefianza y aprendizaje de cualquier

topico requerido.

b) Utilizan el ordenador: los estudiantes utilizan como soporte para actividades

que ellos proponen.

¢) Son interactivos: permite un didlogo e intercambio inmediato de informacién

entre el estudiante y el computador.

d) Individualizan el trabajo: se adaptan al ritmo de trabajo y actividades de las
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actuaciones del estudiante.

e) Son faciles de usar: no es necesario tener conocimientos amplios en electrénica,

solo se debe tener en cuenta los requerimientos necesarios de cada programa.

En concreto, Marqués (1996) recalca que “los programas suelen incluir elementos
para captar la atencién de los alumnos, mantener su interés y, cuando sea necesario,
focalizarlo hacia los aspectos mds importantes de las actividades” (p. 12). Pues asi,
el software educativo es una herramienta importante para atraer la atencién de los
estudiantes y promover la autonomia de ellos para mejorar su aprendizaje, donde
obtengan una formacién personalizada y que los programas se adapten a las nece-

sidades de ellos.

3.3. Algunas herramientas tecnoldgicas y softwares ma-

tematicos libres

El uso de softwares y herramientas tecnolégicas educativas puede conllevar dificulta-
des ya sea por sus caracteristicas, pero uno de los problemas que se puede presentar
al utilizar estas herramientas es que no son de libre acceso, es decir, se debe dar
una cantidad de dinero para poder utilizar todas las funciones que ofrece. Existen
programas en los que llegan a ser de libre acceso, pero no se pueden aprovechar al
méximo todas sus funciones por las restricciones del programa, debido a que su uso

es gratuito solo para ciertas actividades.

Del mismo modo, la investigaciéon de docentes y estudiantes dentro una instituciéon
educativa puede estar condicionada por la falta de recursos, pues asi, esto puede
originar una falta de interés en el estudio de nuevas 4reas. Segin Ledesma (2004)
la falta de recursos econémicos puede representar un problema o limitacién para
actividades de investigacién en instituciones. Ademds, menciona que esta limitacion
es comun en paises latinoamericanos, especialmente en areas como universidades,

ministerios, dependencias de ayuntamientos, centros de salud, entre otros.

En este mismo contexto, Ledesma (2004) menciona que “hoy en dia el investigador
dispone de varios recursos gratuitos, con menor difusién que el software comercial,
pero que pueden ser utilizados en reemplazo de este tltimo cuando no se dispone
de recursos financieros suficientes para su adquisiciéon” (p. 117). Pues, un software
gratuito se refiere a programas informaticos en lo que se pueden obtener todas las

funciones que ofrece sin ningtin costo econémico.

Por lo que, el desarrollo de softwares gratuitos representa una gran oportunidad para

instituciones que tengan recursos econoémicos limitados que deseen realizar inves-
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tigaciones que requieran la utilizacién de herramientas tecnoldgicas. De este modo,
segtin Ledesma (2004) dice que “en el altimo tiempo, las herramientas informaéticas
gratuitas han evolucionado considerablemente, pudiendo incluso llegar a superar

en ciertos aspectos a los productos comerciales” (p. 116).

En este sentido, luego de haber descrito las caracteristicas importantes que deben
tener las herramientas tecnolégicas y softwares educativos, nos enfocamos en utilizar
programas que satisfagan las funciones requeridas para la investigacion a realizar, y
sobre todo que cumplan la principal caracteristica de que se encuentren disponibles
de forma gratuita en el Internet. Por lo que se enlista los siguientes programas:

= GeoGebra
Figura 2. Logo de GeoGebra

Fuente: GeoGebra

Es un software matemético enfocado para todos los niveles educativos, donde
ofrece funciones didécticas para aprender geometria, dlgebra, entre otros. En
la siguiente seccion se detallarad algunas caracteristicas de este software.

= Desmos

Figura 3. Logo de Desmos

Sl desmos

Fuente: Desmos

Es una calculadora gréfica cientifica donde se puede realizar graficas de fun-
ciones matematicas, entre otras operaciones. Pues asi, mencionan los creadores
que, su objetivo es ofrecer oportunidades de que la gente aprenda matematica,
ya que no se han dado el estimulo o herramientas necesarias para desarrollar

habilidades matemaéticas. Principalmente, priorizan la equidad y la accesibili-
dad.

Para mds informacién acerca de Desmos acceder al sitio web: https://www.
desmos.com/?lang=es


https://www.desmos.com/?lang=es
https://www.desmos.com/?lang=es

109 JESSICA PAREDES M

m Descartes

Figura 4. Logo de Descartes
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Fuente: Descartes

Es una herramienta tecnolégica de autor que permite elaborar recursos didac-
ticos interactivos que se pueden unificar con contenidos realizados en HTML.
A pesar de que puede parecer una aplicacién donde solo existen imégenes
animadas, en realidad se pueden interactuar con ellas.

Para mas informacion acerca de Descartes acceder al sitio web: https:/ /reddescartes.
org/web/ejemplos.html

= Symbolab

Figura 5. Logo de Symbolab

Fuente: Symbolab

Es una herramienta tecnoldgica educativa enfocado a matematica, donde se
puede realizar operaciones matemdticas avanzadas, al igual que graficar da-
tos matemaéticos. Ademads, el objetivo que propone esta herramienta es hacer
que el contenido cientifico sea universalmente accesible mediante la expan-
sién del espacio de btisqueda de datos en notaciones cientificas, expresiones,

ecuaciones y férmulas.

Para mas informacion acerca de Symbolab acceder al sitio web: https:/ /es.
symbolab.com/

Finalmente, luego de haber descrito estos programas matemaéticos y debido al es-

tudio que se realiza en esta investigacion, nos enfocaremos solamente en utilizar
GeoGebra.


https://reddescartes.org/web/ejemplos.html
https://reddescartes.org/web/ejemplos.html
https://es.symbolab.com/
https://es.symbolab.com/
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3.3.1. GeoGebra

El creador de GeoGebra es Markus Hohenwarter. El creo este software en el afio 2001,

mientras realizaba su tesis de maestria en la Universidad de Salzburgo.

Se define como un software matemaético dindmico, donde se encuentran funciones
dirigidas a realizar gréficas geométricas, utilizando algebra, hojas de calculo, entre
otros. Pues, este software puede ser descargado en la computadora para utilizarlo sin
ninguna conexién a Internet, al igual, que puede ser utilizado como una plataforma
en linea, en el cual, se puede trabajar con varios recursos gratuitos. También, una de
la herramientas importantes que ofrece este software es la plataforma de colaboracién
GeoGebra Classroom donde se puede monitorear el progreso de los estudiantes en
tiempo real.

Las caracteristicas que ofrece GeoGebra son:

= Aplicaciones de Geometria, Algebra y Algebra computacional.

Presenta una interfaz intuitiva y 4gil al momento de utilizar sus aplicaciones.

Herramienta de autoria para crear recursos de aprendizaje interactivos como
péginas web.

Se puede utilizar en diferentes partes del mundo, debido a su disponibilidad

en varios idiomas.

software de c6digo abierto libre y disponible para usos no comerciales.

GeoGebra es un software que contiene varias aplicaciones, donde su utilidad fomenta
que los estudiantes tengan un aprendizaje interactivo, con el cual, pueden resolver
problemas matemaéticos, uniendo las herramientas para graficar objetos geométri-
cos, con la utilizaciéon de datos algebraicos, en un entorno de fécil uso y visualiza-
cién. Igualmente, apoya la educaciéon en Ciencia, Tecnologia, Ingenieria y Matema-
ticas (STEM) y las innovaciones en la ensefianza y el aprendizaje en todo el mundo.

Arteaga et al. (2019) mencionan las siguientes ventajas de GeoGebra:

» Ofrece herramientas para un aprendizaje autonomo o grupal.

Busca el desarrollo de la creatividad.

El alumno aprende de manera facil.

Se adapta al tiempo que necesite el alumno para aprender.

= Incorpora elementos novedosos para atraer la atencion de los alumnos.
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= Accede a utilizar técnicas para resolver problemas, como por ejemplo, la gene-

ralizacion, induccién, entre otros.

Desde su creacion, GeoGebra ha tenido 9 versiones, las cuales son:

Versioén 1.0: disponible en febrero de 2002, en los idiomas de inglés y aleman.

Lo que se podia utilizar era puntos, vectores, &ngulos y secciones cénicas.

Version 2.0: disponible desde 9 de enero de 2004 y disponia con los mismo
idiomas de la anterior versién. Se podia realizar graficaciones y se agreg6 la

utilizacién de funciones en x, funciones hiperbdlicas, derivadas y integrales.

Version 3.0: disponible desde 22 de marzo de 2008 y por primera vez, el soft-
ware puede ser utilizado en 39 idiomas, entre ellos el espafiol. Se agreg6 la
utilizacién de poligonos regulares, curvas paramétricas, funciones por partes
y nuevos recursos como area, pendiente, longitud, perimetro y la posibilidad

de insertar texto y férmulas de LaTeX.

Version 3.2: disponible desde 3 de junio de 2009, en 45 idiomas. Se pone a dis-
posicion la vista de hoja de calculo, compds, inversion, cénicas, colores para los
gréaficos, comandos graficos y funciones estadisticas, al igual que la utilizacion

de matrices y nimeros complejos.

Version 4.0: disponible desde 20 de octubre de 2011, en 50 idiomas. Pone a dis-
posicién nuevos recursos como andlisis de datos, calculo de probabilidades,
inspeccién de funciones; poligonos rigidos, polilineas. Ademas, se pude utili-
zar desigualdades, inecuaciones, ecuaciones implicitas y funciones de varias
variables y logaritmos. Dentro de los nuevos recursos afiadidos, lo novedoso
fue GeoGebraTube, pues en esta aplicacion, se puede compartir hojas dindmi-

cas en linea.

Versién 4.2: disponible desde 3 de diciembre de 2012. Se agrega una vista al-
gebraica CAS, es decir, un sistema algebraico computacional, aparte de todas

las funciones ya antes disponibles.

Version 4.4: estaba disponible desde 1 de diciembre de 2013. Se agrega nuevos

recursos para GeoGebraTube, al igual que nuevos comandos.

Versién 5.0: actualmente se utiliza esta version. Pone a disposicion la vista gra-
tica 3D, soporte para funciones de 2 variables, y con ello, graficas como esfera,

pirdmide, cilindro y cono. Ademads, se agrega una ventana para Python.

Version 6.0: actualmente se utiliza esta version. Se afiade la version de GeoGe-
bra en HTMLS5.
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Para mds informacién acerca de GeoGebra acceder al sitio web: https:/ /www.geogebra.
org/?lang=es


https://www.geogebra.org/?lang=es
https://www.geogebra.org/?lang=es

Capitulo 4

Algunas aplicaciones para la

resolucion de problemas

4.1. Fases propuestas para la resolucion de problemas

Los conocimientos adquiridos en clases, se pueden aplicar a problemas relevantes o
convenientes para los estudiantes, de tal manera que puedan comprender conceptos
y procedimientos matemadticos, pues, una manera para aprender tépicos relaciona-

dos a esta ciencia es resolviendo problemas matematicos.

Segun Cockcroft (1999) dice que “la resoluciéon de problemas sirve como medio para
desarrollar el pensamiento matematico como herramienta para la vida diaria ”. Pues
se busca que el aprendizaje de la matematica, ademads de ser utilizado en el &mbito
académico, también sea utilizado de una manera eficiente, es decir, facilitar tareas
diarias de la vida cotidiana o fuera de clases, para que asi los estudiantes aprendan

a relacionar temas matemaéticos con su entorno.

Asi, dentro del contexto en el que se esta estudiando, se desea que los estudiantes
obtengan un procedimiento nuevo para obtener un aprendizaje significativo. Por lo
que nos enfocamos en las siguientes fases para la resoluciéon de problemas las cuales

se define como sigue:
F1) Lecturay comprension del problema

En esta fase se indica todos los aspectos mds importantes que ayudara a resol-
ver el problema. Es decir, como podemos iniciar y abordarlo, y qué es lo que
se quiere alcanzar al resolverlo, también se debe identificar la hipétesis y tesis,
para poder encontrar una solucién 6ptima. Cabe recalcar que se realiza una
representacion mental del problema, es decir, relacionarlo con algtn problema

que se haya resuelto anteriormente y encontrar aspectos similares que ayuden

113
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F2)

F3)

F4)

a abordar el problema actual.

Debido a que nuestro estudio se enfoca en Geometria particularmente céni-
cas, los aspectos a tomar en cuenta al resolver un problema geométrico, deben
estar relacionados a la Geometria, para que asi sea mas facil encontrar una so-
lucién. Para iniciar a resolver este problema geométrico debemos distinguir

los aspectos mas importantes del problema.
Indagacién de herramientas matematicas para la solucién

En esta fase se debe tomar en cuenta que herramientas matematicas se tiene
al alcance e identificar cuales se debe tener para desarrollar la solucién del
problema. La btisqueda de estas herramientas se puede realizar en libros ma-
temdticos que estén relacionados al problema, o en la Internet, considerando

que la informacién obtenida sea de f4cil entendimiento.

En problemas geométricos, las herramientas matemaéticas a tener en cuenta
deben estar relacionados a Geometria, al igual que su buisqueda, deben ser en
libros de Geometria. Se debe establecer que proposiciones, definiciones o teo-
remas de geometria que ya se conocen. En otras palabras, si los datos geométri-
cos que nos ofrece el problema son suficientes para resolverlo o si es necesario

buscar informacién adicional para abordarlo.

Aplicacién de herramientas matematicas seleccionadas para resolver el pro-
blema

En esta fase se debe aplicar toda la informacion que se ha obtenido en las ante-
riores fases, es decir, encontrar la manera mas 6ptima de emplear y manipular
todas las herramientas matematicas antes adquiridas. Luego se debe describir

todo la informacion importante de una forma ordenada y correcta.

En el problema geométrico, se debe considerar las herramientas geométricas
que se van a aplicar. Encontrando una manera eficiente de construir una solu-
cioén coherente, que se adapte a lo establecido en la fase 1, es decir, con todas
las herramientas que se consider6 en la fase 2 llegar a encontrar y concluir la

tesis identificada.
Examinacion del resultado obtenido

En esta fase se realiza una observacion detallada del procedimiento ejecutado,
de este modo, se revisa si no se realiz6 ningtn tipo de error que pueda alterar
el resultado final. Se debe recordar la informacién de la fase 1, es decir, lo que
se queria alcanzar al resolverlo y a donde se queria llegar. Para asi, efectuar

una examinacion sea mds eficiente.
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Dentro del problema geométrico que se resuelve, la examinacion del resultado
obtenido es esencial para verificar y analizar si el procedimiento que se ha
realizado para la solucién fue 6ptimo y también, identificar si ayudo a resolver

el problema geométrico.

F5) Uso de herramientas tecnolégicas para la verificaciéon de resultados

En esta fase se analiza y revisa los resultados obtenidos a través de la imple-
mentacion de herramientas tecnolégicas, para asi visualizar los resultados ob-
tenidos, y los estudiantes logren de manera progresiva mejorar su forma de

resolver problemas mateméticos de mayor dificultad.

Para verificar la solucién obtenida del problema geométrico, es implementan-
do herramientas tecnolégicas, en este caso, se va a utilizar es GeoGebra, debi-
do a su funcionalidad y sus caracteristicas didacticas para demostrar figuras
geométricas, en especifico, conicas. Puesto que es de gran ayuda para visuali-
zar los resultados obtenidos y es maés fécil detectar algtn error, en caso de que
exista.

F6) Conclusién de la solucién del problema

En esta tiltima fase se debe indicar todo el proceso realizado, que herramientas
matematicas se utilizé y como se verificé el problema, se describe todos los
datos obtenidos de todas las anteriores fases y concluimos que resultado se
obtuvo.

De igual manera se realizard para la resoluciéon del problema geométrico. Se
muestra las herramientas matematicas geométricas utilizadas para el procedi-
miento y obtencién de resultados. Ademas, se describe cémo se comprobé la
solucién y cudl fue la herramienta tecnolégica utilizada para la verificacion, en

este caso, seria GeoGebra. Por ultimo, se describe las conclusiones obtenidas.

Para finalizar, se resalta que esta propuesta se origina a partir de la revisién biblio-
gréfica que se ha realizado, teniendo en cuenta que la parte innovadora de estas
fases es la implementacion del uso de herramientas tecnolégicas. El enfoque que se
desea obtener es que los temas aprendidos con estas fases también sean incluidos
en la vida real.
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4.2. Resolucion de problemas enfocados a Geometria

Analitica: COnicas

En esta seccién se abordard problemas contextualizados en los que se resolverdn
utilizando las seis fases propuestas para la resoluciéon de problemas. Por lo que, a
modo de ejemplificacién, se presentan los siguientes casos que ayudaran a ilustrar
esta propuesta y que sirva de apoyo en el proceso de aprendizaje de los estudiantes
con respecto a conicas.

4.2.1. Problemas contextualizados de la circunferencia

Al producirse un terremoto, existen las ondas de choque que se generan des-
pués de los fuertes movimientos terrestres. Para detectar estas ondas se utili-
zan los sismografos digitales portatiles y auténomos (SDPA). Pues bien, diga-
mos que se generd un sismo, en donde se despliegan los SDPA a 4 kilémetros
(km) al oeste y 6 km al sur de un pueblo, para identificar las ondas posteriores
al movimiento teltirico. En este momento, estos aparatos detectan otro movi-
miento a 24 km de distancia. Detallar las posibles localizaciones del epicentro

del sismo.

Lectura y comprensién del problema

En primer instancia, se debe detectar cudl es la tesis del problema. Es decir, lo que
nos pide el problema es, cudl es el posible epicentro del sismo. Ademads, se puede

identificar la informacién que proporcioa el enunciado:
= El primer SDPA se encuentra a 4 km al oeste.
= El segundo SDPA se encuentra a 6 km al oeste.

= Entre los dos aparatos registran otro movimiento a 24 km de distancia.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucién

En esta fase, se debe buscar que otras herramientas matemaéticas pueden ayudar a
resolver el problema, al igual que, encontrar nuevos razonamientos con la informa-

cién anterior.
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= Un terremoto forma un patrén de ondas de choque, llamado circulos concén-

tricos.
= Circulos concéntricos son aquellos circulos que tienen el mismo centro.

= Debido a que los dos aparatos registran un movimiento a 24 km, no se sabe

con exactitud en que punto cardinal se gener6 este movimiento.

= La ecuacién de la circunferencia fuera del origen del plano cartesiano es
(x — h)?+ (y — k)? = 12, con centro de la circunferencia (h, k).

Aplicacion de herramientas matematicas para resolver el problema

En esta fase, se aplica toda la informacion y herramientas matemdticas obtenidas.

Debido a que el primer SDPA se encuentra a 4 km al oeste, y el segundo SDPA se
encuenra a 6km al sur, esto representa un punto en el plano (—4,-6). Luego, como
un terremoto forma ondas llamadas circulos concéntricos, se deduce que el centro

de estas ondas es el punto C(—4, —6).

Ademads, como estos dos aparatos registraron otro movimiento a 24 km de distan-
cia, sin saber en que punto cardinal sucedid, se infiere que el sismo pudo haberse
producido 24 km a la redonda, es decir, que el radio (r) es igual a 24.

Ahora, utilizaremos la ecuacion de la circunferencia, con centro (h, k),
(x—h)?+(y—k)?2=r2

Como r = 24 y el centro es C(—4, —6), entonces se tiene que h = -4y k = —6,

luego estos datos se reemplazan en la ecuaciéon antes dada.

(x = (—4)) + (y - (-6))> =24
(x+4)*+ (y+6)*> =576

Donde se obtiene la circunferencia C : (x +4)? + (y + 3)% = 576.

Examinacioén del resultado obtenido

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolédgicas para la verificacion de resultados
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En esta fase, utilizaremos el software mateméatico GeoGebra para verificar los resul-

tados
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Figura 4.1: Se observa donde se ubi-
can los dos aparatos SDPA.
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Figura 4.3: Se observa cudl es el radio
de la circunferencia y el posible epi-
centro del sismo.
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Figura 4.2: Se observa donde se ubica
el centro de la circunferencia.
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Figura 4.4: La circunferencia obtenida
Cq con centro (—4, —6).

Conclusién de la solucién del problema

Los dos aparatos SDPA se desplegaron a 4 kilémetros al oeste y 6 kilometros al

sur de un pueblo, respectivamente, debido a que los dos aparatos registraron un

movimiento teltrico a 24 km al mismo tiempo, se deduce que estos se encontraban

en el punto (—4, —6) y su radio es ¥ = 24. Por lo que las posibles localizaciones del

epicentro del sismo esta representada por la circunferencia (x +4)% + (y +3)? = 576.
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El Apolo 8 fue la primera nave tripulada que se puso en 6rbita sobre la su-
perficie lunar a una altitud promedio de 185 kilémetros (km). Determina una
ecuacion que represente la 6rbita del médulo de mando del Apolo 8 si el radio
de la Luna es de 1740 km. Supé6n que el centro de la luna es el origen.

Lectura y comprension del problema

Como punto inicial, se desea encontrar la ecuacién que represente la 6rbita del moé-
dulo de mando del Apolo 8. Ademas, el enunciado nos ofrece la siguiente informa-
cion:

= La nave orbit6 alrededor de la Luna a una altitud de 185 km.

» El radio de la luna es 1740 km.

= Por la naturaleza del problema, el centro de la Luna esté en el origen del plano

cartesiano.

Indagacion de herramientas matematicas para la soluciéon

Se busca que otras herramientas matematicas ayudaria a resolver el problema:

= La ecuacién de la circunferencia en el origen x> + y? = 2.

Aplicaciéon de herramientas matematicas para resolver el problema

Debido a que la nave estaba orbitando a 185 km de altura de la Luna, y ademas,
el radio de la Luna es 1740 km, entonces se tiene los siguientes datos: A = 185y
Rp = 1740. Luego, se realiza lo siguiente:

A+ Rp =185+ 1740 = 1925 km.

Por lo que el radio de la 6rbita es 1925 km, r=1925 km. Este dato se reemplaza en la

ecuacion de la circunferencia en el origen.
24P =2

x4 y? = 19252

Donde se obtiene la circunferencia C; : x? + y? = 19252
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Examinacidon del resultado obtenido

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolégicas para la verificacién de resultados

En esta fase, utilizaremos el software matematico GeoGebra para verificar los resulta-
dos.
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Figura 4.5: Se observa el radio de la Luna.
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Figura 4.6: Se observa a que altitud orbitaba la nave
con respecto a la Luna.
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Figura 4.7: Se observa el radio de la orbita en la
que la nave estaba.
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Figura 4.8: La circunferencia obtenida C; con
centro (0,0).

Conclusién de la solucién del problema

El radio de la Luna es de 1740 km y la altitud en la que se encuentra la nave es de
185 km, por lo que el radio de la circunferencia que representa la 6rbita es de 1925
km. Es asi que, la circunferencia que representa la 6rbita es x> + y? = 19252, es decir,
x? + y? = 3705625.
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Un método de irrigacién de cosechas, conocido como sistema de pivote cen-
tral, hace girar el tubo de un aspersor en el centro del campo que se va a regar.
Supoén que un granjero coloca una de estas unidades en el centro de una parce-
la cuadrada de tierra de 54 metros (m) por lado. Con el centro de esta parcela
en el origen, el irrigador envia el agua lo suficientemente lejos para llegar a
un punto localizado en (15,20). Encuentre una ecuacién que represente los
puntos mds alejados a los que puede llegar el agua y el drea de la tierra que
recibe el agua directamente. También, deducir cudl es posible porcentaje de la

parcela que no recibe agua directamente.

Lectura y comprensién del problema

Principalmente, se desea encontrar la ecuaciéon que represente los puntos mds aleja-
dos a los que puede llegar el agua, el drea de la tierra que recibe el agua directamente
y calcular el porcentaje de tierra donde no recibe agua. También, se tiene la siguiente

informacién:
= El método de irrigacién, es un sistema de pivote central.
= La parcela es cuadrada, donde cada lado mide 54 m.

» El agua llega lo mds lejos a través del irrigador a un punto P(15,20).

Indagacién de herramientas matemaéticas para la solucién

Se describe otras herramientas matematicas:

= La ecuacién de la circunferencia en el origen Cy : x% +y? = 72,

» FEl 4rea de un circulo A, = 772

= El 4rea de un cuadrado A, = I2.

Aplicacion de herramientas matematicas para resolver el problema

Se sabe que el centro de la parcela se encuentra en el origen, ademds los lados
de la parcela miden 54 m. También, se sabe que el irrigador gira, por lo que rie-
ga agua de forma circular. Asi, se puede deducir que el P € C;. Debido a que
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P(15,20) € x* + y? = r? se tiene lo siguiente:

2yt =12
15* +20° =
V1524202 =r
r = 25.
Por lo que la ecuacién de la circunferencia es,
224yt =252
x? +y* = 625.

Luego, se obtiene el drea del circulo donde se irriga el agua,

A, = mtr?

A = 1(25)?
Ay = 6257
A = 1963,49.

Para calcular el porcentaje donde no se irriga agua, se calcula lo siguiente,

A =17
Ay = (54)?
Acu — 2916.

Luego, se resta el area del circulo que se irriga agua y del cuadrado de la parcela.

Acu — Agi = 2916 — 1963, 49
Acu — Asi = 952, 51.

Luego, se realiza una regla de tres para obtener el porcentaje (P), donde se tiene que,

~ 952,51 x 100
B 2916

‘ Examinacion del resultado obtenido \

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

= 32,66 %.
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Uso de herramientas tecnolédgicas para la verificacion de resultados

Se utiliza GeoGebra para revisar los resultados.
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Figura 4.9: Se observa la forma de la parcela, con lados de 54 m.
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Figura 4.10: Se observa el punto mds alejado donde llega el agua a través del irriga-
dor.
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Figura 4.11: La circunferencia obtenida con centro (0,0), que representa los puntos
maés alejados a donde llega el agua.

P(15,20)

A =

1963, 49

-10

Ay = 2916
@

Il=54m
]

30

Figura 4.12: Se observa el drea del circulo donde llega el agua directamente, al igual
que el 4rea de la parcela y los sectores donde no llega agua desde el irrigador que se

encuentra en el centro.

Conclusién de la solucién del problema

Se concluyé que como el método de irrigacion es un sistema de pivote central, la
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forma de irrigar el agua es de forma circular. Ademas, se coloca el irrigador en el
centro de la parcela, por lo que la ecuacién que represente los puntos mas alejados a
donde llegar el agua va ser x> + > = 625, ya que el centro de la circunferencia es el
origen C(0,0). Luego, se determina que el drea de la tierra que recibe el agua direc-
tamente del irrigador es 1963, 49. Finalmente, se determina que el posible porcentaje
de la parcela que no recibe agua por el irrigador es 32,66 %.

4.2.2. Problemas contextualizados de la parabola

Los extremos del cable de un puente de suspension estdn a 1000 metros (m)
de distancia y a 100 metros sobre el piso de la via horizontal, mientras que el
centro del cable estd a nivel del piso. Encontrar la altura de otra torre sobre
el piso a una distancia de 300 metros de la base de la torre de amarre en los
extremos del puente, suponiendo que el cable resiste una carga de igual peso
en distancias horizontales iguales.

Lectura y comprension del problema.

Principalmente, se desea encontrar la altura del cable sobre el piso a una distancia
de 300 metros de la base de la torre de amarre en los extremos del puente. Ademas,

se obtiene la siguiente informacion:

La distancia entre los extremos, los cuales se denominaran f; y ¢, del puente
es de 1000 m.

La altura de los extremos del puente es de 100 m.

El centro del cable del puente en suspensién esté a nivel del piso.

La distancia desde la base de torre de amarre en direccién al centro del puente
es de 300 m.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucién.

Las otras herramientas matematicas que pueden ayudar a resolver el problema son:

= El puente en suspension se refiere a que forma una parabola que se abre hacia
arriba.
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= El centro del cable del puente estd a nivel del piso, lo que quiere decir que el

vértice de la pardbola estéd en el origen del plano cartesiano.

= La ecuacién de la pardbola con vértice en el origen es x> = 4py.

Aplicacién de herramientas matemaéticas para resolver el problema.

Para la resolucién del problema nos vamos a referir a pardbola, en vez de puente. Por
lo que tomando los datos, se sabe que la altura de la torre de amarre de la pardbola
es de 100 m, ademads que la distancia a la que se encuentra la torre desde el vértice
de la pardbola que estd en el origen es de 500 m. Es decir,

f1f, = 1000
by
5 = 500.

Esto debido a que las cargas del puente se distribuyen de forma simétrica desde el

vértice del puente.

Lo que se puede deducir es que, como la torre de amarre tiene una altura de 100 m
y se encuentra a una distancia de 500 m, la parabola pasa por el punto P(500,100).

Asi, se sustituye en lo que sigue,

x? = 4py
(500)? = 4p(100)
250000 = 4p(100)

250000
100
4p = 2500
p = 625.

Donde se obtiene la ecuacién de la parabola, x> = 2500y.

Luego, se sabe que la distancia desde la base de torre de amarre en direccién al

centro del puente es de 300 m, lo que equivale a lo siguiente,

% — 300 = 500 — 300
% — 300 = 200.

Es decir, x = 200 y como se desea encontrar la altura de la torre de amarre si esta a
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200 m desde el vértice de la pardbola, vamos a encontrar el valor de y, sabiendo que
p = 625,

x% = 4py
(200)* = 4(625)y
40000 = 2500y

40000
Y= 2500
y = 16.

Examinacion del resultado obtenido.

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolégicas para la verificacién de resultados.

En esta fase, utilizaremos el software mateméatico GeoGebra para verificar los resul-
tados.

2t d =|1000 m o

Figura 4.13: Se observa la distancia en la torre 1 y la torre 2 de amarre.
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Figura 4.14: Se observa la distancia desde el origen del plano hasta la torre 2.
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Figura 4.15: Se observa la altura de la torre 2.
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Figura 4.16: Se observa la torre 2 de amarre que sostiene el cable del puente, es decir
que la parébola pasa por el punto (500,100).
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Figura 4.17: Se observa la distancia de 200 m, desde el origen del plano hacia donse
se encontraria posiblemente la otra torre.
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Figura 4.18: Se observa la altura de la otra torre que sontendria el cable del puente.

Conclusién de la solucién del problema.

Se concluyé que como la distancia desde el vértice de la pardbola a la torre 2 es de
500 m, la otra distancia hacia la otra posble torre desde el vertice es de 200 m. De
tal manera que la ecuacién que representa a este puente de suspension es de una
parébola X2 = 2500y. Pues asi, se calcula la altura de la otra torre de amarre, es decir
se obtiene el valor de y. Finalmente, la altura de la torre de amarre del puente de
suspension, donde el cable resiste una carga de igual peso en distancias horizontales
iguales es de 16 m.
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Al sur de Francia se ubica el horno solar Odeillo, donde utiliza una serie de 63
espejos planos, dispuestos sobre terrazas artificiales de una ladera, para refle-
jar los rayos solares sobre un gran espejo parabdlica. Estos espejos controlados
por computadora se inclinan para seguir el Sol y asegurar que sus rayos se
reflejen siempre hacia el espejo parabdlico central. A su vez, este espejo refleja
los rayos solares hacia el punto focal donde se monta un horno sobre una to-
rre. La energia concentrada genera temperaturas de hasta 6870°F. Si el ancho
del espejo pardbolico Odeillo es de 138 pies y el horno se ubica a 58 pies del

centro del espejo, ;Qué tan profundo es el espejo?.

Lectura y comprensién del problema.

En primer instancia, se desea encontrar la profundidad del espejo parabélico Odei-

llo. Es asi que el ejercicio nos brinda la siguiente informacio:
= El horno se encuentra en el punto focal del espejo parabdlico.
= El ancho del espejo parabdélico Odeillo 138 pies.

= El horno se ubica a 58 pies del centro del espejo.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucién.

Se describe otras herramientas matematicas tales como:

= La ecuacion de la pardbola con vértice en el origen y que se abre a la derecha
es y> = 4px.

= p es la distancia desde el vértice al foco de la pardbola o también llamada
longitud focal.

Aplicacion de herramientas matematicas para resolver el problema.

El espejo parabolico se abre hacia la derecha, o en direccion la horno de calor. Ade-
mas, se asume en el vértice del espejo parédbolico se encuentra en el origen. Por lo
que utilizamos la ecacion de la pardbola con vértice en el origen y que se abre a la
derecha y? = 4px. Otro dato importante es el horno se ubica a 58 pies del centro del
espejo, es decir que la distancia desde el vértice al foco de la pardbola es de 58 pies,
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donde se define p = 58.Tomando estos datos reemplazamos p en la ecuacién, como

sigue,
y2 = 4px
y? = 4(58)x
y? = 232x.

Por lo que se obtiene la ecuacién del espejo parabdlico.

Luego, para encontrar la profundidad del espejo debemos calcular la distancia de
x. Donde se sabe que el ancho del espejo parabdlico (A) es de 138 pies. Pues asi, se
calcula la distancia del ancho del espejo desde el vértice de la parabola hasta uno de
los bordes,

2
= 69.

A 138
2

Asfi se obtiene que ¥ = 69. De esta manera, se reemplaza en la siguiente ecuacién

del espejo parabdlico,

y? = 232x
(69)% = 232x
4761 = 232x

L Y7l
232
x ~ 20,5.

La profundidad aproximada del espejo es de 20,5 pies.

‘ Examinacién del resultado obtenido. \

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolédgicas para la verificacion de resultados.

Se utiliza el software matematico GeoGebra para verificar los resultados.
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om

Figura 4.19: Se observa como se veria el espejo parabdlico y donde se encontraria el
horno posiblemente.
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Figura 4.20: Se observa la distancia desde el horno hasta el centro del espejo para-
bélico que es de 58 pies.
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Figura 4.21: Se observa el ancho del espejo parabdlico que es de 138 pies.
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Figura 4.22: Se observa la forma real del espejo parabélico y? = 232x.
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Figura 4.23: Se observa la profundidad del espejo parabdlico que es 20,5 pies.

Conclusion de la solucién del problema.

Se obtuvo que la ecuacién parabélica que describe el espejo parabdlico Odeillo es
y?> = 232x, debido a que su longitud focal es de 58 pies y el ancho del espejo de
de 138 pies. De igual manera, con los datos obtenidos la profundidad del espejo
parabdlico es de 20,5 pies.
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La nave KC-135A de la NASA vuela en arcos parabdlicos para simular la in-
gravidez que experimentan los astronautas en el espacio. La nave comienza
su ascenso a 24000 pies, y durante éste, toda la tripulacion experimenta 2g
(el doble de la atraccién de la gravedad terrestre). Cuando la nave se acerca a
su altura médxima, se detienen los motores y se deja que el vehiculo espacial
caiga libremente a un dngulo determinado con precisioén. La gravedad cero se
consigue durante 25 segundos cuando el plano alcanza la parte superior de la
pardbola y empieza su descenso. Después de este periodo se reduce la veloci-
dad de los motores para sacar a la nave del vuelo en picada. Si la altura de la
nave (y) en funcién del tiempo en segundos (x) se modela mediante la ecua-
cién x2 — 65x + 0, 11y — 2683,75 = 0, scudl es la altura maxima que alcanza la

nave durante su vuelo parabélico?.

Lectura y comprensién del problema.

Lo que se desea encontrar es la altura maxima que alcanza la nave durante el vuelo

parabdlico. Luego, la informacién que se tiene es:
= El eje y representa la altura de la nave.
= El eje x representa el tiempo en segundos.

= Se tiene la ecuacién que modela el vuelo de la nave en x> — 65x + 0,11y —
2683,75 = 0.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucion.

Se describe otras herramientas matematicas que ayudarén a resolver el problema:

» La ecuacién de la pardbola con vértice fuera del origen con el eje focal paralelo
al eje y es (x — h)? = 4p(y — k), donde se describe el vértice como V (h, k),

también llamada ecuacién de la formal normal.

Aplicacion de herramientas matematicas para resolver el problema.

Se sabe que la ecuacién que modela el vuelo de la nave es x?> — 65x + 0,11y —
2683,75 = 0, donde x y y representan el tiempo en segundo y la altura, respec-

tivamente. De esta manera, escribiremos la ecuacién en su forma normal, donde
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realizamos lo que sigue,

x? — 65x + 0,11y — 2683,75 = 0

x? — 65x = —0,11y + 2683,75
x2 — 65x + (%)2 — —0,11y 4 2683,75 + (%)2
x2 — 65x +1056,25 = —0, 11y + 2683, 75 4 1056, 25
(x —32,5)% = —0,11y + 3740
(x —32,5)% = —0,11(y — 34000).

Donde se obtiene que la ecuacién de la pardbola (x — 32,5)? = —0,11(y — 34000) y
el vértice (I, k) es (32,5;34000).

‘ Examinacion del resultado obtenido. \

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolégicas para la verificacion de resultados.

Se utiliza el software matematico GeoGebra para verificar los resultados.

30000

25000

2000

y = alturae

T = tiempo
~100 50 0 50 ‘oo 150 200

Figura 4.24: Se observa cémo la ecuacion x2 — 65x +0, 11y — 2683,75 = 0 modela el
vuelo parabdlico de la nave.
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Figura 4.25: Se observa el vértice de la pardbola, es decir el punto méximo de vuelo.

Conclusién de la solucién del problema.

Se tiene que la ecuacién general que modela el huelo parabélico es x> — 65x +
0,11y — 2683,75 = 0, donde luego se obtuvo la ecuacion de la forma normal (x —
32,5)2 = —0,11(y — 34000) que se abre para abajo. Se realiz6 este procedimiento
para encontrar el vértice V (I, k) de la pardbola que se origina en el vuelo de la na-
ve. Debido a que al obtener el vértice se obtiene el punto maximo del vuelo que es
((32,5;34000) ). De este modo, se sabe que eje x representa el tiempo en segundos y
el eje y la altura, es decir que el vuelo alcanza su altura maxima de 34000 pies a los
32,5 segundos de haber empezado el vuelo parabdlico.
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4.2.3. Problemas contextualizados de la elipse

La herramienta médica llamada lithotripter o en espafiol "triturador de pie-
dras”, es utilizada varias veces por los médicos para eliminar piedras en el
rifién. Se trata de un dispositivo que utiliza ondas de choque de ultra alta fre-
cuencia que se mueven por el agua para romper la piedra. Después de aplicar
rayos X a una paciente para localizar y medir las piedra con precision, el litho-
tripter se coloca de modo que las ondas de choque reflejen la superficie interna
del tubo eliptico y rompan la piedra. Supongamos que el reflector de un litho-
tripter mévil mide 24 centimetros (cm) de ancho y 24 cm de profundidad. ;A
qué distancia, hasta la centésima de centimetro mds cercana, de la piedra en el

rifién del paciente debe situarse el emisor de ondas de choque?.

Lectura y comprension del problema.

Lo que principalmente se desea encontrar es la distancia donde se debe situar el
aparato para poder eliminar la piedra del rifién. De esta manera, el problema nos da

la siguiente informacion:

» El reflector de un lithotripter mévil mide 24 cm de ancho y 24 cm de profundi-
dad.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucién.

Se describen las otras herramientas metematicas que ayudaran a resolver el proble-

ma:

El reflector al tener forma eliptica tiene dos puntos fijos, es decir focos.

b describe el semieje menor de la elipse.

a describe el semieje mayor de la elipse.

c describe la longitud entre el centro de la elipse hacia uno de los dos puntos

focales.

2b describe el eje menor de la elipse.

2c describe la longitud entre los dos puntos focales.

La férmula ¢> = a? — b? determina la longitud focal de la elipse.
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Aplicacion de herramientas matematicas para resolver el problema.

El reflector de un lithotripter es de forma parabdlica, el cual emite ondas de choque
para desintegrar la piedra del rifién. Pues, para que este procedimiento sea efectivo,
el emisor de ondas debe colocarse en un punto focal, mientras que la piedra del
rifién debe colocarse en el otro eje focal. Por lo que para determinar la distancia
entre los dos puntos focales, se debe encontrar las longitudes de los semiejes mayor

Yy menotr.

De este modo, se sabe que la profundidad del reflector es de 24 cm, es decir que el
semieje mayor a = 24. Asi también, se tiene que el reflector mide 24 cm de ancho, es

decir que, el eje menor es,

2b =24

24
b=7
b=12.

Por lo que, el semieje menor es b = 12. Luego, utilizaremos la férmula 2 =a%—1?

por lo que,
2= 22
? = (24)% — (12)?
¢? =576 — 144
¢? =432
c =432
c =~ 20,8.

Luego, se sabe que 2c es la longitud entre los dos puntos focales,

2c = 2(20,8)
= 41,6.

Examinacion del resultado obtenido.

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.
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Uso de herramientas tecnolégicas para la verificacion de resultados.

Se utiliza el software matematico GeoGebra para verificar los resultados.

Figura 4.26: Se observa la forma del reflector del lithotripter, con sus dos puntos
focales. El foco 1 (F;) representa al emisor de ondas, mientras que el foco 2 (F,)
represemta en que punto deberia colocarse la piedra del rifion.

Figura 4.27: Se observa cudl es el ancho d = 24 y la profundidad p = 24 del reflector
del lithotripter.
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Figura 4.28: Se observa cuanto mide el semieje menor b = 12 y el semieje mayor
a = 24 del reflector.

b=12 em

A6 em o —20.8 em £

5 10 15 20
a =24 em

Figura 4.29: Se observa cudl es la distancia entre los dos puntos focales de la elipse,
es decir, a qué distancia deberia colocarse la piedra del rifién del paciente desde el
emisor de ondas.

Conclusién de la solucién del problema.

Se determiné que la longitud del semieje mayor y menor esa = 24y b = 12, respec-
tivamente.Lo que permiti6 obtener la distancia entre los dos puntos focales ¢ = 41,6.
Es decir, el emisor de ondas de choque debe colocarse a 41.6 cm de distancia de la

piedra del rifién del paciente para ser eliminada.
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La orbita de Plutén tiene una excentricidad mayor a las otras 6rbitas de los
nueve planetas del sistema solar. Debido a que su excentricidad es de 0,248.
Los astronomos han determinado que la 6rbita es de casi 29,646 unidades as-
tronémicas (UA) desde el Sol cuando se encuentra en su punto més préximo a
éste (perihelio). La longitud del semieje mayor es cercana a 39,482 UA. Deter-
mine la longitud del semieje menor de la 6rbita y la distancia de Plutén desde
el Sol hasta su punto més alejado (afelio).

Lectura y comprension del problema.

Principalmente se desea encontrar es la distancia de Plutéon desde el Sol hasta su
punto mads alejado (afelio). Asi, se tiene la siguiente informacién que nos ofrece el

ejemplo que es:

m [a excentricidad de Plutén es de 0,248.

Desde el Sol hacia la 6rbita de Plutéon es de casi 29,646 UA cuando se encuen-

tran muy cerca (perihelio).

La longitud del semieje mayor es de casi a 39,482 UA.

Perihelio es el punto més cercano del Sol hacia Plutén.

Afelio es el punto més alejado del Sol hacia Plutén.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucién.

Se describen las otras herramientas metematicas que ayudaran a resolver el proble-

ma:

1 UA es la distancia promedio entr el Sol y la Tierra, equivale aproximadamen-
te 150 millones de kilémetros.

Por la primera ley sobre el movimiento planetario de Kepler se sabe que los

planetas se mueven en 6rbitas elipticas, uno de cuyos focos es el Sol.

b describe el semieje menor de la elipse.

a describe el semieje mayor de la elipse.

2a describe el eje mayor de la elipse.
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= La férmula ¢? = a? — b? determina la longitud focal de la elipse.

» Laférmula e = £ determina la excentricidad de la elipse.

Aplicacién de herramientas matemaéticas para resolver el problema.

Primero, se va a determinar la longitud del semieje menor, es decir, el valor de b.

Para ellos realizamos lo siguiente,

c
e=—
a
c = ea.
Luego, reemplazamos en ¢? = a®> — b?, donde se tiene
2=
(ea)? = a® — b?
a2 = 2 _ b2
2a? g2 — _p?
P2 252 = 12
a*(1—¢é?) = 1>

De este modo, para encontrar el valor de b, se realiza,

b = a?(1 —é?)

b=/a%2(1—¢?)
b=/(39,482)(1 - 0,248?)
b ~ 38,249 UA.

Ahora, se va a determinar la distancia (d) de Pluton desde el Sol hasta su punto més
alejado (afelio). Es decir, se debe tomar en cuenta la distancia del eje mayor (24) y la
distancia del sol al perihelio (d1),

d = (2a) - (dy)
d= 2(39,482) — 29,646
d = 78,964 — 29,646

d = 49,318.
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Examinacion del resultado obtenido.

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolégicas para la verificacion de resultados.

Se utiliza el software matematico GeoGebra para verificar los resultados.

Figura 4.31: Se observa que al tener dos focos la elipse, es decir, la 6rbita de Plutén,
el Sol se ubica en cualquiera de ellos.
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Figura 4.32: Se observa que el Sol se ubica en el foco 1 F;. Ademds, Plutén se encuen-
tra en el punto mas préximo al Sol, lo que se llama perihelio. Si Plutén estria en el
punto més alejado desde donde se encuentra el Sol se llamaria afelio.
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Figura 4.33: Se observa la distancia mas cercana desde Plutén al Sol d; = 29,646,
llamada perihelio. Asi mismo se observa la longitud del semieje mayor a = 39,482.

Conclusioén de la solucién del problema.
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Figura 4.34: Se observa la longitud del semieje menor b = 38,249.
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Figura 4.35: Se observa la distancia desde el Sol hacia el punto més alejado donde se
encontraria Plutdn, es decir en el Afelio. La cual es d = 49,318.

Se resolvié que la longitud del semieje menor es b = 38,249 de la 6rbita de Pluton.
De la misma manera, se obtuvo la longitud del eje mayor 2a = 78,964, donde final-
mente se determiné que la distancia desde el Sol hacia el punto mas alejado donde
se encontraria Plutén es d = 49,318 UA.
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Una galeria murmurante se disefia utilizando un techo eliptico; opera con ba-
se en el principio de que el sonido que se proyecta desde un foco de la elipse
se refleja en el techo y regresa al otro foco. El capitolio de Estados Unidos
contiene una sala eliptica de este tipo, la cual mide 96 pies de largo, 46 pies
de ancho, y su techo se encuentra a casi 23 pies de altura. Se sabe que John
Quincy Adams alcanzaba a oir conversaciones sostenidas en la parte opuesta
del atril del director al permanecer parado en cierto punto en esta sala. Descri-
be la ecuacién que representa la sala, los dos lugares posibles en que Adams
podria haber permanecido para oir y cudl era la distancia aproximada que se
encontraba Adams del atril.

Lectura y comprension del problema.

Lo que se desea determinar es los dos lugares posibles donde John Quincy Adams
debia estar para poder escuchar las conversaciones. Pues asi, el problema nos da la

siguiente informacion:
= La sala eliptica mide 96 pies de largo.
= La sala eliptica mide 46 pies de ancho.

= El techo de la sala eliptica mide 23 pies de altura.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucién.

Se describen las otras herramientas metemadticas que ayudaran a resolver el proble-
ma:
2 2
- s la eli lori o focal lei y
La ecuacién de la elipse con centro en el origen y eje focalenel eje xes — + 35 =
a> b

b describe el semieje menor de la elipse.

a describe el semieje mayor de la elipse.

2a describe el eje mayor de la elipse.

2c describe la distancia entre los dos puntos focales.

Los puntos focales de la elipse se definen como (—¢,0) y (c,0).

La férmula ¢ = a? + b? determina la longitud focal de la elipse.

1.
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Aplicacion de herramientas matematicas para resolver el problema.

Se sabe la sala eliptica mide 96 pies de largo, es decir que el eje mayor de la elipse es
2a = 96. Por lo que se tiene,

2a =96

96
=7
a = 48.

Luego, como la altura hacia el techo de sala mide 23 pies, quiere decir que el semieje

menor es b = 23. De esta manera, se reemplaza los valores de a y b en la ecuaciéon
2 2

% + % = 1. Donde se obtiene que,
2 2
az = b2
2 N 2 _,
(48)2 © (23)2
2 2
—+Z_=1.
230 + 529

Ahora tomamos la férmula ¢? = 4? — b? y reemplazamos los valores ya conocidos,

2 =22

? = (46)% — (23)?
¢? = 2304 — 529
> =1775

¢ =V1775

c = 42,13.

Debido a las indicaciones del problema, sabemos que la elipse que forma la sala
se encuentra en el origen del plano cartesiano, por lo que los puntos focales son

F; = (—42,13,0) y F, = (42,13;0). Ademas, la distancia entre los dos puntos focales
es 2c = 84,26.
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Examinacion del resultado obtenido.

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolégicas para la verificacién de resultados.

Se utiliza el software matematico GeoGebra para verificar los resultados.

40

dy = 23 pres
Vs

©

20 40 60

=|96 pies

Figura 4.36: Se observa que la sala eliptica posiblemente tendria la forma que se
muestra en la figura. Ademads, que la longitud de 96 pies y la altura de 23 pies desde
el piso al techo de la sala elipticala.

ecl

W

60 —40 =20

60

Figura 4.37: Se observa que el semieje mayor a de la sala eliptica es de 48 pies y el
semieje menor b es de 23 pies.
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b = 23 pies
Vo

O

20 40 G0

=|96 pies

Figura 4.38: Se observa la forma real de la sala eliptica, es decir, que la ecuacién que
2 2
x

forma esta elipse es —— + J -1

2304 529

Fi = (—42.13,0) F, = (42.13,0)
O

-G0 0]

Figura 4.39: Se observa los focos F; Y F, de la elipse, en otras palabras, los dos puntos
importantes de la sala eliptica.

Fy = (—42.13,0) Fy = (42.13,0)
O

60

Figura 4.40: Se observa la distancia desde el foco 1 F; hacia el foco 2 F,, la cual es 2c,
donde representa a la distancia que se debe encontrar John del atril.
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Conclusién de la solucién del problema.

Primero, se determiné que el semieje mayor a2 mide 48 pies. Es decir, que la distancia

desde el centro hacia el final de la sala mide 46 pies de largo. Tomando este dato y

2 y2

. ve o
que b representa la altura hacia el techo de la sala, se obtuvo que 2301 T 509 — les

la ecuacién que representa la forma de sala eliptica, sabiendo que el centro de sala

eliptica se posiciona en el origen del plano cartesiano. Luego, se encontré los puntos
focales de la elipse F; = (—42,13;0) y F, = (42,13;0), los cuales representa los dos
lugares donde podia colocar John Quincy Adams para poder oir las conversaciones.
Finalmente, se obtuvo el valor de la distancia entre los dos puntos focales 2c, lo que
representa que John Quency Adams se encontraba aproximadamente a 84,26 pies
del atril.
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4.2.4. Problemas contextualizados de la hipérbola

Desde la Segundo Guerra Mundial, los barcos han usado el sistema LORAN
(acréonimo de LOng RAnge Navigation) como un medio de navegacién inde-
pendiente de las condiciones de visibilidad. Dos estaciones, ubicadas a gran
distancia, transmiten de manera simultdnea ondas de radio a barcos en el mar.
Puesto que un barco suele encontrarse mds cerca de una estaciéon que de la
otra, recibe estas ondas en tiempos un poco diferentes. Al medi la diferencia
de tiempo y al conocer la velocidad de las ondas de radio, es posible localizar
un barco sobre una cénica cuyos focos son las posiciones de las dos estaciones.
Supén que las estaciones LORAN A y B se ubican a 400 millas de distancia a
lo largo de una costa recta, con A en direccién oeste respecto de B. Un barco
que se aproxima a la costa recibe ondas de radio de las estaciones y es capaz
de determinar que se encuentra 100 millas més alejado de la estacién A que
de la estacion B. Determine la ecuacién de la hipérbola sobre la que se localiza
el barco y las coordenas exactas del barco si éste se encuentra a 60 millas de la

costa.

Lectura y comprensién del problema.

Principalmente se desea encontrar una ecuacién que describa la localizacién del bar-

co. Por lo que el problema nos brinda la siguiente informacion:
= Las dos estaciones LORAN A y B se encuentran a 400 millas.
= La estaciéon A se encuentra en direccion oeste respecto de B.

= El barco se encuentra 100 millas més lejos de la estacion A que de la B.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucién.

Se describen las otras herramientas metematicas que ayudaran a resolver el proble-

ma:
= Se define la hipérbola como sigue |d(P, F;) — d(P, F,)| = 2a.
= 2g define a la distancia entre los vértices V; y V, de la hipérbola.
= g define la distancia desde el centro de la hipérbola hacian uno de sus vértices.

» 2c define la distancia entre el foco 1 F; y el foco 2 F,.
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= La férmula ¢? = a? + b? determina una relacién entre los elementos a, b y ¢ de
la hipérbola.

= La ecuaciéon de la hipérbola con centro en el origen y eje focal al eje x es
2 .2
Y

2 ;b

Aplicacion de herramientas matematicas para resolver el problema.

Debido a que el barco se encuentra 100 millas mds alejado de la estacién A que de la
estacion de la B, por lo que la diferencia de las distancias desde el barco hasta cada
estacion es 100 millas. De este modo, podemos tomar la definicion de la hipérbola,

donde Fj es la estacion A y F; es la estacion B, y P representa el barco, es asi que,

d(P,Fy) —d(P,E)| = 2a

100 = 2a
100
T

a = b0.

De este modo, los vértices de la hipérbola son V; = (—50,0) y V, = (50,0). Ademas,
como el foco 1 F; es la estacion A y foco 2 F, es la estaciéon B, entonces la distancia
entre las dos estaciones es 2c = 400, lo que se tiene,

2c¢ = 400
= 400

2
c = 200.

Por lo tanto, se obtiene que F; = (—200,0) y F, = (200,0). Asimismo, se conoce que

2

c? = a® + b?, donde reemplazamos los valores de a y c para asi obtener el valor de b,

A =a*+ 1

2 =2 _ g2

b* = (200)% — (50)2
b* = 40000 — 2500
b* = 37500

b = /37500

b =193,64.
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Como el eje focal o transversal es el eje x, se define la ecuacién de la hipérbola como
2 2

% — “Z—z = 1, entonces,
2 yz
2 !
x2 - y2 _,
(50)2 37500
2 2

X _ y —1
2500 37500

xZ y2

2500 37500
Dado que la ecuacién de la hipérbola que se encontrd, se sabe que estd definida en

Por lo que, la ecuacion de la hipérbola es

el origen del plano cartesiano por lo que, si el barco se encuentra a 60 millas de la
costa, quiere decir que el barco se encuentra dentro de la recta y = 60. Pues teniendo
este dato, reemplazamos en la ecuacién antes encontrada,

x2 yZ

3500 37500\
x? (60)% 1

2500 37500
x> 3600
2500 37500
x2 ]/2
2500 ~ 37500 T\
09
2500
x? = (1,096)(2500)
x2 = 2740
x = /2740
x = 452,34,

‘ Examinacién del resultado obtenido. \

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolégicas para la verificacion de resultados.

Se utiliza el software matematico GeoGebra para verificar los resultados.
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N
200

150

100

50

®

0 —-150 =100 =50 0 50 100 150 2

d =400 millas

=1
=

OB - 20

—100

~150
5

Figura 4.41: Se observa la distancia entre las estaciones LORAN A y B que es de
400 pies, donde la ubicacién de las estaciones son consideradas como focos de una
hipérbola. Ademas, de que el barco se ubica 100 millas mds alejado que de la estaciéon
B.

b =(193,64 millas
100

B,
(<]
50

00 —150 —100 50 0 0 100 150 200 %0 g
¢ = 200 millas

{
O

a = 50 millas B

Py

0% -

=100

—150

S

Figura 4.42: Se observa que la distancia desde el centro hacia una de las estaciones
se considera como ¢ = 200. De igual manera, para la distancia a = 50, donde se
encontraria uno de los vértices de la hipérbola. Luego, con estos datos se obtuvo

b = 193,64.
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N
200
150
b =|193, 64 millas

100

B,
50
A cla= 50|millas B
O -250 —gm -150 -100 -ko n' ’0 100 150 2.00 250 [
c = 200 mullas
-50
~100
—150
5

Figura 4.43: Se observa la grafica de la hipérbola

x2 yZ

2500 37500

=1 por donde se

localizaria el barco con respecto a los datos encontrados.

N
200§

150

100

B, = (52,34;60)
50
A cle= 50|millas B
O -250 2 —150 -100 -0 9 ) 100 150 2 %0 [
¢ = 200 millas

50
~100
—150

S

Figura 4.44: Se observa las coordenadas exactas del barco si este se encuentra a 60
millas de la costa, la cual es (52,34, 60).
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Conclusién de la solucién del problema.

En primer instancia, se determiné los valores de a = 50, b = 193 y ¢ = 200, donde se

pudo obtener la ecuacién que determina la localizacén del barco, es decir, la ecua-
X2 2

2500 37500 _ _
60 millas de la costa, ademds se encuentra més alejado de la estaciéon A que de la es-

cién de la hipérbola = 1. Luego, se sabe que el barco se encuentra a
tacion B. Es decir, el barco se encuentra dentro del lado positivo del eje x, por lo que
tomamos el valor positivo de x = 52,34. De esta manera, las coordenadas exactas
donde se encuentra el barco es (52,34; 60).
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Una torre de enfriamiento nuclear es un hiperboloide, es decir, una hipérbola

girada sobre su eje conjugado. Supén que la hipérbola utilizada para generar

el hiperboloide que represent6 la forma de la torre de enfriamiento tiene una

excentricidad de g Si la torre de enfiramiento mide 150 pies de ancho en su

zona mas estrecha, determina una ecuacion de la hipérbola utilizada para ge-

nerar el hiperboloide. Si la torre mide 450 pies de altura, la parte superior esta

a 100 pies sobre el centro de la hipérbola y la base se ubica a 350 pies abajo del

centro, jcudl es el radio de la parte superior de la base de torre?.

Lectura y comprension del problema.

En primer instancia, se desea encontrar la ecuacién que describa para generar la

torre de enfriamiento nuclear y el radio de la parte superior de la base de torre. Tal

que la informacién que se tiene es:

La hipérbole que genera el hiperboloide de la torre de enfriamiento tiene una

excentrticidad de %

El ancho de la torre es de 150 pies en la parte més angosta.

La altura de la torre es de 450 pies.

La altura de la torre desde el centro hacia la parte superior de esta es 100 pies.

La altura de la torre desde el centro hacia la parte inferior de esta es 350 pies.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucién.

Se describen las otras herramientas metematicas que ayudaran a resolver el proble-

ma:

La ecuacién de la hipérbola con centro en el origen y eje focal al eje x es

x2 ]/2 1

a2 v
2a define a la distancia entre los vértices V; y V; de la hipérbola.
a define la distancia desde el centro de la hipérbola hacia uno de sus vértices.

2c define la distancia entre el foco F; y el foco F,.

c define la distancia desde el centro de la hipérbola hacia uno de sus vértices.
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= La férmula ¢? = a? + b? determina una relacién entre los elementos a, b y ¢ de

la hipérbola.

= Se define la excentricidad de la hipérbola como e = £.

Aplicaciéon de herramientas matematicas para resolver el problema.

La hipérbola que se utiliza para generar el hiperboloide de la torre tiene una excen-
tricidad dee = % Ademas, se sabe que la excentricidad se define como e = 7, donde

se obtiene lo siguiente,

o2
3
c_>
a 3
c—§a
= .

Luego, sabemos que la parte mdas angosta de la torre de enfriamiento mide 150 pies,
es decir que la distancia entre el vértice V; y vértice V, , dada como 2a = 150. Por lo

que se tiene,

2a = 150
) 150

2
a=75.

Reemplazamos el valor de a, como sigue,

C—§a
3

5

= ~(75
c=3(75)
c = 125.

Ahora, con los valores a y b encontrados reemplazaremos en la férmula ¢ = a2 + b?

para determinar el valor de b?,

2 =a* 41
P22
b* = (125) — (75)?

b? = 15625 — 5625
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b% = 10000.

Entonces reemplazamos en la ecuaciéon de la hipérbola antes dada,

X y
2z !
x2 ]/2
— =1
(75)2 10000
X2 yz

- _ =1
5625 10000

Luego, tenemos que la altura de la torre desde el centro hacia la parte superior de
esta es de 100 pies, es decir que la parte superior se encuentra dentro de la recta y =
100. De esta manera, podemos encontrar los puntos que intersecan con la ecuacién

de la hipérbola, es decir, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

2 2
X Yy
5625 10000
y =100

Donde, se reemplaza y en la ecuacién de la hipérbola,

2 2

X Yy

- _ =1
5625 10000
x*  (100)*
5625 10000
x* 10000
5625 10000
RSP
5625
2
5
5625
x? = (2)(5625)
x2 = 11250
x? = /11250
x = +106,066.

Es decir, que los puntos por donde intersecan y = 100 con hipérbola es P; (—106,066; 100)
y P»(106,066; 100). Observando desde la parte superior, se deduce que se forma una
circunferencia con centro en el origen del plano, Por lo que se puede deducir que
que el radio de la parte superior de la torre de enfriamiento es r = 106,66, donde se



Algunas aplicaciones para la resolucién de problemas 162

obtiene la siguiente ecuacion,

R
x? +y? = (106,066)>

X2 + 1y = 11249,99.

Examinacion del resultado obtenido.

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolédgicas para la verificacion de resultados.

Se utiliza el software matematico GeoGebra para verificar los resultados.

20
60
40

20

O o oy
800 60 40 -20 O 20 40 &0 80

=150 pies

—40

-0

Figura 4.45: Se observa el ancho mds angosto de la torre, donde se encuentra los
vértices V1 y V, de la hipérbola.
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100‘

a0

60

40

20

F W

b =100 pies

a=T5pies V2

&
-80 60
c = 125 pies

)
-120 —100 —40

=100

20 40 60 - 80 100 120

Figura 4.46: Se observa que la distancia desde el centro hacia uno de los focos es
c = 125. De igual manera, para la distancia a = 75, donde se encontraria uno de los

vértices de la hipérbola. Luego, con estos

datos se obtuvo b = 100.

1001

80

60

40

20

V1

b= 100 pies

a = TH pies Va

-0
-120

—80

100

20 40 60 80 100 120

Figura 4.47: Se observa la hipérbola que genera el hiperboloide de la torre de enfria-

x2

miento, donde la ecuacion es —— —
5625

Yy

2

10000 ~ ©
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/

A0
g

15 F

—300

—100

—200

=300

100 200 300

N\

Figura 4.48: Se observa la altura de la torre, donde el centro de esta se ubica en el
origen del plano cartesiano. Ademads, la parte superior se ecuentra a 100 pies del
centro, lo cual se representa como y = 100, y la base esta a 350 pies del centro, es

decir, y = —350.

Py = (—106, 066; 100)

P, = (106, 066; 100)

406

=300

-100

=200

=300

300

Figura 4.49: Se observa que y = 100 interseca con la ecuacién de la hipérbola, por lo
que se obtiene los siguientes puntos P; = (—106,066;100) y P, = (106,066;100).
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100

r = 106,066

Figura 4.50: Se observa la circunferencia que se forma al observar desde la parte
superior al hiperboloide o a la torre de enfriamiento. De este modo, la ecuacion de
la circunferencia es x% + y2 = 11249,99 con centro C(0,0) y radio » = 106,066.

Conclusién de la solucién del problema.

Se obtuvo la ecuacién de la heipérbola que genera el hiperboloide de la torre de
enfriamiento, la cual es % — % = 1, donde se tom6 como centro de la hipér-
bola al origen del plano cartesiano. Luego, se determiné que el radio de la parte
superior de la torre de enfriamiento es r = 106,066, esto debido a que, si se observa
al hiperboloide desde la parte superior, se veria una circunferencia. Es decir, que
encontramos el radio de la circunferencia que se forma en la parte superior de la

torre.
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En dos estaciones de guardabosques ubicadas a 4 millas de distancia una de
otra se observa un rayo. Un guardabosques en la estaciéon A informa que es-
cuch¢ el sonido del reldampago dos segundps antes que el guardabosques en
la estacion B. Si el sonido viaja a 1100 pies por segundo, determina la ecuaciéon
de la hipérbola sobre la cual se ubica el rayo. Sitta las dos estaciones de los
guardabosques sobre el eje x con el punto medio entre ellas en el origen. El eje
transversal es horizontal.

Lectura y comprension del problema.

En primer lugar, se desea determinar la ecuacién donde se encuentra el rayo. De

este modo, el problema nos da la siguiente informacion:
= Las dos estaciones de guardabosques estdn a una distancia de 4 millas.

= La estaciéon A escucha el sonido del relampago 2 segundos antes que la esta-
cion B.

Indagacion de herramientas matematicas para la solucion.

Se describen las otras herramientas metemadticas que ayudaran a resolver el proble-
ma:

» Se define la hipérbola como sigue |d(P, F;) — d(P, F,)| = 2a.

= La ecuaciéon de la hipérbola con centro en el origen y eje focal al eje x es

X2 y2 1

2
» 2q define a la distancia entre los vértices V; y V; de la hipérbola.
= g define la distancia desde el centro de la hipérbola hacia uno de sus vértices.
= 2c define la distancia entre el foco F; y el foco F,.

= c define la distancia desde el centro de la hipérbola hacia uno de sus vértices.

= La férmula ¢? = a? + b? determina una relacién entre los elementos 4, b y ¢ de
la hipérbola.

Aplicacion de herramientas matematicas para resolver el problema.
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Se conoce que las dos estaciones se encuentran a una distancia de 4 millas, es decir,
que las dos estaciones son los focos de la hiperbola. Por lo que la distancia entre ellas
es 2c¢ = 4, asi se tiene que,

)
a
I

a
I
N NI

a
I

Luego, se sabe que la estacion A escucha el sonido del reldampago 2 segundos an-
tes que la estacién B. Es decir que la diferencia en el momento que escuchan cada
estacion se lo puede representar como la definicién de la hipérbola, donde P repre-
sentaria donde se encuentra el rayo,

|d(P,F1) —d(P,F2)| =2a
2=2a

4 2

2

a=1.

Ahora, tomamos los datos obtenidos y reemplazamos en la férmula ¢ = a? + b?,
para encontrar el valor de b?,

P=4-1
b =
2P
Asi, reemplazamos los valores de a y b en la ecuacion de la hipérbola P i 1,
22
2
2 2
E
1)2 3
2 2
2y
1 3
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2
2 Y
~ L =1,
Y3

Examinacién del resultado obtenido.

En esta fase, se revisa detalladamente el procedimiento realizado.

Uso de herramientas tecnolédgicas para la verificacion de resultados.

Se utiliza el software matematico GeoGebra para verificar los resultados.

Rz
L]
1
A B
- @ s
2 -1 ] 1 2

Figura 4.51: Se observa la distancia entre las estaciones A y B que es de 4 millas,
donde la ubicacién de las estaciones son consideradas como focos de una hipérbola.
Ademés, de que el rayo se puede ubicar cerca de la estacion A, ya que se escucho el
reldmpago dos segundo antes que de la estacién B.

b=1,73 millas

Wi Va B
—0—0 @ 00—
] s 0 1 H]

a = 1 millas ¢ =2 millas

=1

-2

Figura 4.52: Se observa que la distancia desde el centro hacia uno de los focos es
¢ = 2. De igual manera, para la distancia @ = 1, donde se encontraria uno de los
vértices de la hipérbola. Luego, con estos datos se obtuvo b = 1,73.
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R ®
4
b=1,73 millas
A Vi Vs B
Q O @
2 d 0 2
a= 1 mallas c = 2 fnillas

-2

Figura 4.53: Se observa la hipérbola donde se ubicaria el rayo, la cual esta descrita

21/2

por la ecuacién x~ — T =L

Conclusion de la solucién del problema.

Debido a que las dos estaciones se ubicaron en el eje x y el eje transversal es horizon-

tal, se determin6 que la ecuacién de la hipérbola donde se podria localizar el rayo

2.1/2

esx”—— =1
3
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