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RESUMEN

La rama de la microeconomia de la teoria del equilibrio general intenta brindar una explicacion
integral del comportamiento de la produccién, el consumo y la fijacién de precios en una economia
con uno o mas mercados. Para lograr el equilibrio, las preferencias de los consumidores deben
ser continuas, acumulativas e integradas, por lo que a menudo se basan en teorias de punto fijo,
como la teorfa de punto fijo de Brouwer, para probar la existencia de equilibrio. El presente trabajo
de titulacion tuvo por objetivo estudiar el teorema de punto fijo de Brouwer en topologia y su
utilidad en el andlisis de existencia de distribuciones de equilibrio de precios en una economia
de intercambio puro; la investigacién es de disefio documental con carécter descriptivo y enfoque
cualitativo no interactivo, que genero documento referencial del topico. Donde se tiene temas
seleccionados de la Topologia para realizar la demostracién del teorema, posterior a ello empezar
con la aplicacidén en la drea de economia, en donde podemos observar que dicho teorema sirve para
la demostracién de la existencia de distribuciones de equilibrio de precios, dicho de otra manera
que exista un equilibrio. Se recomienda ampliar el estudio, debido que la demostracién garantiza la

existencia de un equilibrio, pero no nos garantiza la forma de encontrarlo.

Palabras clave: <TOPOLOGIA>, <TEOREMA DE PUNTO FIJO>, <TEOREMA DE PUNTO
F1JO DE BROUWER>, <EQUILIBRIO DE PRECIOS>, <INTERCAMBIO PURO>.
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ABSTRACT

The microeconomics branch of general equilibrium theory attempts to provide a comprehensive
explanation of the behavior of production, consumption and pricing in an economy with one or
more markets. To achieve equilibrium, consumer preferences must be continuous, cumulative,
and integrated, so it often relies on fixed-point theory, such as Brouwer’s fixed-point theory, to
prove the existence of equilibrium. The aim of this degree work was to study Brouwer’s fixed
point theorem in topology and its usefulness in the analysis of the existence of equilibrium price
distributions in a pure exchange economy. The research is of documentary design with descriptive
character and non-interactive qualitative approach that generated the referential document of the
subject. This document contains selected topics of Topology to demonstrate the theorem, to continue
with the application in the area of economics. Here, we can realize that the theorem is used to
prove the existence of equilibrium price distributions, in other words, there is an equilibrium. It
is recommended to extend the study, because the demonstration guarantees the existence of an

equilibrium, but it does not guarantee the way to find it.

Keyword: <TOPOLOGY>, <FIXED POINT THEOREM>, <BROUWER’S FIXED POINT
THEOREM>, <PRICE EQUILIBRIUM>, <PURE EXCHANGE>.
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INTRODUCCION

El teorema del punto fijo de Brouwer brinda las condiciones necesarias para garantizar la existencia
de puntos x tales que f(x) = x, donde f es una funcién definida en un espacio topolégico en si
mismo que tiene la propiedad de punto fijo. Esta propiedad establece que cada funcién continua

definida en el espacio tiene un punto fijo.

La teoria de puntos fijos no solo se centra en el andlisis matemadtico, sino que tiene aplicaciones en

las ciencias en general y se utiliza para demostrar la existencia de soluciones de equilibrio.

Los modelos de economia de intercambio puro estdn determinados por la oferta y la demanda,
esto es; A mayor demanda que oferta, de un producto; su precio sube. A exceso de oferta y poca
demanda, el precio baja. El problema es determinar si existe una seleccion de precios que equilibre
la oferta y demanda, un punto de equilibrio donde los precios se mantengan estables y asi todos

consumidores estén satisfechos con su stock particular de productos.

El trabajo estd dirigido a divulgar en estudiantes de economia y matemadtica la aplicacién de una
teoria de punto fijo, como el teorema de punto fijo de Brouwer para resolver el problema de la
existencia de distribuciones de equilibrio de precios en una economia de intercambio puro; en
donde el lector pueda encontrar temas especificos de Topologia que servird para la demostracién
del teorema antes mencionado con el fin de demostrar, como el conocido teorema de punto fijo de

Brower de la teoria del punto fijo, establece la existencia de tales equilibrios econémicos.

El trabajo de titulacién que se propone es de investigacion documental y se generard un documento
como Anexo siendo parte del Marco de resultados y discusién; donde describe la teorfa matematica
del teorema de punto fijo de Brouwer en topologia y su aplicacién en el andlisis de la existencia de

distribuciones de equilibrio de precios en una economia de intercambio puro.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. Planteamiento del problema

1.1.1. Enunciado del problema

Estudiar el teorema de punto fijo de Brouwer en topologia y su utilidad en el andlisis de existencia
de distribuciones de equilibrio de precios en una economia de intercambio puro; a fin de producir

un documento referencial del tépico.

1.2. Justificacion

Dando cumplimiento a la malla actual vigente de la carrera de Matematica de la Escuela Superior
Politécnica de Chimborazo (ESPOCH), se realiza el siguiente trabajo como parte de la asignatura
Trabajo de Integracion Curricular con el tema Teorema de punto fijo de Brouwer en topologia
y su aplicacion en el analisis de la existencia de distribuciones de equilibrio de precios en
una economia de intercambio puro, con el fin de aportar con un documento referencial para los
estudiantes de economia y matemadtica, puesto que en el transcurso de los Periodos Académicos
Ordinarios (PAQ's) de la carrera, se vio el curso de matematica tedrica en particular en topologia y
muy poca la aplicada en otras areas, por ello se pretende realizar un documento donde se presente

tépicos especificos de la topologia aplicado a un tema de la economdia.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Generar un documento referencial, para estudiantes de las carreras de Economia y Matematica, en
el cual se analice el teorema de punto fijo de Brouwer y su aplicacién al estudio de la existencia de

distribuciones de precios en una economia de intercambio puro.

1.3.2. Objetivos especificos

e Estudiar del teorema de punto fijo de Brouwer.

e Estudiar de la teorfa de equilibrio de precios en una economia de intercambio puro.



e Entender del uso del teorema de punto fijo de Brouwer en la existencia de distribuciones de

equilibrio de precios en una economia de intercambio puro.



CAPITULO 11
2. MARCO TEORICO
2.1. Referencias tedricas

El Teorema de Punto Fijo de Brouwer es un teorema matemdtico importante que ha tenido
numerosas aplicaciones en campos como la topologia, la economia y la teoria de juegos. Los
teoremas de punto fijo establecen condiciones sobre una funcién f entre espacios topolégicos para

determinar la existencia de sus puntos fijos.

Teorema de punto fijo. Una funcién f sobre un dominio dado tiene un punto fijo, es decir, tiene

un punto x de dicho dominio de manera que f(x) = x.
Algunos ejemplos de teorema son: el teorema de punto fijo de Banach en andlisis, los teoremas de
punto fijo para funciones con propiedades especiales en espacios métricos y espacios de Banach, y

en particular de nuestro interés, el teorema de punto fijo de Brouwer en espacios topoldgicos.

Teorema de punto fijo de Brouwer. Sea f una funcién continua de la bola unitaria cerrada B" de

un espacio euclideo en si misma, entonces existe un punto x en B”" tal que f(x) = x.

En particular en nuestro interés es de dos dimensiones

Teorema de punto fijo de Brouwer para discos. Si f : B> — B? es continua entonces existe un

punto x € B tal que f(x) = x.

La modelacién econémica formal hace uso de herramientas matematicas desde las rudimentarias
hasta las més sofisticadas para explicar el comportamiento, las conexiones y la relacion entre las
variables ajenas o inmersas al modelo.

Un modelo econémico. Es una representacion simplificada de un proceso o fendmeno econémico.

Intercambio puro. Es cuando los agentes (individuos particulares con capacidad de tomar

decisiones) van a un mercado a intercambiar sus bienes, que previamente han sido producidos,



aunque la produccién no estd tomada en cuenta.

La teoria del equilibrio general. Es un modelo de la rama de microeconomia que estudia la
interaccién y punto de equilibrio (es aquel nivel de ventas minimo que igual a los costos totales a

los ingresos totales) entre los distintos mercados de una economia. (Nicholson, 2008)

Desde el inicio de las civilizaciones, la economia se ha presentado de diversas formas; un
claro ejemplo es el truque o también llamado intercambio puro donde (Garcfa, 2019) dice que “la
manera mas intuitiva de interpretar este modelo es considerar que los agentes van a un mercado
a intercambiar sus bienes, que previamente han sido producidos, aunque la produccién no esta

recogida por el modelo™.

El modelo de una economia de intercambio puro es la base de la teoria del equilibrio general,
que tiene como objetivo determinar como se distribuyen los bienes entre los diferentes agentes

econdémicos.

Mostraremos en este trabajo como el teorema de punto fijo de Brouwer puede ser aplicado para
probar la existencia de distribuciones de equilibrio de precios en una economia de intercambio

puro; para ello se escribid tres capitulos:

e Capitulo 1: El propdsito en este capitulo es mostrar los preliminares sobre Espacios
Topolégicos donde muestraremos definiciones, lemas, proposiciones, ejemplos y teoremas de
siete temas especificos que son: Topologia, Conjuntos Abiertos y Cerrados, Funciones continuas,
Homeomorfismo, Espacios Conexos, Espacios métricos y el Teorema del valor intermedio; los

cuales serviran para la demostracion del teorema de punto fijo de Brouwer.

e Capitulo 2: El objetivo que tiene este capitulo es demostrar el teorema de punto fijo de Brouwer
para dos dimensiones, para realizar dicha demostracién se utilizaran conceptos y resultados
propios de Topologia Algebraica, como son: el concepto de retraccidon y el teorema de no

retraccion.

e Capitulo 3: Estard dedicado al problema de la existencia de distribuciones de precios en una
economia de intercambio puro, como una aplicacién del teorema de punto fijo de Brouwer. Asi
que, se definirdn los conceptos econdémicos de Modelo, Intercambio puro y Teoria del equilibrio

general y finalmente demostraremos usando el teorema de punto fijo de Brouwer, la existencia



de distribuciones de equilibrio de precios en una economia de intercambio puro.



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

La investigacién que se propone es de tipo cualitativo no interactivo con alcance descriptivo, que
busca generar un documento que sirva de referencia a estudiantes de economia y matemdtica,
para divulgar la aplicacién de una teoria de punto fijo, por lo tanto se utilizardn estrategias de
organizacion y recuperacion de informacién adecuadas, eficientes y apropiadas. La fuente serdn

libros de texto, articulos y tesis.

Para satisfacer los objetivos de esta investigacion se propone las siguientes actividades:

e Obtencion y revision del material bibliografico.

e [ectura y comprension de los espacios topoldgicos.

e Revision del teorema de punto fijo de Brouwer.

e Comprensién del teorema de punto fijo de Brouwer.

e Revision y entendimiento del tépico de distribuciones de equilibrio de precios en economia.

e Aplicacidn del teorema de punto fijo de Brouwer para el andlisis de la existencia de distribuciones

de equilibrio de precios en una economia de intercambio puro.

e Escritura de los conceptos estudiados.

3.1. Tipo de investigacion

Este estudio tiene un disefio de investigaciéon documental, donde revisamos fuentes bibliograficas
especializadas a la temética tales como (matematica y economia) textos, libros, articulos, tesis y

documentos todos disponibles en internet.



CAPITULO IV

4. MARCO DE RESULTADOS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

4.1. Resultado

Esta investigacién de disefio documental con caricter descriptivo y enfoque cualitativo no
interactivo, gener6 como resultado un documento referencial titulado “Teorema de punto fijo de
Brouwer en topologia y su aplicacion en el andlisis de la existencia de distribuciones de equilibrio
de precios en una economia de intercambio puro”. Donde los estudiantes podran encontrar tres
capitulos el primero que lleva como nombre Espacios topolégicos, el segundo Teorema de punto
fijo de Brouwer y demostracion, finalmente el tercero Aplicacion. Recordando que los estudiantes
tendrdn que tener conocimientos previos para revisar el documento, ya que los temas mostrados en
cada capitulo fueron seleccionados del tépico general de la Topologia que claramente luego son
utilizados para realizar la demostracién del teorema de punto fijo de Brouwer y con ello realizar la

aplicacion en un drea fuera de las matemaéticas.

4.2. Discusion

Con metodologia propuesta obtuvimos definiciones importantes dentro del campo de las
matemadticas (mds especifico de la topologia) como también de la economia, con base a ello
realizamos tres capitulos, el primero contiene preliminares sobre espacios topoldgicos donde
los temas tratos fueron detenidamente escogidos, debido a que conlleva al entendimiento de la
demostracion del teorema de punto fijo de Brouwer, el cual da paso al segundo capitulo donde la
Topologia Algebraica es parte de dicha demostracion, asi finalmente llegamos al tercer capitulo en el
que presentamos la oferta y la demanda que deben tener los productos para poder realizar el andlisis
de la existencia de distribuciones de equilibrio de precios en una economia de intercambio puro,
y que en dicho andlisis se hace uso el teorema de punto fijo de Brouwer; con lo expuesto damos

cumplimento a los objetivos especificos como también al objetivo general de esta investigacidn.



CAPITULO V

CONCLUSIONES

Mediante el estudio del teorema de punto fijo de Brouwer, podemos mencionar que para llegar a
la demostracion de dicho teorema en dimension 2 se debe tener conocimiento sobre la topologia
y la topologia algebraica, debido a que dichas materias abarca un contenido necesario para el

desarrollo y comprension del mismo.

La teorfa de equilibrio es una herramienta indispensable para poder responder a ciertas preguntas
de la Economia, puesto que explica el comportamiento, la interaccién y el equilibrio entre los

distintos mercados de la economia.

La evidencia que presentamos anteriormente demuestro que el estudio del teorema de punto fijo
de Brouwer, se lo presenta en varios casos de la ingenieria y en otras dreas y su demostracién

llevada tanto en andlisis como en topologia, como se los muestra en el documento guia.

Podemos destacar que se trata de un trabajo donde muestra un tema especifico de la topologia
aplicado a una 4rea de la economia, que sirve para los estudiantes que desean abordar

conocimiento del tema expuesto y con ello su aplicacién.



RECOMENDACIONES

e Para ampliar el conocimiento de la teoria del punto fijo, revisar los temas de la topologia

algebraica en dimensiones mayores a 2.

e Luego de trabajar con el tema de punto fijo de Brouwer en dos dimensiones y utilizarlo para
la aplicacién se recomienda revisar el teorema para dimensién mayor a 2 y luego probar el

resultado en la aplicacion expuesta o en una distinta.

e Se recomienda ampliar el estudio, debido que la demostracién garantiza la existencia de un

equilibrio, pero no nos garantiza la forma de encontrarlo.
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INTRODUCCION

La teoria del equilibrio general rama de microeconomia, intenta dar una explicacién completa del
comportamiento de la produccidn, el consumo y la formacién de precios en una economia con uno
o més mercados. Para garantizar que exista el equilibrio, las preferencias de los consumidores deben
ser continuas, ascendentes y convexas y, por esta razén, para probar la existencia del equilibrio, a
menudo se basan en teorias de punto fijo como la teoria de punto fijo de Brouwer.

A finales del siglo XIX la teoria del punto fijo fue iniciada por el matematico Henri Poincaré, el
cual realiz6 una publicacién llamada Analysis situs en la que decia que para comprender mejor las
ecuaciones diferenciales, es necesario conocer las propiedades invariantes de una figura cuando
se la deforma de cuaquier manera continua y sin rasgaduras (Garcia, 2020, [G20]). Sin embargo,
durante el siglo siguiente, varios matemdticos les llama la atencidn acerca del tema en los cuales
destacan Luitzen Egbertus Jan Brouwer, E. Sperner, S. Kakutani, S. Banach, quienes realizaron
distintas aportaciones en la teoria del Punto fijo, ya que dicha teoria es una amplia familia de
teoremas, debido a que su contenido tiene una mezcla de andlisis, topologia y geometria; Luitzen.
E. J. Brouwer naci6 el 27 de febrero de 1881 en la localidad de Overseas, Paises Bajos; en 1897,
ingreso a la Universidad de Amsterdam, donde estudié mateméticas durante los siguientes siete afios.
Brouwer pronto dominé las mateméticas contempordneas y obtuvo nuevos resultados con respecto
al movimiento continuo en variedades. Su actividad matemadtica incluye la topologia, el mapeo
y la légica, asi como la filosofia mistica. Brouwer también estudié varios mapeos topoldgicos y
desarroll6 técnicas para usar los llamados "simples “para aproximar mapeos continuos. La relevancia
conduce al concepto de clase de homologia, que permite la clasificacién topoldgica de muchas
clases.

Dentro de la topologia existe una gran cantidad de trabajos donde muestran la aplicacién del
teorema, ya sean en la bisqueda de equilibrios tanto en economia, matemaéticas y en fisica, puesto
que el teorema de punto fijo de Brouwer afirma que una funcién f sobre un dominio dado tiene un
punto fijo , es decir, si f(x) = x.

En este trabajo nos centraremos en el teorema del Punto fijo de Brouwer y su aplicacién en
economia por tanto, siguiendo con esta idea, el trabajo estd dividido en tres capitulos, a continuacién

presentamos un breve resumen del contenido de cada uno de ellos:
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e Capitulo 1: El propdsito en este capitulo es mostrar los preliminares sobre Espacios
Topolégicos donde muestraremos definiciones, lemas, proposiciones, ejemplos y teoremas de
siete temas especificos que son: Topologia, Conjuntos Abiertos y Cerrados, Funciones continuas,
Homeomorfismo, Espacios Conexos, Espacios métricos y el Teorema del valor intermedio; los

cuales serviran para la demostracion del teorema de punto fijo de Brouwer.

e Capitulo 2: El objetivo que tiene este capitulo es demostrar el teorema de punto fijo de Brouwer
para dos dimensiones, para realizar dicha demostracién se utilizaran conceptos y resultados
propios de Topologia Algebraica, como son: el concepto de retraccién y el teorema de no

retraccion.

e Capitulo 3: Estard dedicado al problema de la existencia de distribuciones de precios en una
economia de intercambio puro, como una aplicacion del teorema de punto fijo de Brouwer. Asi
que, se definirdn los conceptos econdémicos de Modelo, Intercambio puro y Teoria del equilibrio
general y finalmente demostraremos usando el teorema de punto fijo de Brouwer, la existencia

de distribuciones de equilibrio de precios en una economia de intercambio puro.




Espacios Topologicos

En eeste capitulo resaltaremos algunos temas importantes de la Topologia. La idea de un espacio
topoldgico es un conjunto donde hay una nocién de cercania, que permite desarrollar los conceptos
de limites, continuidad y conectividad. Ademds de otros espacios como los espacios euclidianos,
métricos y multiples, son espacios topoldgicos con estructuras, propiedades o restricciones

adicionales.
1.1 Topologia

Definicion 1.1

Sea X un conjunto no vacio. Una topologia en X es una familia 7 de subconjuntos de X que

satisface:
(a) 0,X pertenecea T
(b) Launién de elementos de cualquier subfamilia de T pertenece a 7.

(c) Lainterseccion de los elementos de cualquier subfamilia finita de T pertenece a 7.

El par (X, 1) formado por un conjunto X y la topologia T en X se denomina un espacio topolégico.

Ejemplos

(I) La familia 7; que consta de todos los subconjuntos de X. A esta topologia se le denomina la

topologia discreta.

Demostracion
La familia 7, = @(x) de todos los subconjuntos de X es una topologia en X. Veamos que en

efecto es una topologia.

a)0CXyasibety

XCXyasiX ety
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ey

b) Sea {Uy }qer una subfamilia de elementos de 7,;. Veamos que (U Ua> €Ty

ol
Como cada Uy, € ¢(x), entonces Uy C X y por lo tanto Uge Uy C X.

En conclusion, UgeUg € #(x)

¢) Sea {U;}}_, una subfamilia finita de elementos de 7,.

n
Veamos que ﬂ U ety
i=1

n
Como U; € 74, U; C X,i=1,...,n, entonces ﬂ U CX
i=1
n
En conclusion, (| U; € @(x).
i=1

Esto prueba que 7; = (x) es una topologia en X.

La familia 7y que consta solamente de (0, X se llama la topologia indiscreta en X (también

Ilamada topologia trivial).

Demostracion

Sea X un conjunto no vacié cualquiera y 7 = {X,0}. Para verificar que la topologia discreta

es un espacio topologico verificamos las tres propiedades:
a) El conjunto vacio @ y el conjunto X pertenecen a Ty.
b) La unién de cualquier subfamilia de elementos de 7y pertenece a 7.

PUX =X
XUubd=X

c) Lainterseccién de los elementos de cualquier subfamilia de 7y pertenece a 7.

0NX=0
XNO0=0
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1.2 Conjuntos Abiertos y Cerrados
1.2.1 Conjuntos Abiertos

Definicion 1.2
Sea (X, 7) cualquier espacio topoldgico entonces los miembros de T son llamados conjuntos

abiertos del espacio topolégico.

Si (X,7) es un espacio topoldgico, usualmente decimos el espacio topolégico X, dejando

sobreentendido la existencia de la topologia 7.

Asi, si (X, T) es cualquier espacio topoldgico entonces

(a) X,0 son conjuntos abiertos.
(b) La unién de cualquier subfamilia de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

(c) Lainterseccion de cualquier subfamilia finita de conjunto abierto es un conjunto abierto.
Ejemplos

(I) En el espacio topoldgico discreto (X, t;) cualquier subconjunto de X es un conjunto abierto.

(II) En el espacio topoldgico indiscreto (X, 7p) los tinicos conjuntos abiertos son @ y X.
1.2.2 Conjuntos Cerrados

Definicion 1.3

Sea (X, T) un espacio topoldgico . Un subconjunto A de X es cerrado si su complemento A¢

es abierto.

La coleccién de subconjuntos cerrados de un espacio X tiene propiedades complementarias que las

satisfechas por la coleccién de subconjuntos abiertos de X, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.1
Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces

(a) X,0 son conjuntos cerrados.
(b) La union finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(c) La interseccién arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
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Demostracion

(a) 0,X son cerrados porque son los complementos de los conjuntos abiertos X, @, respectivamente.

(b) SiU; es cerrado parai =1,...,n. Por las leyes de Morgan

()t
i=1 =1

el conjunto de la parte derecha de la igualdad es abierto, ya que es interseccién finita de
conjuntos abiertos
Luego,
n
U U; es cerrado.
i=1
(c) Dada una coleccién de conjuntos cerrados {Uy } ¢es.De acuerdo a las leyes de Morgan

(Nu) -Ues

act acJ

Debido a que U son abiertos por hipdtesis, la parte derecha de la igualdad es abierto, ya que
es la unién de conjuntos abiertos.

Por lo tanto

ﬂ Uy, es cerrado.
ael

1.2.3 Clausura de un conjunto

Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X. La clausura de A, denotada A es la interseccién

de todos los conjuntos cerrados que contienen a A.

Proposicién 1.1

Sea A la clausura de un conjunto, entonces
(a) A es cerrada.

(b) Si F es cualquier conjunto cerrado que contiene a A, entonces A C A C F. (Esto nos

dice que la clausura de A es el mds pequefio cerrado que contiene a A)

(c) AescerradosiysélosiA=A.
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Ejemplos

(I) Consideremos el subespacio M = (0,1] de la recta real R. El conjunto A = (0,1) es un

subconjunto de M, su clausura en R es el conjunto |0, %] y su clausura en M es el conjunto

[0,3]NM = (0,5]

(II) Considere la topologia T de X = {a,b,c,d,e} donde los subconjuntos cerrados de X son
07X7 {b7 C7d7 e}7 {a?b7 e}? {b,€}7 {(1}
Luego {b} = {b,e}, {a,c} =X, {b,d} = {b,c,e}

Sea p un punto p € X, se llama punto clausura o un punto de adherencia de A C X, siy s6lo si p

pertenece a la clausura de A, denotado por p € A

Teorema 1.2
Sea X un espacio topoldgico. El operador cerradura en X tiene las siguientes propiedades:

(a) 0=0.

(b) ACA
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1.3 Funciones Continuas

Definicion 1.4

Sean (X,7) y (Y, 1) espacios topolégicos y f una funcién de X en Y entonces

f:(X,7) — (Y, 71) se dice que es una funcién continua si para cada U € 7, f~'(U) € 7.

Ejemplos

(I) Dado dos espacios topoldgicos (X,7;) y (X,7), T una topologia en X y 1, la topologia
discreta.
Sif:(X,77) = (X,7) es una funcidn, entonces f es continua.
En efecto, si u € T, entonces f~!(u) C X,
luego f~'(u) € 14

Por lo tanto f es continua

Cualquier funcién de la forma f : (X, 1,;) = (X, 7) es continua.

Es consecuencia directa de la definicion anterior.

Proposicion 1.2

Sea f una funcion de un espacio topolégico (X,7) en un espacio (Y, 7;).Entonces f es
continua si y sélo si para cada U € 7; con f(x) € U, existeun V € ttal que x € V' y

fwv)cu.

Teorema 1.3
Sea (X, 1), (Y,71), (Z,72) espacios topoldgicos.

Sif:(X,7)—= (Y,n1)yg:(Y,71) — (Z,12) son funciones continuas, entonces la funcién

compuesta go f : (X,7) — (Z,72) es continua.

Demostracion
Para probar que la funcién compuesta go f : (X, 7) — (Z, 72) es continua tenemos que mostrar que

si U € 1, entonces (go f)~!(U) € 7, como (go f)~'(U) = f~ (g~ (V)).

Sea U un conjunto abierto en (Z,7,), como g es continua g~!(U) es abierto en 7;, entonces

f (g ' (U)) es abierto en 7, pues f es continuay £~ (g~ (U)) = (go f) "' (V)
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Por lo tanto g o f es continua.

Proposicion 1.3
Sean (X, 7) e (¥, 7;) dos espacios topoldgicos. Entonces f : (X,7) — (Y, 7;) ssi para cada

conjunto cerrado S de ¥, f~!(S) es un conjunto cerrado de X.

1.4 Homeomorfismo

En topologia "homeomorfismo™ es considerado un concepto fundamental, debido a que se refieren a
los objetos topoldgicos que se consideran equivalentes, ya que visto desde una perspectiva diferente

permite estirar, doblar o cortar y pegar. En para ello debe cumplir ciertas propiedades para ser

aplicadas correctamente.

Definicion 1.5
Sean (X, 7) y (Y, 7)) espacios topolégicos. Se dice que son homeomorfos o topolégicamente

equivalentes si existe una funcion biyectiva f : (X.7) — (¥, 1) con f y su funcién inversa

f~1: (Y, 1) — (X, ) ambas continuas. La funcién f recibe el nombre de homeomorfismo.

Una funcién f es bicontinua o topoldgica si f es abierta y continua entonces f : (X,7) — (¥, 1)

es un homeomorfismo si y sélo si f es bicontinua y biyectiva.

Ejemplos
(I) La funcién identidad de un espacio topoldgico X en si mismo, idy; es un homeomorfismo.
dn Sif:X —Yyg:Y —Zsonhomeomorfismos entonces fog: X — Z es un homeomorfismo.

() SeaX = (—1,1). La funcién f : X — R definida por
flx)= tan%ﬂ:x es biyectiva y continua ademds, la funcién reciproca
f~! también es continua.

Luego la recta real R y el intervalo abierto (—1, 1) son homeomorfismo.
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Proposicion 1.4
Dada una coleccién cualquiera de espacios topoldgicos, la relacién definida en ella por X

es homeomorfo a Y “es una relacién de equivalencia.
Demostracion

Reflexividad: Ya que f : X — X donde x — f(x) = x como f es biyectiva y continua entonces

3f':X — X donde x — f!(x) .

Simetria: Por hipétesis X es homeomorfo a Y entonces 3f : X — Y es un homeomorfismos, tal
que cumple las tres propiedades de la definicién 1.5 por lo tanto hay un homeomorfisimo entre Y y

Xyhayun 351y — X, (fH ' =F

Transitividad: Sean (X, 7), (Y,71) y (Z, 73) espacios topolégicos, (X,7) = (Y, 11)y (Y,1) = (Z, 1)

entonces, existe f : (X,7) — (¥, 7;) homeomorfismos y existe también g : (Y, 1) — (Z, ).

Consideramos la composicién go f : (X,7) — (Z, 12) es continua.

e si f,g son biyectivas => go f es biyectiva = J(go ).
e si f,g son biyectivas => go f es continua.

Como go f es biyectiva = existe (go f) "' : (Z, 1) — (X, 7) y probaremos ahora que (go f)~!)

es continua.
SeaU € (X,7)y (gof) NU)=(fTrogH) ) =f1e'(U)) ex
Entonces f~! (g7 '(U)) €

Por lo tanto (go f)~! es continua y asf inferimos que go f es un homeomorfismo.

10



1.5. Espacios Conexos

1.5 Espacios Conexos

Definicion 1.6
Conjuntos Separados

Sea X un espacio topolégico. Una separacion de X es un par A,B de abiertos disjuntos no

triviales de X cuya unién es X.

Definicion 1.7
Conjuntos disconexo

Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es disconexo si existen subconjuntos abiertos

Gy H de X tal que ANG y AN H son no vacios disjuntos cuya unién es A.

Definicion 1.8

Conexo

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Entonces (X, T) es conexo si no es disconexo. Es decir, si

A no es unién de dos subconjuntos no vacios y separado.

Ejemplos

() Sea X un conjunto con dos elementos dotados de la topologia indiscreta, es evidente que no

existe una separacion de X, luego X es conexo.

I SiX ={a,b,c,d,e}y
1 ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}

entonces (X, T) no es conexo pues {b,c,d,e} es un subconjunto abierto y cerrado.

Teorema 1.4

Los tinicos subconjuntos conexos de R, teniendo mas de un punto, son los intervalos (abiertos,

cerrados, semiabiertos y R mismo).

Demostracion

Veamos que si Y C R, es conexo entonces Y es un intervalo.
Por reduccion al absurdo, si Y es un intervalo; entonces existen a,b € Y y ¢ # Y tales que a < ¢ < b.

Asi (c,00), (—eo,c) son abiertos en R, tales que

11
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YN (—eo,c) #0,yaquea € Y N(—oo,c)

YN(c,+)#0, yaque b €Y N(c,+oo)

{YN(—o0,¢)} y {YN(c,+o0)} son disjuntos y su unién es Y.

Esto nos diria que Y es disconexo. Luego, Y debe ser un intervalo.

Ahora veamos que si ¥ C R es un intervalo, entonces Y es conexo. Nuevamente por reduccién al
absurdo, supongamos que Y no es conexo. Entonces existen A, B conjuntos no vacios, disjuntos y
abiertos en Y tales que Y = AUB.

Seana € Ay b € B, supongamos sin perdida de generalidad que a < b.

Como a,b € Y =AUB Yy Y es un intervalo, entonces [a,b] C Y y asi

la,b] = [a,b] Y = [a,b] N {AUB} = {[a,b] N A} U{[a,b] N B}

Pongamos Ag = [a,b]NA'y By = [a,b] N B, que son abiertos en [a,b], no vacios (yaque a € Ag y
b € By) y disjuntos y [a,b] = AgUBy. Esto es, Ay y By forman una separacién de [a, b].

Como Ay es no vacio y esta acotado superiormente (b es una cota superior de Ag), sea ¢ = sup Ayp.
Asi a < ¢. También ¢ < b. Asi ¢ € [a,b] = AgUBy.

Luego c € Ag o ¢ € By.

Si ¢ € By; entonces ¢ # a, yaque a € Agy AgoNBy=0. Asi ¢ € (a,b]. Estoes,a<c<boc=h.

En cualquier caso, como By es abierto en [a, b], existe d tal que

(d,c] € By, estoes (d,c]NAy=0

Sic=b;x<c=bparatodo x € Ay y (d,c]NAp =0 implica que x < d para todo x € Ay. Luego d
serfa una cota superior de Ag menos que ¢ = sup Ag. Una contradiccidn, luego ¢ # b.

Sic<b:(c,b] CByy asi

(d,c] = (d,c]U(c,b] C By

y nuevamente, d serfa una cota superior para Ag, menor que ¢ = sup Ag. Una contradiccion.
Luego no puede ser ¢ € By.

Asi ¢ € Ay. Entonces ¢ # b (yaque b € By y AgN By = 0).

Asic € [a,b). Estoesc=ao0a<c<b.

Como Ay es abierto en [a, b], existe e tal que
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[c,e) C Ao

Asf existe z € [c,e) tal que z € Ag. Luego,

¢ =sup Ay < z. Una contradiccion.

Luego ¢ ¢ Ayp.

En conclusion, ¢ € [a,b] = AgUBg pero ¢ ¢ Ap y ¢ ¢ By.

Esta contradiccién viene de ser Y un intervalo y suponer que no es conexo. Luego Y debe ser
conexo.

Hemos probado asi que los tinicos conexos en R con mas de un punto, son los intervalos (abiertos,

cerrados, semiabiertos o R mismo)

Proposicion 1.5
Un espacio topoldgico (X, ) es conexo ssi X y 0 son los dnicos subconjuntos abiertos y

cerrados simultaneamente.

Demostracion

=) Sea X conexo. Si A C X es abierto y cerrado, entonces B = X — A también es abierto y cerrado.

Puesto que X es conexo, si A £ 0, entonces B=0yasiA =X.

<) Si 0y X son los tinicos subconjuntos de X que son simultineamente abiertos y cerrados y A y B
son abiertos y ajenos y su unién es X, entonces uno es el complemento del otro, Asi a y B también

son cerrados.

Por lo tanto uno es @ y el otro es X. Luego X es conexo.

Teorema 1.5
Las imagenes continuas de conjuntos conexos son conexas.

Proposicion 1.6

Si (X, ) es un espacio topoldgico no conexo, existe f : X — {0, 1} continua y no constante.

13
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Demostracion

Si (X,7) es no conexo entonces X = AUB con A y B abiertos y cerrados disjuntos. Definimos
f(x)=0six €Ay f(x) = 1six € B. Esta aplicacién es continua puesto que f~'(0) es abierto y

cerrado lo mismo ocurre para 1.

El siguiente lema es consecuencia de la proposicion.

Lema 1.1. Un espacio topologico X es conexo si 'y solo si si las tinicas funciones continuas de X

enY ={0,1} son las funciones constantes f(x) =0y f(x) = 1.

Teorema 1.6

Sea A un subespacio conexo de A. Si A C B C A, entonces B también es conexo.

Desmostracion
Sea A conexoy sea A C B C A.

Supongamos que B = CUD es una separacion de B. El conjunto A verifica A CC 0 A C D;
supongamos que A C C, entonces A C C. Como C y D son disjuntos, B no puede intersecar a D.

Luego contradice el hecho de que D es un subconjunto no vacio de B.
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1.6 Espacios métricos

Definicion 1.9
Sea X un conjunto no vacio y una funcién d : X x X — R tal que para x,y € X:

(a) d(x,y) >0.

(b) d(x,y) =0siy sélosix=y.

(¢) d(x,y) =d(y,x) Vx,y € X.

(d) d(x,y) <d(x,2)+d(y,2) Vx,y,z € X

entonces d es llamada métrica sobre X.

El par (X,d) es llamado espacio métrico y d(x,y) se llama distancia entre x e y.
Ejemplos

(I) Sea X =R. Se define la funcion d de R x R en R como sigue d(x,y) = |y —x|.

(1) Sea X =R", d(x,y) = max{|x;—yi|,i=1,2,...}.

Definicion 1.10
1. Sean (X;,d) y (X2,d>) espacios métricos y f una funcién de

X1 en X,. Llamamos a f una isometria de X; en X, si satisface la propiedad:

dz(f(x)vf(y» = dl(xvy) Vx,y € Xi.

2. Dos espacios métricos (X1,d;), (X2,d>) se dicen isométricos si existe una isometria de X

en Xp.

1.6.1 Bolas y conjuntos abiertos

Definicion 1.11
Sean (X,d) un espacio métrico, xo € X y r >0

1. Se llama bola abierta de centro xy y radio r al conjunto definido por

B(xo,r) ={x € X: d(x,x0) < r}.

2. Se llama bola cerrada de centro xy y radio r al conjunto notado y definido por

D(xo,r) = {x € X:d(x,x0) < r}.
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3. Se llama esfera de centro xg y radio r al conjunto notado y definido por

S(xo,r) ={x € X :d(x,x0) =r}.

Ejemplo

() En R con la métrica Euclidiana B, (xo) es el intervalo abierto (xo — r,xp + 7).

Definicién 1.12
Sea (X,d) un espacio métrico, A C X A # 0. Se dice que A es abierto si para cada x € A

existe r, > 0 tal que B(x,r,) C A.

Teorema 1.7

Sea (X,d) un espacio métrico. Toda bola abierta de centro xy € X y radio r > 0 es un conjunto

abierto de X.

Demostracion

Sean xp € X y r > 0. Debemos probar que B(x, ) es un conjunto abierto, es decir que para cada
X € B(xo, r), existe r, > 0 tal que B(x,ry) C B(xo,r).

En efecto, sea x € B(xg,r) entonces d(x,xp) < r.

Elegimos ry = r —d(x,xp) y mostraremos que B(x,r,) C B(xo,r), o sea para todo y € B(x,ry)
implica y € B(xo, r).

Seay € B(x,ry). Por la definicién de bola abierta; tenemos d(x,y) < ry.

Luego, utilizando la desigualdad triangular se tiene

d(x,)C()) < d(y,x) +d(x7x0) < rx+d(x7x0) =r,

esto es, d(y,xo) <r=-y € B(xo,r). Asi, B(x,r) C B(xo,r) y de la definicion de conjunto abierto,

se tiene B(xp, ) es un conjunto abierto.
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Teorema 1.8

Sea (X,d) un espacio métrico, I un conjunto de indice, I # 0.

(a) Sea {A;|i € I'} una familia arbitraria de conjuntos abiertos de X, entonces UAI' es abierto
icl
de X.

(b) Sea {A;|i € I} una familia finita de conjuntos abiertos de X, entonces ﬂAi es abierto de
iel
X.

Demostracion

(a) Sea {A;|i € I} una familia arbitraria de conjuntos abiertos de X. Debemos probar que UAi es
i€l
un conjunto abierto. Para x € UAi, existe j € I tal que x € A;. Por hipétesis A; es abierto, y
icl
como x € A, existe r; > 0 tal que B(x,r;) CA;.
Puesto que A; C UA,», se tiene B(x,r;) C UA,-.
iel icl
Por lo tanto UAi es abierto.
icl

(b) Sea {A;|i € I'} una familia finita de conjuntos abiertos de X. Debemos probar que ﬂAi es
i€l
un conjunto abierto. Sea x € ﬂA,-, entonces x € A; Vi € 1. Por hipétesis, cada conjunto A; es
icl
abierto, y de la definicién de conjunto abierto, existe r; > 0 tal que B(x,r;) C A;, i € I. Sea
r = min;crt;.

Entonces, B(x,r) C A; Vi € I y en consecuencia B(x,r) C ﬂA,-
iel
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1.7 Teorema del valor intermedio

El teorema del valor intermedio es uno de los mds importantes y ttiles resultados en cursos de
célculo. Este establece una funcién continua sobre un intervalo cerrado y acotado [a,b] de la recta

real R, toma cada valor entre los valores f(a) y f(b). Mas precisamente,

Teorema 1.9
Teorema del valor intermedio sobre [a, ]

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Si d estd entre f(a) y f(b), entonces existe al

menos un ¢ € [a,b] tal que f(c) =d

y
f(b) 77777 CTTTTTTTTTTTT ,‘
fle)=d i ? i
fl@) |-t |
a C b

Figura 1.1: Teorema del valor intermedio.

Una consecuencia importante y de gran utilidad de este teorema es la garantia que da sobre la

existencia de soluciones para ecuaciones del tipo f(x) = 0, como lo muestra el siguiente colorario.

Corolario 1.1. Sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que f(a)y f(b) son de signos opuestos.

Entonces la ecuacion f(x) = 0 tiene solucion entre a 'y b.

Demostracion
Si f(a) y f(b) son de signos opuestos entonces 0 esta entre f(a)y f(b).
Se sigue del teorema del valor intermedio que existe ¢ € [a, D] talque f(c) = 0. Esto es, la ecuacién

f(x) =0 tiene solucién entre a y b.
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El teorema del valor intermedio para funciones reales sobre intervalos [a, b] de la recta real R, puede
ser establecido como una consecuencia de manera més general como un teorema de topologia en

espacios Cconexos.

Teorema 1.10
Teorema del valor intermdeio en espacios Topol6gicos conexos

Sea (X, T) un espacio topoldgico es conexo y f : X — R una funcién continua. Six,y € f(X)

y (x <c¢ <y), entonces ¢ € f(X). (Esto es existe a en X tal que ¢ = f(a))

Demostracion

Sic=xo0c=y,entonces el resultados se tiene de la hipétesis.

Asi, veamos el caso x < ¢ < y.

Notemos que como X es conexo y f es continua, entonces f(X) es conexo en R
Probaremos por contradiccion que ¢ € f(X). Entonces supongamos que ¢ ¢ f(X).

Entonces (—oo,c) y (c,4o0) son subconjuntos abiertos(no triviales) y disjuntos de R tal que

J(X) C(=eo,¢) N (e, +oo).

FX) = [(c2,0) U (4)] N FX) = [(—m=0) N FXO] U [(e4%) N F(X)]
con (—eo,c) N f(X), (c,+o) N f(X) abiertos en  f(X), no triviales
(pues x € (¢, +) N f(X),y € (¢, +) N f(X)), disjuntos. Esto es, (—oo,c) N f(X), (¢, +) N f(X)
es una separacién de f(X) en f(X), lo que es una contradiccion; pues f(X) es conexo.

En consecuencia; tiene que ser ¢ € f(X).

De este teorema del valor intermedio en espacios topolégicos se sigue el teorema del valor

intermedio para funciones reales sobre intervalos [a,b] de R, y que [a,b] es conexo en R.

Una consecuencia ttil del teorema del valor intermedio es la siguiente version unidimensional del

teorema del punto fijo de Brouwer.
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Teorema 1.11
Teorema unidimensional del punto fijo de Brouwer

Sea f: [—1,1] — [—1, 1] continua. Entonces, existe ¢ € [—1, 1] talque f(c) = c. (Este punto

¢ es llamado un punto fijo de f).

Figura 1.2:

Teorema unidimensional del punto fijo de Brouwer.

Podemos visualizar graficamente por que se tiene el teorema ver Figural.2.

Por ser f continua, su grifico va de manera continua del lado izquierdo del cuadrado [—1,1]-[—1,1]
a su lado derecho y por tanto debe contar a su diagonal y = x (x € [—1,1]) en algin punto
(c,¢)=(c,f(c)) conce[—1,1].

Asi, f(c) =c.

Demostracion

Definamos la funcién g : [—1,1] — R, g(x) = f(x) —x, g es continua. Ademas,
-1 < f(=1)Af(1) < limplicaque 0 < f(—1)—(—1)=g(—1)Ag(l) = f(1)—1<0.

Esto es g(—1) y g(1) tiene signos opuestos y por tanto 0 esta entre g(—1) y g(1).

Se sigue del teorema del valor intermedio que existe ¢ € [—1, 1] tal que g(c¢) = f(¢) —c =0y por

tanto f(c) =c.
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El teorema del punto fijo de Brouwer (n—dimensional) establece que cada funcién continua
f : B" — B" de la bola n—dimensional en si misma, tiene un punto fijo. Para los intereses de
nuestro trabajo daremos una prueba de la version 2—dimensional del teorema del punto fijo de

Brouwer.
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Teorema de punto fijo de Brouwer y

Demostracion

Para entender el teorema debemos realizar una pequefia resefia de Henri Poincaré y las ecuaciones
diferenciales. Hacia finales del siglo XIX, una cuestiéon acaparaba el interés de la comunidad
cientifica, la de estabilidad del sistema solar. Este hecho le llevé a considerar otras representaciones
del sistema solar con que poder estudiarlas. Bajo esta motivacion, Poincaré presto mds atencion a
un hecho tan simple y cotidiano como la superficie de una taza de café.

Se centr6 en estudiar las trayectorias de una superficie animada por una corriente constante. Para ello
publica en una prestigiosa revista llamada Analysis situs, donde logré demostrar que en superficies
de la misma naturaleza que la de un disco, como una taza de café, existe algtin punto fijo. Por tanto,
Poincaré probo un resultado equivalente a una versién de lo que hoy conocemos como el Teorema
del Punto Fijo de Brouwer.

Existe varias formas de demostrar este teorema: la version analitica que utiliza el Teorema de Green,
otra topoldgica que se basa en homologias de grupos, también existe la prueba combinatoria a
través de una generalizacién del lema de Sperner.

En este capitulo estudiaremos y daremos una demostracién del teorema de punto fijo de Brouer
2—dimensional. La demostracién estd basada en probar su equivalencia con el Teorema de no
existencia de Repliegues (Retracts) del disco unitario B> en el circulo unitario S'. Este resultado
forma parte de estudios avanzados en Topologia Algebraica. Puesto que estos estudios en Topologia
Algebraica son propios de niveles de posgrado y ni son tratados en otros estudios de pregrado, nos
permitiremos aqui, enunciar sin demostracién algunos resultados propios de esta drea. Esto con el

fin de alcanzar de manera rigurosa los objetivos del capitulo.



2.1. Espacios con la propiedad del Punto Fijo

2.1 Espacios con la propiedad del Punto Fijo

Definicion 2.1

Sea f: X — X una funcién.Un punto x € X se llama un punto fijo de f si f(x) =x.

Un espacio topolégico X se dice que tiene la propiedad del punto fijo si cada funcién continua

f X — X tiene un punto fijo.

Ejemplos.

() [-1,1] tiene la “propiedad del punto fijo, por el teorema de punto fijo de Brouwer

unidimensional; ya demostrado antes.

(I) La recta real R no tiene la propiedad del punto fijo, ya que existen funciones continuas de R
en R que no tienen punto fijo. Por ejemplo la funcién f : R — R dada por f(x) =x+1, es

continua y no tiene punto fijo.

(IIT) El circulo S' no tiene la propiedad del punto fijo.
La funcién continua f : S' — S', £(8) = 6 + 1 dada por rotar cada punto del circulo un
angulo de 7, no tiene punto fijo, pues f(0) = 0 llevaria a que 6 + 7 = 6 y por tanto 7 =0

lo que es una contradiccion.

La propiedad del punto fijo es una propiedad topoldgica, como lo muestra el seguiente resultado.

Teorema 2.1
Si los espacios X e Y son homeomorfos, entonces X tiene la propiedad de punto fijo si y s6lo

si Y la tiene.

Demostracion

=) Si toda funcién f : X — X continua tiene un punto fijo. Veamos que una funcién f: Y — Y
continua tiene punto fijo.

Por hipétesis tenemos que X e ¥ son homeomorfos

Sea h: X — Y es biyectiva y bicontinua, es decir un homeomorfismo

entonces vamos a realizar una composicién 2~!o foh : X — X es continua, donde sabemos que

h es homeomorfismo, f es continua y 2~ ! es continua. (Como se muestra en la figura)
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/T cont. N

Y —— YV
f/' 4 / \
|I h
1 —1
% | y
X

Como X tiene la propiedad de punto fijo, entonces la composicién 4! o f o h tiene un punto fijo, es

decir 3x € X talque i~ 'o foh(x) =x

entonces /(x) es punto fijo de f
luego h(x) =y, entonces h(x) € Y

Asi Y tiene la propiedad del punto fijo.

<) Se realizard de manera andloga. Si toda funcién f : Y — Y continua tiene un punto fijo.
Veamos que una funcién f : X — X continua entonces tiene punto fijo.

Por hipétesis tenemos que X e Y son homeomorfos

Sea h: Y — X es biyectiva y bicontinua, es decir un homeomorfismo

entonces vamos a realizar una composicién 2! o foh: Y — Y es continua, donde sabemos que &

es homeomorfismo, f es continuay 4! es continua. (Como se muestra en la figura)
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Como Y tiene la propiedad de punto fijo, entonces la composicién 2~! o f ok tiene un punto fijo, es

decir Iy € Y talque Ao foh(y) =y

entonces A (y) es punto fijo de f
luego h(y) = x, entonces h(y) € X
Asi X tiene la propiedad del punto fijo.

El teorema de punto fijo de Brouwer establece que la bola cerrada n—dimensional B” tiene la
propiedad del punto fijo (L.E.J. Brouwer). Mostraremos en este capitulo que el teorema de punto fijo
de Brouwer es equivalente al teorema de no existencia de retracciones de B” en §"~! 2-dimensional

(esto es, el caso n = 2), su enunciado es como sigue.

Teorema 2.2
Teorema de la no-retraccion 2-dimensional

No existe una retraccion del disco B sobre su disco frontera S!.

Como comentamos al principio del capitulo, este teorema forma parte de estudios avanzados en
Topologia Algebraica, mas precisamente de Homotopias y teoria del grado. Asi comenzaremos

donde algunas nociones bésicas.
Definicion 2.2

Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de X. Una retraccién de X en A, es una

funcidén continua r : X — A tal que r(a) = a, para cada a € A.

Si existe una retraccion de X en A, entonces A se dice que es un retract (repliegue) de X.
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X b

Figura 2.1: Retracciéon de X en A.

Ejemplos.

(I) Si A ={a} esun subconjunto del espacio topolégico X, entonces A = {a} es un retract de

X, ya que la funcién f : X — A dado por f(x) = a es una retraccién de X en a.

(IT) El circulo S' es un retract de R? — {0}. Usando coordenadas polares (8, r) para los puntos

de R?, la siguiente funcién es una retraccion. 6.1
4 b

fiR2_{0} — §!
(0,r) — £(6,r) = (6,1)

-1

(III) Sean X,Y espacios y consideremos el espacio producto X x Y. Si x € X es fijado. El
subconjunto A = {xo} X Y={(x0,y) € X XY :y € Y} es un retract de X x Y, via la retraccién

r:XxY —{x}xY (x,y) — r(x,y) = (x0,y)

{)C() X Y}

Y (x0,¥)

X X0
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Abhora, consideremos el disco B del plano. Podemos pensar que no existe una retraccién de B a su
circulo frontera, es como esperar que no es posible deformar la piel entera de un tambor a su anillo,

manteniendo los puntos del anillo fijado, pero sin romper la piel.

Deformar la piel del tambor a su anillo la romperfa, demostrando que no hay retraccién de Ba S'.
De hecho, no existe retraccién de la n—bola B" en R" sobre su (n — 1)—esfera frontera, $"~'. Este
resultado general es conocido como el teorema de no-Retraccion. La versién 1—dimensional del
teorema de no retraccién es una sencilla consecuencia de resultados basicos de la teoria de los

espacios Conexos, como veremos a continuacion.

Teorema 2.3

Teorema 1—dimensional de no Retraccién. No existe retraccién de B' = [—1, 1] sobre su

esfera frontera S = {—1,1}.

Demostracion
Si existiese una retraccion r: [—1,1] — {—1, 1}, esto es r continua con r(—1) = —1, r(1) = 1.

Entonces r([—1,1]) = {—1,1}.
Siendo r continua y [—1, 1] conexo, tendriamos que la imagen r([—1,1]) = {—1,1} es un conexo
en R. Lo que es una contradiccién, pues los conexos en R son los intervalos.

U

Con el uso de herramientas apropiadas de topologia algebraica, probaremos la versién

2—dimensional del Teorema de no Retraccion; que es de interés para este trabajo.
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Con este objetivo, a continuacion presentaremos, como mencionamos en la introduccién de esta
parte, de manera breve y sin demostracién algunos conceptos y resultados fundamentales de
Topologia algebraica, mas precisamente de homotopias y teoria de grado. Para una lectura completa
de este tema, el lector interesado puede referirse a (Munkres, 2000, [M0O0]), Topologia parte II,

Topologia algebraica o algin texto especializado de Topologia algebraica.

2.2 Homotopias

El concepto de homotopia precisa lo que significa deformar continuamente una funcién continua

en otra.

Definicion 2.3
Sean f,g: X — Y funciones continuas. Consideremos I = [0, 1] el subespacio topoldgico

de Ry que X X I tiene la topologia producto. Diremo que f y g son homotdpicas si existe
una funcién continua F : X x [ — Y tal que F(x,0) = f(x) y F(x,1) = g(x).

Tal funcién F es llamada una homotopia entre 'y g. Demotaremos esto como f ~ g (ya
que mds adelante veremos que sobre el conjunto de las funciones continuas f : X — Y, ser

homotépicos establece una relacién de equivalencia)

Podemos imaginar una homotopia como una familia uniparamétrica F(x,z) continua en el
pardmetro ¢ € [0, 1]. Si pensamos en el pardmetro ¢ como representante del tiempo, entonces la
homotopia F describe la “deformacion”continua en el tiempo de O a 1; de la aplicacién f en la

aplicacién g.

8
X x1
- F
\
F(x,1)
X
f

Figura 2.2: La homotopia F deforma continuamente f en g.
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2.2. Homotopias

Ejemplo

Defina F : R xI — R, F(x,t) = x+t. F es continua, pues "t “es continua. Asi F es una homotopia
entre f(x) = F(x,0) =xy g(x) = F(x,1) =x+1, f es la identidad de R sobre si mismo, enviando
cada x en R en si mismo, g traslada la recta real R una unidad em direccién positiva. Para un
valor fijado ¢ € I, la homotopia F (x,t) traslada la recta real una distancia 7. Podriamos representar

geograficamente como:

1 F(x,t) =x+t
\ R xR
1
. f(x)=F(x,0)=x
0

Como informacién adicional, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.4
Larelacién f ~ g es una relacion de equivalencia sobre el conjunto de las funciones continuas

f: X—Y.

Demostracion

Reflexividad

f =~ ftal que
Sea F : X x[0,1] — Y donde F(x,t) = f(x) es continua 'y F(x,0) = f(x), F(x,1) = f(x) entonces

f=r

Simetria

f~g= g= ftalque
Sea F : X x [0,1] — Y continua F(x,0) = f(x) A F(x,1) = g(x)
entonces F' : X x [0,1] — Y donde F’(x,t) = F(x,1 —t) continua ya que F lo es

F'(x,0) =F(x,1-0)=F(x,1) = g(x)

F'(x,1)=F(x,1—1)=F(x,0) = f(x)
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Transitividad
frgNgrRh=f=h
Sean F; : X x [0,1] — Y continua F(x,0) = f(x), Fi(x,1) =g(x) y

F>:X x[0,1] = Y continua F>(x,0) = g(x), Fa(x,1) = h(x)

entonces F : X x [0,1] =Y

Fi(x,21) si 0<t< 3 .
F(x,t) = es continua y
F(x,2t—1) si 1

F(x,0) = Fi(x,2%0) = F;(x,0) = f(x)
F(x,1)=F((x,2%1—1)=F(x,1) = h(x)

Por lo tanto f =~ h

2.3 Funciones Circulares y Grado

En esta seccién nos enfocaremos en funciones continuas f : S' — S, del circulo unitario en si
mismo. Tales funciones son llamadas funciones circulos.
Por comodidad representamos los puntos sobre el circulo usando la variable 0, donde 0 es la

medida angular usual tomada desde el eje x positivo del plano.

-1

Figura 2.3: Funcién Circulo

Asumimos que dos valores 0, y 6, representar el mismo punto sobre el circulo si difieren por un

multiplo entero de 27; esto es 8, = 0) +2k7w, k € Z.
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2.4. El grado de una funcién circulo

2.4 El grado de una funcion circulo

El grado de una funcién circulo nos da una medida de cuantas veces una funcién circulo f: §' — §!
envuelve o enrolla el circulo alrededor del mismo. Pensemos que esta medida es igual a 1 para la
funcién identidad iy : S| — S1 (S se envuelve sobre si mismo una sola vez), es igual a —1 para
la funcién f(0) = —6, y de manera mas general , es igual a n para la funcién C, = n6 (n veces

enrollado sobre si mismo).

Es claro que no todas las funciones circulo son tan agradables como C,(6) = n6. Podrian ser
enrollados oscilatorios alrededor del circulo; o enrollados en un sentido y luego enrollados en otro

sentido; o enrollados de diversa variedad de los anteriores o de otros tipos mas complicados.

El siguiente teorema, concerniente a homotopias entre funciones circulos, nos facilitara el concepto

de grado de una funcién circulo.

Teorema 2.5

Para cada funcién circulo f : §' — S!, existe un unico numero n € Z tal que f es homotépico

aCy(6) =no.

Definicion 2.4

El dnico n € Z asociado a f : S — S! en el teorema anterior es definido como el grado de

fy serd denotado por grad(f) = n.

El siguiente teorema de la teorfa de grado para funciones circulo, es el resultado fundamental para

demostrar el teorema de no retraccién 2—dimencional.

Teorema 2.6

Dos funciones circulos f,g: S' — S' son homotdpicas si y sélo si, grado f = gradog.

Demostracion.

=) Sigradf=n
f~C,y f =~ gentonces por la transitividad

g~C,porloquegradg=n

31



Capitulo 2. Teorema de punto fijo de Brouwer y Demostracion

<) Sea grado f = grado g = n.
Entonces f ~C,yg~C,porloque f ~ g

Teorema 2.7

Una funcién circulo f: S — S! tiene grado 0 si y s6lo si, f se puede extender continuamente

sobre el disco B (esto es, si existe una funcién continua F : B — S! tal que F|q1 = f)

Demostracion

A través de la demostracion trabajamos con coordenadas polares (r, 0).
=) Si f tiene grado 0 entonces f es homotdpica a Cp(6) =0x0 =0 = (0,1).

Esto es, existe uns homotopia
G:S'xI— 5!

talque G(0,0) =Cy(0) y G(0,1) = f(0).

Definamos F : B — S!
(r,0) — F(r,0) =G(0,r)

Observemos que para r =0, (0,0) = (0,0) VO € [-2x,27]

y
F(0,0) = G(8,0) = Cy(8) =00 € [~27,27]

Esto nos garantiza que F' esta bien definida en r = 0.
Ahora, como G es continua, F' también lo es.

Finalmente, observemos que para (1,0) € S'
F(1,6)=G(6,1) = f(6)

estoes Flg = f.
Asi F es una extensién continua de f al disco B.
=) f se extiende continuamente a F : B> —» §'.

Definamos G : S'xI — S!

(0,t) — G(6,t) =F(t,0)
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2.4. El grado de una funcién circulo

ya que F es continua, también lo es G.

Ademas

G(6,0) = F(0,0) = F(0,0) ya que (0,6) = (0,0) V0 € [—27,2x]

G(6,0)=0=Co(6) =0%6 =0

Asi G(0,0) = 0 es una funcidn circulo constante 0 y por tanto tiene grado 0.

Pero G(0,1) =F(1,0) = f(0),yaque F|g = f.

Asi G(0,0) =Cy(0) y G(6,1) = f(0) son homotdpicas y grado de G(60,0) es 0. Luego grado de
fesO.

Teorema 2.8
Teorema de la no-retraccion 2—dimensional

No existe una retraccién del disco B? sobre su circulo frontera S!.

Demostracion

Probaremos el teorema por contradiccién. Supongamos que existe una retraccién F : B> —s S,
Esto es F es continuay F|q = id (F(8) =0V0 € S').

F serfa una extensién continua de la identidad id : S' — S' definida por id(8) = 6. Lo que es
una contradiccion, con el teorema que estableceria que grad(id) seria 0.

Pero grad(id) = 1.

Luego no existe retraccién de B? sobre S'.

Corolario 2.1. No existe retraccién de R* sobre S'.

Demostracion

Por reduccién al absurdo. Si existese una retraccién G : R — S!, esto es; G continua y G|g1 = idg:.
Entonces la restriccion F : G| : B> — S serfa continua y Flg = G|g = idg.
Esto es, F serfa una retraccién de B sobre S'. Lo que contradice al teorema de no retraccién.

Luego, no existe retraccién de R? sobre S'.
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Ahora probaremos la equivalencia entre el teorema de no retraccién 2—dimensional y la propiedad

del punto fijo del disco B.

Teorema 2.9
El disco B?, como subespacio de IR?, tiene la propiedad del punto fijo sf, y s6lo si, no existe

retraccién de B2 sobre su circulo frontera S*.

Demostracion

=) Por reduccién al absurdo, supongamos que existe un retraccién F : B> — S!.

Consideremos la funcién continua

g:S' — B?

x—q(x) = —x

Sea la funcién go F : B> — B?, que es continua, pues F y ¢ lo son.

g o F no tiene punto fijo pues

x=qoF(x) = q(F(x)) = —F(x)

Pues algin x € B? implicarfa una contradiccién

.

Luego, no existe retraccién del disco B del plano real sobre su circulo frontera S'.
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2.4. El grado de una funcién circulo

<) Nuevamente, por reduccién al absurdo, supongamos por reduccién al absurdo que el disco B?
no tiene la propiedad del punto fijo. Esto es, existe una funcién continua f : B> — B* que no tiene

punto fijo.

Definamos r : B> — S! como sigue: Para x € B2, como f no tiene punto fijo, f(x) # x. Asi
consideremos el rayo desde f(x) pasando por x, y sea r(x) el punto de interseccién de este rayo con
S'. (Como ilustra la figura)

Claramente r : B> — S esta bien definida y r(x) = x para todo x € S!

r es continua. En efecto sea U abierto en S'.

Probaremos que r~!'(U) es abierto en B?. Para esto, sea x € r~! (U) y probaremos que existe v
abierto en B2 tal que x € V C r~1(U).

Escojamos, O = M(f(x)), O, = M(x) bolas abiertas centradas en f(x) y x, respectivamente;
contenidas en B? y tales que todo rayo comenzando en O y pasando a través de O, intersecta a S'
en U. (Ver figura)

Ya que f : B> — B? es continua, podemos encontrar a V abierto en B> talque x €V C O, y
f(V)Co.

Asi,paratodoveV,ve Oy f(v) € f(V) C O;.

Por lo tanto, el rayo comenzando en f(v) y pasando por v intersecta a S' en U. Esto es, r(v) € U.
Esto prueba que v C 7! (u).

En conclusién, hemos probado que si x € r~!(u), existe V abierto en B? tal que
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xeVcriu

Esto es, 7' (u) es abierto en B2, Como queriamos probar.
Asi r: B> — S es una retraccion, lo que contradice nuestra hipétesis.

Luego B tiene la propiedad del punto fijo.

Este teorema, que da la equivalencia entre el teorema de no retraccién y la propiedad del punto fijo

para el disco B2, establece el teorema de punto fijo 2- dimensional.

Teorema 2.10
Teorema de Punto fijo de Brouwer 2—dimensional

Cada funcién continua f : B> — B tiene un punto fijo.
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Aplicacion: La existencia de
distribuciones de equilibrio de precios en

una economia de intercambio puro

El teorema de punto fijo de Brouwer proporciona multiples resultados en que Unicamente es
necesario tener la certeza de que el punto fijo existe, sin importar explicitamente que punto es. Esto
sucede en resultados que aseguran la existencia de cualquier elemento o propiedad, como es el
caso de la aplicacién que se recoge a continuacion: la existencia de distribuciones de equilibrio de
precios en una economia de intercambio puro. Veremos que necesitaremos que exista un punto fijo
para una funcidén asociada al problema de existencia de distribuciones de equilibrio de precios en
una economia de intercambio puro, pero carecerd de relevancia cualquier informacién sobre este
punto, como su localizacién o descripcion.

En 1932, John Von Neumann (1903-1957) dio un seminario en Princeton titulado “Sobre un Sistema
de Ecuaciones Econémicas y una Generalizacién del Teorema del Punto Fijo de Brouwer”. En él,
describié como la teorfa del punto fijo podria utilizarse para probar la existencia de equilibrios en
los modelos econémicos. Las generalizaciones y aplicaciones de este concepto han dado lugar a
Premios Nobel en economia para Kenneth Arrow en 1972 y Gerard Debreu (1921-2004) en 1983.
Las aplicaciones a la teoria de juegos, también condujeron a un Premio Nobel de economia para el
matemdtico John Nash en 1994.

Veamos un ejemplo particularmente simple como punto de partida. Supongamos que tenga una
economia con solo tres articulos disponibles. Estos son azicar, mantequilla, y arroz. La cantidad
total de cada uno, en libras, se denomina suministro, y los tres suministros se indican S¢, S y Sg,
respectivamente. Hacemos un seguimiento de el suministro de cada articulo en un vector llamado
vector de suministro S = (S¢, Sp,S6)-

Hay n individuos comercializando en esta economia. Los denotamos por el enteros 1,2, ..,n. Cada

individuo comienza con un niimero de cada elemento, colectivamente llamado su paquete de bienes.



Capitulo 3. Aplicacion: La existencia de distribuciones de equilibrio de precios en una
economia de intercambio puro

El individuo i tiene un paquete b = ( ic, 2,[96), un vector tridimensional que da la cantidad de
cada elemento en el componente correspondiente. En un momento dado, la suma de todo el paquete

los vectores sobre los individuos en la economia dan el vector de oferta,

Suponemos que ninguno de los articulos se consume o destruye con el tiempo, entonces S es
constante. Todos simplemente estdn acumulando sus bienes y deseosos de una mezcla particular,
dependiendo de los precios actuales. Si un individuo quiere mas mantequilla y menos azicar, puede
vender parte de su aziicar a otra persona en el precio actual y comprar mantequilla adicional. Sin
embargo, si todos lo intentan para deshacerse del azicar, el precio de la azicar se reduce.
Denotamos los precios actuales por libra de azicar, mantequilla y arroz por pc,ps Y Pé,
respectivamente. Entonces representamos este conjunto de precios mediante un tnico vector
de precios p = (pc, Pg: PG)-

De hecho, es solo el precio relativo de estos articulos lo que importa. El costo particular de
cualquier articulo es irrelevante, ya que es la relacion de costos la que determina, por ejemplo,
cudnta mantequilla se puede comprar cuando se vende una libra de azicar.

Por lo tanto, dividimos cada uno de los precios individuales por la suma de los precios pc+ pg+ p:

para normalizar la situacién. Denotamos los precios resultantes

/o pPc
pc pc+pPB+pG

[ ps
P'B = petpstra

A PG
PG pc+pB+pc

estos precios normalizados tienen la ventaja de sumar a 1. Para simplificar la notacién, eliminamos
los nimeros primos en los vectores de precios, pero tenga en cuenta nuestra suposicion de que
los precios se han normalizado. A continuacién, realizamos un seguimiento de estos vectores en

nuestro vector de precios general p = (pc, pg, pg) de modo que

pc+pep+pc =1

Ademds, suponemos que ninguno de estos articulos es tan despreciado por un consumidor que

podria pagarle para que se le quite. En otras palabras, los precios nunca son negativos, por lo que
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pc=0,pp =0y pc=0.

Cuando el precio de un articulo es 0, no hay demanda para ese articulo. Cada consumidor preferiria
tener los otros dos articulos, sin importar cuan caros sean.

Podemos graficar el conjunto de posibles vectores de precios en el espacios tridimensional. La
ecuacién pc + pp + pg = 1 define un plano. Que los limites de pc > 0, pg = 0y pg = 0 nos limita
a la parte del plano que se encuentra en el primer octante del el espacio tridimensional, produciendo
el tridngulo T, como se muestra en la Figura 3.1 Cada punto del tridngulo corresponde a una
tripleta de precios, uno por cada uno de nuestros tres productos. Serd importante para nosotros, al

aplicar el Teorema de punto fijo de Brouwer, que T es topolégicamente equivalente a un disco.

PG

(PC;PBJ’G)

Pc PB

Figura 3.1: El tridngulo T

Dado un vector de precios particular p, cada individuo en la economia tiene un cierta cantidad de
“riqueza”en la forma del valor de su paquete de mercancias. Para el i—ésimo consumidor, esta

riqueza viene dada por

w'(p)=p-b'.

La riqueza de un individuo puede cambiar dependiendo del vector de precios actual, por lo que
representamos esto como una funcién de p.

En un vector de precios particular p, el conjunto actual de bienes del individuo i puede no ser su
eleccion optima. Es posible que desee intercambiar ciertos bienes por otros. Haciendo un registro
de sus preferencias para un paquete 6ptimo a un precio p con una demanda vector d'(p), que da
la combinacién de elementos que le gustaria tener en estos precios. Suponemos que gasta toda su
riqueza en intercambiar su paquete b’ para obtener el haz d'(p) deseado. Lo expresamos con la

siguiente ecuacion:

wi(p) =p-b'=p-d'(p). 3.1)
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Ejemplo. Supongamos que Camila tiene una libra de azicar, una libra de mantequilla, y tres
libras de arroz. Entonces ella tiene un paquete de suministro b = (1,1,3). En el vector de precios
p= (%, %, %), tiene un patrimonio neto de p - b¢ = %

Ademas, suponga que en este vector de precios, ella preferiria una distribucién de bienes como
dado por el vector de demanda p-d(p) = (2,2,1). Como requiere la ecuacién 3.1, este vector de

demanda est4 restringido de modo que el costo total de su paquete a estos precios, p-d®(p), es

igual a su patrimonio neto %

Por otro lado, supongamos que José tiene un paquete b’ = (1,2,4), lo que le da un patrimonio neto
de 3. Para el mismo vector de precios p, tiene un vector de demanda de d’(p) = (6,2, 3). Observe
que a José le gusta la azticar mas que a Camila, ya que desea convertir proporcionalmente mas de
su riqueza en azucar que a ella.

Ahora, si los precios cambian, los vectores de demanda también pueden cambiar. Por ejemplo, si el

4

10 1—10, 1%), entonces el patrimonio neto de Camila aumenta a p’ - b¢ = 2.

vector de precios es p’ = (
Al ver un precio tan bajo de la mantequilla, es posible que desee abastecerse de ella y elegir un
vector de demanda d€(p’) = (1,11,1). Aqui también, su patrimonio neto no cambia (se mantiene
en 2), pero ha convertido gran parte de €l en un gran suministro de mantequilla a bajo precio.

Cada consumidor i tiene una funcién de demanda con valor vectorial d' que mapea el precio
vectores en 7" al vector de demanda correspondiente del consumidor. Sumando los vectores de
demanda individuales para todos los consumidores producen el vector de demanda D(p) para toda

la economia al vector de precios dado p.

Por lo tanto,
D(p) =Y d'(p).
i

Suponemos que esta funcién D con valor vectorial es continua en el sentido de que pequefios
cambios en el vector de precios causan pequefios cambios en la demanda general.

Dado que p-di(p) es el patrimonio neto del individuo i dado el vector de precios p, el punto el
producto punto p - D(p) es igual a la riqueza total de la comunidad dados esos precios. Tenga en

cuenta que
p-D(p)=Y p-d(p)=Y p b =p-S.
i i
Esto da la conocida ley de Walras en economia

Ley de Walras: p-D(p) = p-S.
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Esta relacién lleva el nombre de Leon Walras (1829-1910), uno de los primeros economistas en
poner este campo sobre una base matematica.

Si la coordenada de D(p) correspondiente a la azticar es mayor que la coordenada del vector de
suministro S correspondiente a la aziicar, entonces a este precio hay mas demanda de azicar que
oferta, esto elevard el precio de la aziicar.

Sin embargo, si a los precios actuales, todos pueden obtener su eleccién 6ptima de bienes y no
comercializan ninguna de sus cantidades actuales de cada articulo, entonces la economia estd en
equilibrio.

Sea v; denota el j—ésimo componente de un vector v.

Definicion 3.1

Un vector de precios p es un vector de precios de equilibrio si D;(p) < S; para todos los j.

Para tal vector de precios, la oferta de cada articulo excede la demanda. Todos pueden obtener su
eleccion 6ptima de productos, nadie desea mds intercambio. Aunque la demanda de un articulo
puede ser estrictamente menor que la suministro total de ese articulo, esto no necesariamente reduce
el precio de ese elemento. Ya que los precios son relativos y todos pueden tener suficiente del otro
producto, el precio del articulo en exceso de oferta no necesita caer.

(Existe un vector de precios de equilibrio? ; Puede la economia estar en equilibrio? veremos que la
respuesta es si usando el teorema de punto fijo de Brouwer. Para hacerlo, definimos una funcién
f: T — T que mapea el conjunto de posibles vectores de precios en si mismo y nos dice cémo la
demanda de articulos hace que los precios cambien.

Para ver cémo cambian los precios, consideramos el siguiente vector:

Definicion 3.2
El vector de exceso de demanda se define por E(p) = D(p) —S.

Las coordenadas del vector E(p) nos dicen si hay o no mds demanda o mds oferta para los articulos
a los precios en el vector p. Si la coordenada de E(p) es positiva, esperamos que el precio del
articulo correspondiente aumente ya que hay més demanda que oferta. La gente quiere mds de este
producto a este precio de lo que estd disponible. Sin embargo, si la coordenada es negativa, las
condiciones podrian hacer bajar el precio de este articulo, ya que hay més oferta que demanda a
este precio.

Usando el vector de exceso de demanda, la ley de Walras ahora se puede reescribir:
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Segunda forma de la ley de Walras:

pE(p)=0. (3.2)

Dado un vector de precios p, el vector E(p) apunta en la direccion en la que esperamos que los
precios se muevan desde p. A partir de él, podemos construir una funcién f que lleve cada vector
de precios p en T a otro vector de precios f(p) en T hacia el que esperariamos que se moviera el
vector p. De ahi habremos creado un mapa continuo de 7 de vuelta a si mismo. El teorema del
punto fijo de Brouwer bidimensional nos dice que esta funcion debe tener un punto fijo. En otras
palabras, existe un vector de precios p tal que no hay incentivo para intercambiar bienes cuando los

precios estdn en p. A ese precio, toda la economia estd en equilibrio.

El resto en este capitulo estd dedicado a hacer que esta idea sea matemdticamente precisa definiendo
adecuadamente f : T — T y demostrando que un punto fijo de f corresponde a un vector de
equilibrio de precios.

Comenzamos definiendo una funcién f* : T — R3 por f*(p) = p+ E(p). Esta funcién nos da
una idea de cémo deben moverse los precios debido al exceso de oferta o demanda.

Sin embargo, hay un problema fundamental con esta definicién de f*. No necesariamente envia
vectores de precios en T de vuelta a vectores de precios en 7. Los vectores que resultan pueden
tener entradas negativas, y sus coordenadas no necesariamente suman 1. Necesitamos remediar
estos problemas para que podamos estar en condiciones de aplicar el teorema de punto fijo de
Brouwer.

+ como el vector obtenido de un

Para hacer que todas las entradas no sean negativas, definimos v
vector v cambiando todas las entradas negativas en O entradas.
Luego definimos nuestra nueva funcién mejorada para que sea f**(p) = (p+E(p))*.

La funcién f** asigna T al primer octante en R3, pero f**(p) no necesita estar en T, ya que sus
entradas no necesariamente suman 1. Sin embargo, al “normalizar” f**(p), es decir, dividir el vector
resultante por la suma de sus entradas, obtenemos un vector en 7'. Es importante tener en cuenta que
al menos una coordenada de p+ E(p) es positiva y, por lo tanto, al normalizar f**(p) no estamos
dividiendo por 0.

Con (p + E(p))T representando la j—ésima entrada de (p + E(p))™, dejamos que

j
3
B(p) = Z (p+E (p));r, y definimos nuestra funcién deseada, mapeando 7 a si misma, de la

Jj=1
siguiente manera:
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Definicion 3.3
La funcién de cambio de precio f : T — T se define por

_ (p+E(p))*
f(P) = Bl

La figura 3.2 muestra un ejemplo de los vectores p, E(p), p+E(p), (p+E(p))",y f(p) para una
situacion bidimensional, a diferencia de las tres-dimensiones el que hemos estado considerando. La

segunda forma de la Ley de Walras implica que p y E(p) deben ser perpendiculares.

E(p) (P+E(p)*

Figura 3.2: Los vectores.

El hecho de que D(p) sea continuo implica que la funcién de cambio de precio f(p) también es
continuo. Ahora, estamos listos para aplicar el Teorema de Punto Fijo de Brouwer Bidimensional.
Dado que f: T — T es una funcién continua y T es un disco, debe ser un vector de precios p* tal
que f(p*) = p*. Es decir, hay algunos vector de precio que estd fijado por f.

Mostramos, de hecho, que dicho vector es el vector de precios de equilibrio que buscamos.

Teorema 3.1
Los puntos fijos de la funcién de variacién de precios f son vectores de equilibrio de precios.

Para probar este teorema, necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.1. Si p* es un punto fijo de f, entonces B(p*) = 1.
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Capitulo 3. Aplicacion: La existencia de distribuciones de equilibrio de precios en una
economia de intercambio puro

Demostracion

Como p* es un punto fijo de f, tenemos

fp")="——F—~"—=p" (3.3)

Esto implica que, para j = 1,2,3,

(P*+EP"); =B(p")p;- (3.4)

Sea o un valor de indice (igual a 1, 2 o 3) tal que pj;, > 0. Tal o existe ya que la suma de las

entradas de p* es 1. Ya que B(p*) > 0 de la Ecuacién 3.4 se deduce que
(p*+E(p*))g > 0.
Por lo tanto
(P*+E(PY); = (0" +E(P))a
Volviendo a conectar esto a la Ecuacién 3.4, tenemos
(P +E(P*))a=B(p")Py

y por lo tanto

Multiplicando ambos lados por pj,, obtenemos

Po Ea(p®) = (B(p*) — 1)pepy (3.5)

Aunque derivamos la ecuacién 3.5 con la suposicion de que p§, > 0, la ecuacion también se mantiene
cuando py, = 0 ya que se reduce a 0 = 0.
Por lo tanto, como p’; es no negativo, la ecuacién 3.5 es vdlida para todos los p}‘-. Ahora, sumando

la ecuacién 3.5 sobre todo j's, obtenemos

3
pE(p) =Y p;-Ej(p*)
=1

3
= ; (B(p")—1)p;p;

J

44



3
=(B(r*) -1 Y rjp;
j=1
= (B(p*)=1)p*p".
Por la segunda forma de la Ley de Walras (Ecuacién 3.2). p*- E(p*) = 0.

Luego, 0 = (B(p*) — 1)p*p*. Yaque p* € T, sigue que p* - p* = 1.

Por lo tanto, debe ser que B(p*) — 1 =0, lo que implica que B(p*) = 1, como se deseaba.

O

Con la ayuda del Lema 3.1, ahora podemos probar el Teorema 3.1.
Demostracion del Teorema 3.1
Sea p* un punto fijo para f. Entonces f(p*) — p*.
Como B(p*) = 1, la Ecuacién 3.3 se convierte en

(P"+E(p")" =p"
que en realidad son tres ecuaciones de la forma

(P*+EP")] = (3.6)

Consideremos dos posibilidades para p}: bien p; = 0 o bien p; > 0 tenga en cuenta que todos los
precios deben ser no negativos.

Si p; =0, entonces (p* +E(p*)); = 0. Por lo tanto E;(p*)T =0,y deello se sigue que E;(p*) < 0.
Esto significa que no hay exceso de demanda de punto j en este caso.

Ahora, considere el caso en el que p; > 0. Luego, por la Ecuacién 3.6, (p* + E( PNt >0.

J
Asi,

(P*+E(p*) = (p*+E(PY));

Conectando de nuevo en la Ecuacién 3.6, obtenemos (p* + E(p*)); = p’; y por lo tanto E;(p*) = 0.
En conjunto, estos casos implican que E;(p*) < 0 para todos los j.

Por lo tanto, Dj(p*) < S; paratodo j y p* es un vector de precios de equilibrio.
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Capitulo 3. Aplicacion: La existencia de distribuciones de equilibrio de precios en una
economia de intercambio puro

Cuando tenemos un vector de precios de equilibrio p*, donde D;(p*) < S; para todo j, decimos
que los mercados estédn claros. Todos pueden lograr su vector de demanda. El Teorema de Punto
Fijo de Brouwer nos dice que existe tal precio. Asi todos pueden estar tranquilos.

Nada de lo que hemos dicho dependia del hecho de que tenfamos tres puntos disponible. Lo mismo
se aplicaria a una economia con cientos de miles de articulos y millones de individuos. Por supuesto,
establecer el resultado para un ajuste general requeriria el Teorema de Punto fijo de Brouwer

n—dimensional.
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CONCLUSION

Una vez concluida la investigacién nos dimos cuenta que en efecto el teorema de punto fijo de
Brouwer nos ayuda a probar la existencia de distribucion de equilibrio de precios en una economia
de intercambio puro, puesto que se trata de un modelo econémico y se base en la oferta y demanda
de los bienes que se aplica a una economia con cientos de miles de bienes y millones de individuos, y
que dicho equilibrio se encuentra en el mercado que estd en constante cambio. Entonces lo expuesto
en este trabajo hace evidente la fuerte relacidn que tiene el drea de la Matemética con la Economia,
debido a que genera una valiosa ayuda para simplificar, aclarar y verificar su razonamiento para
construir modelos que permitan llevar a interesantes conclusiones, puesto que muchos de ellos son

vistos en nuestro dia a dia.
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