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RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo fue la elaboracién de un documento referencial titulado
"Método de interpolaciones sucesivas de Chebyshev para la obtencién del polinomio 6ptimo -
caso continuo". La investigacion se llevé a cabo mediante un procedimiento metodolégico con
enfoque cualitativo a nivel descriptivo, bajo un disefio de tipo documental, soportado en fuentes
bibliograficas especializadas en el topico. Posteriormente, se aplicaron los conocimientos adquiridos
para describirlos en un documento referencial, el cual se compone de distintas propiedades del
método numérico. El principal resultado que genera este trabajo de titulacién es un documento
referencial, que se compone de cuatro apartados; El primer capitulo se trata de algunos métodos
numéricos de partida, la segunda seccién hace referencia a distintas caracteristicas de los polinomios
de Chebyshev, en el tercer capitulo se describe el método de Chebyshev y en el cuarto y dltimo
capitulo se plantea la implementacion del método, haciendo alusién a diversos ejemplos aplicativos.
Se concluye que las raices o nodos de los polinomios de Chebyshev son utilizados como los mejores
nodos en la interpolacién polinémica, por lo cual el valor del error se hace minimo. Para futuras
investigaciones, se recomienda profundizar sobre diferentes métodos numéricos y realizar una

comparacion para verificar que método nos proporciona el error mas pequefio.

Palabras clave: <METODO DE CHEBYSHEV>, <INTERPOLACIONES SUCESIVAS>,
<INTERPOLACION POLINOMICA>, <ERROR MINIMO>, <POLINOMIO OPTIMO>.
0817-DRBA-UPT-2023




ABSTRACT

The aim of this work was to elaborate a referential document entitled Chebyshev’s method of
successive interpolations to obtain the optimal polynomial, continuous case". The research was
carried out by means of a methodological procedure with a qualitative approach at descriptive
level, under a documentary type design, supported by bibliographic sources specialized in the topic.
Subsequently, the acquired knowledge was applied to describe it in a reference document, which
is composed of different properties of the numerical method. The main result generated by this
degree work is a reference document composed of four sections: the first chapter deals with some
starting numerical methods; the second section refers to different characteristics of the Chebyshev
polynomials; the third chapter describes the Chebyshev method; and, in the fourth chapter, the
implementation of the method is presented, alluding to several application examples. It is concluded
that the roots or nodes of the Chebyshev polynomials are used as the best nodes in the polynomial
interpolation, so that the error value is minimized. For future research, it is recommended to deepen
on different numerical methods and to make a comparison to verify the method that gives us the

smallest error.

Keywords: <CHEBYSHEV METHOD>, <SUCCESSIVE INTERPOLATIONS>, <POLYNOMIAL
INTERPOLATION>, <MINIMUM ERROR>, <POLYNOMIAL OPTIMUM>.

Dra. Nanci M. Inca Ch. Mgs.
0602926719
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INTRODUCCION

La teoria de aproximacion juega un rol importante en la resoluciéon de una amplia gamma de
problemas, los cuales son modelados con funciones complicadas de manipular y en ocasiones
imposibles de derivar o integrar. De particular importancia resulta hallar funciones simples que
aproximen otras mas complejas o de dificil manipulacién que surgen en muchas aplicaciones.

En estos casos el uso del computador es clave, ya que garantiza cierta rapidez en su resolucidn, con
un manejo adecuado de la aritmética computacional. El objetivo de la teoria de aproximacion es
proveer métodos para hallar funciones simples alternas mas sencillas de manipular en la resolucién
de problemas practicos y aplicados.

En este sentido, el método de las interpolaciones sucesivas de Chebyshev es de gran utilidad en la
aproximacion de funciones, ya que selecciona los nodos o raices del polinomio para que el error sea
lo més pequeio posible. El entendimiento de esta teoria se justifica y se valora debido a la utilidad
prictica en la resolucién de problemas reales; sin embargo, esta teoria es muy vasta y dificil de
cubrir en poco tiempo, lo cual implica realizar un estudio profundo del mismo.

Es por ello que proponemos en este trabajo hacer una revision bibliografica de las referencias
especializadas en la teoria de aproximacidn, en particular del método de interpolaciones sucesivas
de Chebyshev - caso continuo, a fin de describir la parte tedrica del método y una ilustracién de su
aplicacién, donde se pretende la generacion del polinomio 6ptimo para una funcién en particular,
En la prictica no necesitamos conocer el comportamiento de la funcién en todo su campo de

existencia, nos bastard conocer su comportamiento en un determinado intervalo.



CAPITULO I

1. PROBLEMA DE INVESTIIGACION

1.1. Planteamiento del problema

Los métodos utilizados en los cursos de andlisis numérico utilizan polinomios de alto orden
para aproximar funciones, pero esto produce grandes errores en los extremos de las funciones
aproximadas, porque cuanto mayor sea el grado utilizado, mas pronunciadas serdn las oscilaciones.
Para funciones como e* o sen(x), cuanto mayor sea el grado n del polinomio de interpolacion, el
error se aproximara a cero y la aproximacion serd mas efectiva. Pero en general, es cierto que
para otras funciones, mientras mayor sea el grado n del polinomio de interpolacidn, el error que
producido no necesariamente se aproximard a cero.

En este sentido, la utilizacién de polinomios de Chebyshev emplea los ceros del polinomio
distribuidos no uniformemente sobre la funcién de aproximacién, pasando por toda la curva.
Este resultado evitard grandes oscilaciones en los extremos de la funcién deseada, del mismo modo
lo que hace interesante la utilizacidn de los nodos de los polinomios de Chebyshev, es que al hacer
uso de estos como puntos por donde interpola el polinomio, se asegura que el error maximo reduzca
al aumentar el grado del polinomio.

Ademads, los polinomios de Chebyshev son fundamentales debido a sus aplicaciones en la teoria de
aproximacion, ya que sus raices o nodos, se utilizan como los mejores nodos en la interpolacién
de polinomios con un cambio de variable en cualquier intervalo [a, b], asi mismo se utilizan como
puntos de ajuste para optimizar la interpolacién de polinomios. El polinomio de interpolacién da
una aproximacion cercana a la mejor aproximacion polinomial para una funcién continua bajo la

norma maxima.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

Realizar un estudio sobre el método de interpolaciones sucesivas de Chebyshev - caso continuo, y
su aplicacién en la aproximacién de funciones; implementando y evaluando su algoritmo sobre
datos reales, a fin de describir la teoria subyacente al método y su efectividad préctica. Este estudio
se llevara a cabo a travéz de una investigacion en distintas fuentes bibliograficas, para asi crear un

documento referencial caracteristico del método.



1.2.2. Objetivos especificos

1. Investigar y seleccionar referencias bibliograficas especializadas en el tépico.
2. Estudiar y comprender el método de interpolaciones sucesivas de Chebyshev - caso continuo.
3. Implementar un algoritmo para aplicar el método a problemas especificos de la literatura.

4. Desarrollar un documento referencial del método de interpolaciones sucesivas de Chebyshev -

caso continuo.

1.3. Justificacion

El método de interpolaciones sucesivas de Chebyshev es un tema fundamental en la carrera de
matemadtica de la ESPOCH, pero esta temética no se encuentra desarrollada en profundidad en el
pénsum de estudios, es por eso que se pretende aportar a los estudiantes interesados en este método,
con un documento referencial de estudio que contemple el contenido necesario para la comprension

teofica del método y un esquema de su aplicacion.



CAPITULO 11

2. MARCO TEORICO

2.1. Referencias tedricas

Para enmarcar este trabajo de titulacién se realizé una revision de distintos documentos relacionados
con los polinomios de Chebyshev, de los cuales presentamos los mds importantes a continuacion:
En el trabajo de investigacion “Estudio de los métodos espectrales en ecuaciones diferenciales de
una dimensién y su comparacién con el método de diferencias finitas”. En el capitulo I se hace
referencia a los polinomios de Chebyshev, los cuales son suficientes para representar funciones
de nivel finito y sus relaciones de recurrencia asociadas. En el tercer capitulo incluye ejemplos
de implementacién numérica de la ecuacién de calor usando métodos de diferencias finitas y
métodos espectrales usando polinomios de Chebyshev. Llegando a la conlusion: En este trabajo
encontramos que el método espectral da resultados mds precisos cuando se le suman N términos a la
expansion de la solucién aproximada uy (x,#) en comparacién con el mismo nimero de particiones
del dominio espacial, utilizando el método de diferencias finitas, aunque la implementacién del
método espectral requiere mas trabajo en su implementacion, el trabajo adicional se compensa
obteniendo una precisiéon muy razonable para nimeros muy grandes de N. (Tapia y Merma, 2018: p. 21)
En el trabajo de titulacién doctoral titulado “El método Chebyshev para el cédlculo de raices
de ecuaciones no lineales”. Se enfoca principalmente en la rama de las matematicas aplicadas
conocida como métodos numéricos, y especialmente en sus trabajos que describen los logros e
inventos de Pafnut Lvovich Chebyshev, estudié ampliamente el método de Chebyshev para resolver
problemas de tipo f(x) =0 donde ”f” es una funcién real continua de la variable "x”. Utiliza
varias definiciones, teoremas y lemas para probar el método de Chebyshev. También, muestra
varias propiedades consistentes en cada capitulo, y especialmente cuando la solucién de ecuaciones
no lineales converge a este método, donde el método garantiza la existencia de una solucién, y
finalmente proporciona aplicaciones donde puede ser utilizado. (Garcfa, 2013, p.17)

En la tesis de maestria “Propuesta didéctica y conocimientos de un método espectral (método
de Chebyshev), en la especialidad de Matemadtica”, donde se aspira evaluar métodos espectrales
con la serie de Chebyshev y métodos polinomiales en el campo de las matematicas aplicadas
en relacidn a los métodos espectrales (numéricos semiespectrales) y plantea nuevas formas de
hacerlos didécticos para mejorar el aprendizaje y la aplicacién en consecuencia para lograr la

mejor preparacion y este enfoque sea capaz de afrontar futuros desafios desconocidos. Se llegd



a la siguiente conclusién: Se han utilizado métodos para obtener aproximaciones de polinomios,
los cuales han mostrado ser efectivos en base a cdlculos, si se conoce P, (x), no es dificil encontrar
polinomios P, (x), los polinomios de Chebyshev son féciles de determinar, ya que solo se necesita
la férmula de recurrencia para generar 7, (x) y la tarea de aproximacién por minimos cuadrados se
simplifica enormemente. Una aplicacién del polinomio de Chebyshev es ahorrar cédlculos, ya que
puede reducir el grado del polinomio aproximado con la menor pérdida de precisién posible. (Tapia

y Merma, 2018: p. 22)



CAPITULO 111

3. MARCO METODOLOGICO

La investigacion se abordard mediante un procedimiento metodolégico con enfoque cualitativo
a nivel descriptivo, bajo un disefio de tipo ducumental soportada en fuentes bibliogrificas
especializadas en el tépico, provenientes de fundamentos digitales o impresos. Luego, se aplicaran
los conocimientos adquiridos para describir la generacién y propiedades del método numérico
que se estudia, asi como también su aplicacién a un problema especifico en el drea. Ademads, se
evaluaran los resultados de la implemetacion del método, atendiendo parametros, la precisién en
las soluciones obtenidas y la complejidad de los calculos. La aplicacién metodoldgica contempla la

ejecucion de las siquientes etapas:

1. Recoleccién y andlisis de la informacién.

Una vez definido el tema de investigacion, se procedié a buscar informacién en fuentes
bibliograficas que abarcan libros, tesis y articulos, las cuales contemplan el estudio tedrico y

practico del método de interpolaciones sucesivas de Chebyshev - caso continuo.

Posteriormente, por medio de una lectura selectiva de las referencias seleccionadas, se realizo
una clasificacién de la misma, optando por aquellos documentos que facilitardn el desarrollo y

entendimiento de los temas que componen el método numérico y su implementacion.

2. Escritura del trabajo de titulacion.

Para la redaccién del documento referencial, se consideraron tres fases; pre-escritura, redaccién
del escrito y revision. La primera fase radica en la realizacién de una lectura reflexiva sobre
la interpolacién y los polinomios de Chebyshev, asi mismo el entendimiento de distintas
definiciones, teoremas y ejemplos. Luego de entender cada tépico propuesto, se procedid a
redactar un documento, el cual detallaba todas las propiedades, definiciones y ejemplos del

método. Asi mismo, para su implementacion se utilizé el software matematico GNU Octave.

Para la redaccién formal del documento se utiliza el editor de textos Latex y se interpreta cada

resultado obtenido en la implementacidn.

Finalmente, la revision se fundamenta en una verificacion final del trabajo de investigacion.

Es asi como se generé el documento referencial titulado "Método de interpolaciones sucesivas de

Chebyshev para la obtencidn del polinomio 6ptimo - caso continuo” cuyo fin es brindar un aporte



a los estudiantes de la carrera de matemadtica de la ESPOCH que se interesen en la materia de

métodos numéricos, en particular en la interpolacién de Chebyshev.



CAPITULO IV

4. MARCO DE ANALISIS E INTERPRETACION DE RESULTADOS

4.1. Procesamiento, analisis e interpretacién de resultados

Este trabajo de investigacién con enfoque cualitativo a nivel descriptivo bajo un disefio de tipo
ducumental, generé como resultado un documento referencial titulado: "Método de interpolaciones
sucesivas de Chebyshev para la obtencion del polinomio éptimo - caso continuo” proyectado para
los estudiantes de la carrera de matemadtica de la ESPOCH interesados en el tpico. El propésito de
este documento es aportar a los alumnos con temas que abarquen el entendimiento del método y su

efectividad préctica.

4.2. Discusion

El documento referencial obtenido como resultado, se compone de cuatro capitulos, cada uno de
los cuales resalta caracteristicas, definiciones, ejemplos, teoremas y algunos c6digos en el software
matemdtico Octave, siempre considerando los aspectos mds relevantes de cada tema.

A continuacién una breve descripcidn de cada apartado:

e En el primer capitulo se describen las principales caracteristicas, ejemplos, grificas y c6digos
en en software Octave de algunos métodos numéricos, fundamentales en este trabajo de

investigacion.

o El capitulo II se compone de distintos argumentos acerca de los polinomios de Chebyshev, como

su defincién trigonométrica y de recurrencia, asi mismo se describe la interpolacién polinomial.

e El tercer capitulo contempla la descripcion del método de Chebyshev, sus propiedades y algunos

criterios de convergencia.

e E] dltimo y cuarto capitulo hace referencia a una ilustacién de la aplicacion del método de
interpolaciones sucesivas de Chebyshev - caso continuo, mediante ciertos paradigmas que
muestran la efectividad practica del método. En este apartado se hace énfasis en un ejemplo
aplicado sobre datos de energia, realizando un estudio por tramos mediante la interpolacién de

Chebyshev para asi generar el polinomio 6ptimo.



CONCLUSIONES

Se ha realizado un andlisis profundo acerca del método de interpolaciones sucesivas de Chebyshev
en bibliografias especializadas en este tema, el cual nos permite sustentar bases tedricas para la

elaboracion de un documento referencial.

La teorfa expuesta nos indic6 que para definir de manera recursiva los polinomios de Chebyshev es

necesario la aplicacién de la relacién trigonométrica T;,(x) = cos[ncos™' (x)].

Se implent6 el algoritmo en el software matemdtico GNU Octave para aplicar el método a

problemas especificos, como es el andlisis sobre datos de energia.

Como resultado de este trabajo de titulacién se deja un documento referencial, que puede ser

considerado como material de apoyo para los estudiantes interesados en el tépico.



RECOMENDACIONES

Considerando la importancia de este trabajo de investigacién y en base a los resultados obtenidos,

se plantean las siguientes sugerencias:

Para la resolucién de ejercicios con polinomios de grado muy extenso, se sugiere la utilizacién
de programas computacionales como GNU Octave, que facilita el cilculo y nos permite obtener

buenas aproximaciones.

Se invita a los alumnos de la carrera de matematica a estudiar los polinomios de Chebyshev, ya que
estos polinomios tienen distintas aplicaciones en muchas dreas de la matematica. Esto implica que
su estudio no puede limitarse a cdlculos bdsicos, sino que se debe profundizar en sus numerosas

aplicaciones.

A los estudiantes interesados en el estudio del método se recomienda revisar el documento
referencial adjunto, ya que este contiene las propiedades necesarias para la comprension del

mismo.

A consideraciéon de que el documento referencial "Método de interpolaciones sucesivas de
Chebyshev caso continuo”, va dirigido a futuras generaciones de la carrera de matemdtica de

la ESPOCH, se sugiere que el mismo se ponga al alcance de los estudiantes.

10
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Capitulo 1

METODOS DE PARTIDA

La comprensién de distintos métodos numéricos es fundamental en la presente
investigacion, ya que las distintas ventajas que poseen como, la de encontrar
soluciones aproximadas a una ecuacién dada por la expresion f(x) = 0 para
una determinada funcién matematica f. Sirven para el funcionamiento correcto
de métodos posteriores, que se desarrollardn con mayor precisién brindando

resultados maés exactos.

Los métodos numéricos suelen ser métodos iterativos que producen
aproximaciones sucesivas de la solucién que se espera que converjan a las raices
de la ecuacioén, estos calculan aproximaciones sucesivas a partir de las anteriores,
partiendo de una o més aproximaciones iniciales. Para validar estos métodos es
necesario al menos que la funcién f sea una funcién continua para asegurar la

existencia de una solucién.

A continuacién se presentan las caracteristicas principales, representacion
grafica, ejemplos y cédigo en el software Octave de cada método numérico

considerado como base de estudio del presente trabajo:

1.1 Método de Biseccion

CARACTERISTICAS:

i. Es el algoritmo maés sencillo para encontrar raices.

ii. Debe haber certeza sobre la continuidad de la funcién f(x) en el intervalo

[a,b].
iii. Se tiene que verificar que f(a) x f(b) <0

iv. Se tiene que calcular el punto medio m del intervalo [a, b], asi mismo se evaltia
f(m) y si ese valor es igual a cero, entonces hemos encontrado la raiz que se

estaba buscando.
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v. En el caso que el valor no sea igual a cero, se tiene que verificar si f(m) tiene

signo contrario a f(a) o f(b).

vi. Se tiene que re definir el intervalo [a,b] como [a,m] 6 [m,b] segtin se haya

determinado en cudl de estos intervalos se genera un cambio de signo.

vii. Con el nuevo intervalo generado se contintia sucesivamente encerrando la
solucién en un intervalo que cada vez se hace mucho mds pequefio, hasta

alcanzar la prescision que se desea.

viii. El método de Biseccidon se basa en el teorema de Bolzano.

A continuacién se denota el teorema de Bolzano, el cual se usa principalmente
para encontrar los intervalos que contienen la raiz de la ecuacién para encontrar
un valor aproximado para ellos. Este teorema establece las condiciones necesarias

para que una funcién continua tenga al menos un cero.

Teorema 1.1. (Teorema de Bolzano) Sean (a,b) € Rcona <by f: (a,b) - R una
funcion continua, verificando que f(a) < 0 < f(b). Entonces, existe un c que pertenece a

(a,b) tal que f(c) = 0.

Demostracion. La demostracion se puede visualizar en (Bosch, 1993, p. 18) O

Nota. El método de biseccion es menos eficiente que el método de Newton pero

es mucho mas seguro para garantizar la convergencia.

A continuacién denotaremos como E al error e I como la iteracién que tiene

cada método.
Ejemplo.

Usar el método de biseccion para resolver: f(x) = e * — x, para el intervalo

0,1] y E = 0.001.

Notemos que E tiene tres decimales, por lo tanto se tiene que trabajar con un

decimal adicional.

Paral =1




1.1. Método de Biseccién

_a+b _ 041 __
c=% =75 =05

flc) =e" —0,5=0,1065 > E

Si multiplicamos los signos de f(a) y f(c) nos da como resultado el signo (+),

lo cual implica que hay que cambiar el extremo a y realizar otra iteracion.

Paral =2

a=0,5 f(a)=e9 —0,5=0,1065
b=1

c = a+b — 0,52+1 — 0’ 75

f(c) =e 97 —-0,75 = —0,2776 > E

Multiplicando los signos de f(a) y f(c) da como resultado (—) lo que implica que

hay que cambiar el extremo b y realizar otra iteracion.

Paral =3

a=0,5  f(a)=e% —0,5=0,1065

b=0,75

c= o = 0340B — 0,625

f(c) =e 925 — 0,625 = —0,0897 > E

Realizando las respectivas iteraciones (ver cuadro 1.1 ) se puede concluir que la
raiz es 0,5675.
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il a | b | ¢ | fo | f@ | f@fe)| Ea
1 0 1 0,5 0,1065 1 +
2 0,5 0,75 0,75 |-0,2776 | 0,1065 - 0,3333
3 0,5 0,625 | 0,625 | -0,0897 | 0,1065 - 0,2000
4 0,5 0,625 | 0,5625 | 0,0073 | 0,1065 + 0,1111
5105625 | 0,625 | 0,5938 | -0,0416 | 0,0073 - 0,0527
6 | 0,5625 | 0,5938 | 0,5782 | -0,0173 | 0,0073 - 0,0270
7 10,5625 | 0,5782 | 05704 | -0,0051 | 0,0073 - 0,0137
8 10,5625 | 0,5704 | 0,5665 | 0,0010 | 0,0073 + 0,0069
9 10,5665 | 0,5704 | 0,5685 | -0,0021 | 0,0010 - 0,0035
10 | 0,5665 | 0,5685 | 0,5675 | -0,0006

Cuadro 1.1: Aproximaciones del método de Biseccion.

Fuente: Elaboracion propia

REPRESENTACION GRAFICA

Graéfico 1.1: Método de Biseccion.

Fuente: (Bachrathy, 2012, p. 81)
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1.2. Método de un punto fijo

CODIGO EN OCTAVE

function Bisecci = Bisecci (fx, Li,
error = ""; i = 0;
L = Li; f = inline(£fx);

if (abs (£(L)) > e)
Ls;
if (abs (£(L)) > e)
if (£(Li) * f(Ls) < 0)

Ls,

e, imax)

while (abs (f(L)) > e && i < imax)

i++;

L = (Li + Ls) / 2;
if (£(Li) * £(L) > 0)

Li = L;
else
Ls = L;
endif
endwhile
else
error = "Los limites iniciales
endif
endif
endif

end

1.2 Método de un punto fijo

equivocados";

Al método del punto fijo también se lo denomina método de sustituciones

sucesivas y se forma a partir de un esquema iterativo a partir de reordenar

nuevamente f(x).

CARACTERISTICAS

i. Este método busca una raiz de una funcién a partir de un valor inicial, una

tolerancia y un ntimero de iteraciones.

ii. El método radica en que dada una funcién f(x), se genera a partir de esta una

5
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1ii.

iv.

ecuacion de la forma X = g(x) y se resuelva para x, se puede obtener varios

despejes para x, por que que se tiene que elegir uno y proceder con el método.

El desarollo del método consiste en igualar la funcién dada a cero, luego se

despeja x y si existen varios despejes para x se tiene que elegir una solucién.

Se realiza la iteracion cero, en la cual se evalia el valor inicial en la funcién y

en esta iteracion no se calcula el error.

En la primera iteracion, se evalta el valor inicial en la solucién para x escogida
anteriormente, esto con el objetivo de obtener el nuevo valor inicial y este
evaluarlo en la funcién dada. A partir de esta iteracion se calcula el error ya
sea absoluto o relativo y asi se hace con las demas iteraciones hasta que el
programa converja o que el error sea menor que la tolerancia dada por el

usuario.

Ejemplo.

Lo primero que se tiene que hacer es iterar la ecuacion planteada y con la x inicial

sustituyendo ese valor con la x de la ecuacion.

x=0
g(x) = /57 = 158

Luego, se tiene que iterar usando el valor de g(x) = 1.58 para sustituirlo en x.

x = 1.58
g(x) = w =1.81

Asi sucesivamente se tiene que hacer varias iteraciones donde la iteracion actual

es la evaluada con el valor de la anterior.

A continuacién, los resultados en una tabla:




1.2. Método de un punto fijo

1 0 1.5811 100 %
2 1.5811 1.8178 | 23.67 %
3 1.8178 1.8557 | 3.79%
4 1.8557 1.8609 | 0.52%

Cuadro 1.2: Aproximaciones del método de un punto fijo.

Fuente: Elaboracién propia

REPRESENTACION GRAFICA

f{x)=cos(x) - x neu

D

0

Grafico 1.2: Método de un punto fijo.

Fuente: (Palacios, 2020, p. 26)

CODIGO EN OCTAVE

1 function PuFijo = PuFijo (fx, gx, p, e, max)
2 error = "";
3 X = p;

4 GX = gx(x);
5 if (GX == inf)
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6 error = sprintf ("No se puede evaluar gx(%5.5f)", x)
7 PuFijo = {x, i, fx(x), error};

8 return

9 end

10 i = 0;

11 while (abs(GX - x) > e && i < max)

2 x = GX;

13 if (GX == inf)

14 error = sprintf ("No se puede evaluar gx(%5.5f)", x)
PuFijo = {x, i, fx(x), error};

16 return

17 end

18 i=1i+ 1;

19 end

Nota. El método del punto fijo no necesita tener un intervalo.

1.3 Meétodo de la regla falsa

CARACTERISTICAS

i. También se lo conoce como método regula falsi.

ii. Es un método iterativo que a diferencia del método de biseccién, que busca el
punto medio del intervalo, une por medio de una linea recta las imagenes de

la funcién en los dos extremos del intervalo f(a) y f(b).

iii. La funcién en el intervalo hallado por métodos de buisquedas debe ser

continua y cumplir que f(a) * f(b) < 0.

iv. El método de la falsa posicién pretende conjugar la seguridad del método de

la biseccién con la rapidez del método de la secante.

v. Este método, como en el método de biseccioén parte de dos puntos que rodean

alaraiz f(x) = 0.

vi. La asignacién del nuevo intervalo de biisqueda se realiza como en el método

de biseccién: entre ambos intervalos, [xg, x2] v [x2, x1].
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vii. La eleccién guiada del intervalo representa una ventaja respecto al método de

la secante ya que descarta la posibilidad de una divergencia del método.

viii. Es estable, facil de implementar y resulta muy ttil cuando no se sabe nada de

la funcion.

ix. Su férmula es

Ejemplo
De la siguiente ecuacién f(x) = x® 4 4x210 = 0 muestre los resultados parciales

del algoritmo de la posicién falsa con una tolerancia de 0.0001

Para la solucién lo primero que hay que hacer es identificar la raiz de la ecuacién,

entonces notemos que la ecuacion que se presenta tiene una raiz en [1, 2], ya que
(1) = -5y £(2) = 14.
Ahora, se tiene que dividir el intervalo en dos partes al calcular el punto ¢ que

divide al intervalo siguiendo la ecuacién:

_ a—>b
c=b—f0)rai-rm
Tteraciéon 1
a=1,b=2

f(1)=(1*+4(1)2-10= -5

f(2)=(2)2+4(2)2-10=14

c=2-14-12%2 =12631
£(1.2631) = (1.2631)3 + 4(1.2631)? — 10 = —1.6031

el signo de f(c) es el mismo que f(a), se ajusta el lado izquierdo

tramo = |c —a| = |1.2631 — 1| = 0.2631

a=c=1.2631
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Iteraciéon 2

a=12631,b=2
£(1.2631) = —1.6031
f(2) =14
c=2—14"281-% = 1.3388

£(1.3388) = (1.3388)3 +4(1.3388)? — 10 = —0.4308

el signo de f(c) es el mismo que f(a), se ajusta el lado izquierdo

tramo = |c —a| = |1.3388 — 1.2631| = 0.0757

a=c=1.3388

Continuando con las respectivas iteraciones se obtiene la siguiente tabla:

a C f(a) f(c) | f(b) | tramo

b
1 1,2631 | 2 -5 -1,6031 | 14 | 0,2631
1,2631 | 1,3388 | 2 -5 -1,6031 | 14 | 0,2631
1,3388 | 1,3585 | 2 | -0,4308 | -0,1107 | 14 | 0,0197
1.3585 2

Cuadro 1.3: Aproximaciones del método de regula falsi.

Fuente: Elaboracién propia

10
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1.3. Método de la regla falsa

REPRESENTACION GRAFICA

<

Ala,f(a)]

y = f(x)

_’x

B[b,f(b)]

Grafico 1.3: Representacion geométrica del método de falsa

posicion.

Fuente: (Palacios, 2020, p. 26)

CODIGO EN OCTAVE

%Metodo de la Regla Falsa
disp(’METODO : REGLA FALSA’);
disp(’por:’);

disp(’Carolina Perez Gaviria’);
disp(’Jennifer Olano Arrieta’);
disp(’Carlos Trujillo’);

disp(’> ?);

format long;

Xi=input (’Cual es el valor de Xi: ’);
Xu=input (’Cual es el valor de Xu: ’);
tol=input (’Ingrese la tolerancia: ’);
Ite=input (’Cantidad de iteraciones: ’);

Fun=input (’ingrese la ecuacion entre comillas

f=inline (Fun) ;

7,787);

11
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15 Yi=Ff (Xi);

16 Yu=f (Xu) ;

17 if Yi==

18 fprintf (’Xi es raiz: ’);

19 else

20 if Yu==0

21 fprintf (’Xu es raiz: ’);

22 else

23 if Yi*Yu>O0

24 fprintf (’No existe raiz: ’);

25 else

2 Xm=(Xu) - ((£ (Xu) *(Xi-Xu)) /(£ (Xi)-£(Xu)));
27 Ym=f (Xm) ;

28 Error=tol+1;

29 Cont=1;

30 M=[Cont ,Xi,Xu,Xm,Ym,Error];

31 while Ym™=0 & Error>tol & Cont<Ite YJexpresion
32 auxiliar=Xm; %orden
33 if Yi*Ym<O

34 Xu=Xm;

35 Yu=Ym;

36 else

37 Xi=Xm;

38 Yi=Ym;

39 end

10 Xm=(Xu) - ((£ (Xu) *(Xi-Xu)) /(£ (Xi)-£(Xu)));
41 Ym=f (Xm) ;

0 Error=abs (Xm-auxiliar) ;

43 Cont=Cont+1;

44 M(Cont ,1)=Cont;

45 M(Cont ,2)=Xi;

46 M(Cont ,3)=Xu;

17 M(Cont ,4)=Xm;

48 M(Cont ,5)=Ym;

49 M(Cont ,6)=Error;

50 end

51 if Ym==

12
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52 fprintf (’Xm es raiZ: ’);

53 else

54 if Error<tol

55 fprintf (’Xm es raiz y tiene un valor

56

57 de %g con un error de %g: ’,Xm,Error),

58 else

59 fprintf (’No hay solucif& n en las iteraciones
60 dadas: ?’);

61 end

62 end

63 fprintf (° xi Xu Xm Ym
64 Error: )

6 disp (M) ;

66 end

67 end

6s end

1.4 Método de la Secante

CARACTERISTICAS

i. En el método de Newton en ocasiones, la forma funcional de f(x) dificulta
el calculo de la derivada, entonces es en estos casos en donde se utiliza

principalmente en método de la Secante.

ii. Este método se basa en la férmula de Newton-Raphson pero evita el cdlculo

de la derivada.

iii. A diferencia del método de Newton, el método de la Secante parte de dos
puntos y estima la tangente o pendiente de la recta mediante la siguiente

expresion:

F(xo) = f(x1)f(xo)

X1—X0

iv. Su férmula es la siguiente:

13
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s 5= i)

v. El método de la secante es un proceso iterativo, por lo que encuentra la

aproximacion casi con la misma rapidez que el método de Newton-Raphson.

vi. El método se basa en obtener la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
(xp — 1), f(xn — 1), (xn, f(xn)), a esta recta se le llama secante por cortar la

grafica de la funcion.

vii. Este método casi nunca falla ya que solo requiere dos puntos al principio y

después el mismo método se va retroalimentando.

viii. Basicamente lo que hace el método de la secante es ir tirando rectas secantes
a la curva de la ecuacién que se tiene originalmente, y va checando la
interseccién de estas rectas con el eje de las X para ver si es la raiz que se

busca.

Ejemplo.

Usar el método de la secante para aproximar la raiz de :

con xg = 0,x1 = 1y hasta que |Ea| < 1%

Lo primero que se tiene que hacer es sustituir los valores de x en la funcién:
f(xo) =1, f(x1) = —0,632120558

Luego estos valores se tienen que reemplazar en la férmula de la secante para

calcular la aproximacién x;:

— [ f)(xo—x1) |
xp = 3 — | LRI — 0612699857

con un error aproximado de:

Ea = |21 %100 %
2

=63,2%

14
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Aprox. a laraiz | Error aprox.

0
1 100 %
0.612699837 | 63,2 %
0.653442133 | 6,23 %
0.652917265 | 0,08 %

Cuadro 1.4: Aproximaciones del método de la secante.

Fuente: Elaboracién propia

Como atin no se consigue el objetivo, se contintia con el proceso, a continuacién

los resultados en la siguiente tabla:

De lo cual se concluye que la raiz es: x4 = 0.652917265

REPRESENTACION GRAFICA

H"'\.
ka
_.iH .
H

X3

Grafico 1.4: Representacion geométrica del método de la

Secante.

Fuente: (Dominguez, 2014, p. 26)
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CODIGO EN OCTAVE

1 function secante

2 f=input (’ingrese la funcion: ’,’s’);

3 f=inline (f);

4 x0=input (’ingrese x0: ’);

5 xl=input (’ingrese xl1: ’);

6 tol=input (’Ingrese el error maximo admisible: ’);

~

n=input (’Ingrese el numero maximo de iteraciones permitidas: ’);
8 fx0=£(x0) ;

9 fx1=f(x1);

10 if fx0==

1 fprintf(’\n’%1.10f es Raiz.\n’,x0)

12 else

3 fx1=£f(x1);

14 denominador=£fx1-£fx0;

15 error=tol+1;

16 i=1;

17 fprintf(’\n n Xn f(x) \n?’)
18 while i<=n && fx17=0 && error>tol && denominador ~=0
19 xn=x1-fx1*((x1-x0)/(fx1-£x0));

20 error=abs (xn-x1) ;

21 x0=x1;

22 fx0=£fx1;

23 xl=xn;

24 fx1=£f(x1);

25 denominador=£fx1-£fx0;

26 fprintf (’%0.0f %10.10f ¥%10.10f \n’,i,x1,fx1)
27 i=i+1;

28 end

29 end

30

31 if fxl==

32 fprintf (’%1.10f es Raiz.\n’,x1)

33 else if error<tol

34 fprintf (’\n %1.10f

35 aproximacion a la raiz con

16
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un error maximo de %1.10f \n’,x1,tol)
else if denominador==

fprintf (’Hay una posible raiz multiple?’)

else
fprintf (’\n El metodo fallo en 7%0.0f iteraciones \n\n’,n)
end
end

end

Para concluir esta seccién presentamos aquellos métodos numéricos de

interpolacién mas comunes, ya que estos se obtienen interpolando una funcién,

generalmente usando un polinomio de primer grado y luego aproximando la

solucién usando una de las raices del polinomio, hasta que se alcanza un valor

satisfactorio con cierta cota de error.

1.5

Métodos de interpolacion

1.5.1 Método de Newton

CARACTERISTICAS

1.

i.

iii.

iv.

El método de Newton permite hallar la raiz de una ecuacién no lineal, siempre

y cuando se parta de una buena estimacién inicial de la misma.

El método se basa en el desarollo de Taylor de la funcién cuya raiz se quiere

calcular.

Para utilizar este método se requiere que las funciones sean diferenciables y

por lo tanto continuas.

En cuanto a la existencia de la raiz, dado un cierto intervalo de trabajo [a, b],

dentro del mismo debe cumplirse que f(a) * f(b) < 0.

Dentro del intervalo de trabajo [a, b], la derivada de f(x) debe ser diferente de

cero.

17
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vi. La grafica de la funcién f(x) dentro del intervalo de trabajo [a, b] debe ser

concava hacia arriba o hacia abajo. Para ello debe verificarse lo siguiente:
f"(x) <06 f"(x) > 0 para todo x que pertenezca a [a, b].

vii. Su férmula es:

Xn+1 = Xn — ff’—((fcz))

Nota.

Es posible que este método no converja si comienza con un valor que esta
demasiado lejos de la raiz. Sin embargo, cuando converge, lo hace mucho més

rapido que el método de biseccion.
Ejemplo.

Use el método de Newton para estimar los dos ceros de la funcion f(x) =
x* + x — 3. Empiece con xy = —1 para la solucién de la izquierda y con xy = 1

para la solucién de la derecha, luego halle x; para cada caso.

— f(xn)
Xn+1 = Xn — f’(x’;)
xg+x0—3
1= Yo~ 04X8+1
Para la parte izquiera se tiene:
_ (=18
1= 3= 1) +1 2

Xy = —1,645yx3 = —1,485

Ahora, para la parte derecha:

3(1)%+3
X1 = gy = L2
_3(1,2)*43
= X2 = 5

xp =1,165y x3 = 1,164

18
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1.5. Métodos de interpolacién

REPRESENTACION GRAFICA

Diverge

=Y

Gréfico 1.5: Método de Newton.

Fuente: (Irvine, 2010, p. 02)

CODIGO EN OCTAVE

function y = NewtonRap (f, d, x1, porcE, max)

fx = inline (f) ;
derx = inline(d);
i=1;

while (abs (fx(x1)) > porcE && i < max)
x1 = (x1 - (fx(x1) / derx(x1)));

endwhile
printf ("x = %0f Iteraciones = J0f", x1, i);

endfunction

1.5.2 Interpolacion de Lagrange

El polinomio de Lagrange es una forma de presentar el polinomio que interpola
un conjunto de puntos dado, es simplemente una reformulacién del polinomio de
Newton que evita los célculos de las diferencias divididas. Se lo representa de la

siguiente forma:

fulx) = Y Lix) f(x) 1
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Capitulo 1. METODOS DE PARTIDA

en donde
X — X;
Li(x)=]] !
j=0 % T %
j#i

en donde [T denota el "producto de". La version lineal (n = 1) es:

X — X1 X — XQ
X
xo—xlf( 0)erl—xo

filx) = f(x1)

La versiéon de segundo orden es:

(x —x0)(x — Xq)
X2 — xp)(x2 — X1

(x — xp)(x — xp)
X1 — x0)(x1 — x2

(x —x1)(x — x)
xo — x1)(x0 — x2

fz(x): ( )f(X())-I-( )f(x1)+(

Como el método de Newton, la versiéon de Lagrange tiene un error aproximado
por la siguiente expresion:

n

Ry = f [x/ Xns Xn—1s -+ X()] (x — xi)
=0

La ecuacién (1.1) se deriva directamente del polinomio de Newton, pero la razén
fundamental de la formulacién de Lagrange se puede comprender directamente
notando que cada término L;(X) serd 1 en X = X; y 0 en los puntos restantes. En
consecuencia, cada producto L;(X) f(X;) toma un valor de f(X;) en el punto X;,
por lo tanto la sumatoria de todos los productos, dada por la ecuacién (1.1) es el

tnico polinomio de n-ésimo orden que pasa exactamente por los n + 1 puntos.
Ejemplo

Para el caso nn = 2, se tiene xq, x1,x 2 los polinomios de Lagrange son:

(x —x1)(x — x2)

_ )(
po(X) (xo - xl)(xo - Xz)
(x —x0)(x — x2)
pi(x) = (x1 — x0)(x1 — x2)
i = 2=

(Xz — Xp){(X2 — Xl)

20
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1.5. Métodos de interpolacién

REPRESENTACION GRAFICA

hix)

f2(x)

fa(x) fa(x) ===== L{x)

Grafico 1.6: Interpolacion polindmica de Lagrange.

CODIGO EN OCTAVE

function [y] = lagrange(x, x0, yO0)
% x0 - vector containing inputs (x values)
% yO - vector containing outputs (results for these x values
% x - value you want to compute, for interpolation
% y - computed value
n = size(x0, 1);
y = 0;
for i=1:mn
p=1;
for j=1:mn

Fuente: (Meijering, 2002, p. 319)
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if j == 1 % avoiding fancy division by O
continue;

endif ;

p *= (x-x0(j)) / (x0(i)-x0(j));

endfor;

y += yo0(i) * p;

endfor;

5 endfunction;

1.5.3 Interpolacion spline

Los Splines son un método de interpolacién que minimiza la curvatura general de
la superficie a aproximar, resultando en una superficie suave que pasa exactamente
por los puntos deseados. Una funcién Spline se conforma de distintos polinomios,
cada uno definido sobre un subintervalo, que se unen entre si cumpliendo a ciertas

condiciones de continuidad.

Supongamos que tenemos de n + 1 puntos llamados nudos, tales que ty < t; <
.. < t, con k > 0, se dice entonces que una funcién spline de grado k con nudos en

to, t1,..,tn €s una funcién S que satisface las siguientes condiciones:

e En cada intervalo [t;_1,t;), S es un polinomio de grado menor o igual a k.

e S tiene una derivada de orden (k — 1) continua en [tg, t,].

Los splines de grado 0 son funciones constantes por zonas. Una forma explicita

de presentar un spline de grado 0 es la siguiente:

) = (p X € [to,tl)
1 x) =0 X € [tl,tz)
Sn—l(x) =Cp—1 X € Un—l/tn)
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REPRESENTACION GRAFICA

1 = T T T -
' .
7 \ original

A\
/ \ interpolation
05 | // \\\ +  interpolation points
f \ / -
/ \ / \
/ ¥ / \
0T H'\ I."fr \, N

Gréfico 1.7: Interpolacién spline .

Fuente: (Elaboracién propia)

Ejemplo

Interpolar con splines f(x) = 1/x, en los puntos en los que x vale 1, 2 y 4.
f)=1
f(2) =05
f(4) =025

El primer segmento P1(x) = ax + b tiene que unir los primeros dos puntos de

coordenadas (1,1) y (2,0.5).

Se obtiene un sistema lineal de dos ecuaciones cos dos incognitas:
(1) l=a+0b
(2) 05=2a+0b
De (1) se tiene:a = 1 — b(3)

23
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Reemplazando (3) en (2) se tiene: 0.5 = 2(1 — b) + b, luego b = 1.5.
Reemplazando el valor de (b) en (1), se tiene: a2 = —0.5.

Por lo tanto, se concluye que: P1(x) = —0.5x + 1.5, el segundo segmento
P2(x) = ax + b tiene que unir el segundo punto (2, 0.5) con el tercer punto (4, 0.25).
Anélogamente a lo hecho para P1(x), en el caso de P2(x) se tiene lo siguiente:

(1)  05=2a+b

(2) 025 =4a+0b

a=—0.125, b=0.75

Luego P2(x) = —0.125x 4+ 0.75

CODIGO EN OCTAVE

clf;

xf = 0:0.05:10; yf = sin (2*pi*xf/5);

xp = 0:10; yp = sin (2*pi*xp/b);

lin = interpl (xp,yp,xf, ’linear’);

spl = interpl (xp,yp,xf, ’spline’);

pch = interpl (xp,yp,xf, ’pchip’);

near= interpl (xp,yp,xf, ’nearest’);

plot (xf,yf,’r’,xf,near,’g’,xf,lin,’b’,xf,pch,’c’,xf,spl,’m’,xp,yp,’ r*x’);
legend (’original’, ’nearest’, ’linear’, ’pchip’, ’spline’);

title (’Interpolation of continuous function sin (x) w/various methods’);

% confirm that interpolated function matches the original
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POLINOMIOS DE CHEBYSHEV

Los polinomios de Chebyshev forman un grupo de polinomios ortogonales con
respecto a ciertas funciones de peso. Estos polinomios se relacionan utilizando las

propiedades de las funciones trigonométricas.

Existen algunos tipos de polinomios de Chebyshev, no obstante en esta seccién
se pondra a consideracién del lector tiinicamente dos. Estos tipos de polinomios

seran explicados mediante definicion trigonométrica y definicién por recurrencia:

2.1 Definicidn trigonométrica

Definicién 2.1. El polinomio de Chebyshev denotado por Ty (x) de primer tipo, es

un polinomio en x que tiene grado n y esta definido por la siguiente relacién:
Tu(x) = cosnf cuando x = cosf

Notemos que si se restringe el dominio de x al intervalo [—1, 1], entonces el

dominio de 6 se puede tomar del intervalo [0, 7]

Ahora, de manera inductiva se puede mostrar que cosnf es un polinomio de

grado n con respecto cost) es decir:

(cosB + isenf)" = cos n6 + isen no

Ejemplo. A través del uso de identidades trigonométricas se pueden obtener

polinomios de Chebyshev de primer tipo: cuandon =0,1,2,3y 4

c0s00=1, cos16=cosh, cos20=2cos%6 — 1

c0s360=4c0s30 — 3co0s0, cos40=8cos*0 — 8cos20 + 1,...

Luego por la definicién 2.1 se obtienen los primeros cinco polinomios de

Chebyshev de primer tipo en funcién de x.
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To(x) =1, Ti(x) = x, Ta(x) = 2x> — 1,
T3(x) = 4x3 — 3x, Ty(x) = 8x* — 8x% + 1,....
Definicién 2.2. El polinomio de Chebyshev, denotado por U, (x) de segundo tipo,

es un polinomio en x de grado 1, definido por la siguiente relacion:

Uy (x) = W donde x = cosf)

Como el caso anterior que en T, (x), si el dominio de x se restringe a [—1,1] el

dominio de 6 se encuentra en [0, 7t|.

Ejemplo. Fijando las férmulas elementales de identidades trigonométricas se tiene

que:

senl6=senf, sen20=2senfdcosd, sen30=send(4cos>0 — 1)

sendf=send(8cos>0 — 4cosh), ...

Sustituyendo en la definicién 2.2 queda un polinomio en cosf), de donde se sigue
los primeros cuatro casos de polinomios de Chebyshev de segundo tipo en funcién

de x

Ug(x) =1, Uy (x) = 2x, Up(x) = 4x> — 1,

Uz(x) = 8x — 4x,....

En la presente investigacion se ara énfasis en la definicion de los polinomios de

Chebyshev por recurrencia:

2.2 Definicion de recurrencia

Definicién 2.3. Los polinomios de Chebyshev T,(x) de primer tipo, son

polinomios en x de grado 1, que puede ser escrito en la forma recursiva:
Tu(x) =2xT,—1(x) — Ty—2(x),n =2,3,...,

Con condiciones iniciales Ty(x) = 1y Ty(x) = x.
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Ejemplo. Mediante la aplicaciéon de identidades trigonométicas se tiene lo

siguiente:
cosnf + cos(n — 2)0 = 2cosfcos(n +1)0

Luego por la definicién 2.1, se puede sustituir T,, = cosnb, T,,_» = cos(n — 2)0,
x =cos0y T,_1 = cos(n — 1), de donde se sigue:

Tu(x) =2xTy—1(x) — Ty_a(x), n =2,3,...,
Definicién 2.4. El polinomio de Chebyshev U,(x) de segundo tipo, es un
polinomio en x de grado 7, que puede ser escrito en la forma recursiva:

Uy (x) = 2xU,_1(x) — Uy—2(x),n =2,3,.,

Con condiciones iniciales Up(x) = 1y U;(x) = 2x

(Mena, 2016, p. 3)

Ejemplo. Se tiene sen(n + 1) + sen(n — 1)0 = 2cosfsen nd Por la definicion 3.2

sen(n—1)0 de

sen(n+1)0 __ sennf
u senf

send 7 Uin—=1 — Tseng s

se puede sustituir U, = x =cos0y U,_» =

donde se tiene que:

Uy (x) = 2xU,_1(x) — Uy—2(x),n =2,3,.,

2.3 Desplazamientos de polinomios de Chebyshev

Los desplazamientos de los polinomios de Chebyshev se ocupan cuando el
intervalo de definicién no se encuentra entre [—1,1] pero estd en algun otro
intervalo [a,b] con a < b. En primera instancia para el rango [0, 1] y en segunda

instancia para un intervalo general.

24 La propiedad minimax de los polinomios de

Chebyshev

El siguiente torema, usualmente es atribuido a Chebyshev, quien afirma que para

que p, sea la mejor aproximacion, es necesario y suficiente que la propiedad de
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alternacién deba mantenerse, que solamente un polinomio tiene esta propiedad y

que hay solamente una mejor aproximacion.

Teorema 2.1. (Teorema de alternacion para polinomios) Para cualquier f(x) en C [a, ]
existe un tinico polinomio con aproximacion minimax p,(x) caracterizado por la
"propiedad de alternacion” que hay al menos n + 2 puntos en [a, b] en el que f(x) — pn(x)

logra su minimo valor absoluto, es decir, ||f — pn||e con signos alternos.

Demostracion. Sabemos que el polinomio de Chebyshev T, (x) tiene n + 1 extremos,

en otros términos:
X =1y = cos%”, (k=0,1,..,n)

Desde que T,(x) = cosnf donde x = cosf y desde que cosnb logra sus
magnitudes maximas de la unidad, los que alternan de signo en sus extremos,

posee la siguiente propiedad: O
Lema 2.1. (Propiedad de alternacion de T,(x)) En [—1,1] T,(x) logra su magnitud
mdxima de 1 al alternar los signos en precisamente (n + 1) puntos, es decir los puntos

_ _ k _
X =y =cos"t, (k=0,1,..,n)

Considerando la funcion

flx) =«
y considerando la aproximacién polinomial minimax de gradon —1en [—1,1] es
decir p,,—1(x)

Luego por el teorema 3.1, f(x) — p,—1(x) debe tinicamente tener la propiedad
de alternacién en n + 1 puntos. Pero T, (x) tiene un coeficiente principal de x"
igual a 217" y por lo tanto 2! ~""T,,(x) es de la misma forma x" — p,,_1(x) con la

misma propiedad de alternacién, asi se tiene que:
Xn — pr_1(x) = 217"T,(x)

De donde 2'7"T,(x) es un polinomio Moénico, es decir un polinomio cuyo

coeficiente principal es la unidad.
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2.5 Interpolacién polinomial

En la presente seccién antes de introducirse en el desarollo de la interpolaciéon
polinomial, se describe una breve introduccién acerca de lo que es la interpolacio6n

en general.

La interpolacion es el proceso de estimar el valor desconocido de una funcién
en un punto mediante una medida ponderada del valor conocido en ese punto.
La funcién se puede representar como f(x) y los valores conocidos de x pueden
variar desde x( hasta x;, existen diferentes tipos de interpolacion pero en este caso

se hace referencia tinicamente a la interpolacién polinomial.

Dados 7 + 1 puntos en R?, (xo,v0), (x1, Y1), -, (Xn, yn), con y; = f(x;) en los
cuales xg, X1, ..., X, son numeros distintos que se distribuyen en el intervalo [xo, x,],

se quiere encontrar un polinomio p,(x) de grado menor o igual a n tal que:

pn(xx) =y, k=0,1,..,n

Si para estimar un valor y se emplea el polinomio p,(x) de grado menor o igual
a n que pasa por los puntos dados, la aproximacién se denomina interpolacién
polinomial y a p,(x) se lo denomina polinomio de interpolacién o polinomio

interpolante.

A continuacion se pone a consideracion del lector los factores mds importantes

acerca de interpolacién polinomial y sus diferentes tipos.

Para obtener una aproximacion polinomial de grado n de una funcién continua
f(x) dada en el intervalo [—1, 1] se interpola entre los valores de f(x) enn + 1

puntos distintos seleccionados de manera correcta en el intervalo dado.

Ejemplo. Si se desea interpolar en x1, x3, ..., X,,+1 por el polinomio p,(x) = ¢y +

c1x + ... + cxx", se requiere que

(k= )T

n——|—1, (k: 1,2,..,11—{—1) (21)

X = X = cos
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(2.1) es un conjunto de n + 1 ecuaciones lineales para los n + 1 coeficientes

Co, €1, -, Cn que define a py(x).

Para cualquier valor de f(x), el polinomio de interpolacion p,(x) existe y es
tnico, dado que el determinante del sistema lineal anterior no es cero, se tiene lo

siguiente:

1 x x% xY
1 x X2 .. xZ
det | . 2 _2 = H(xl- —xj) #0 (2.2)
: : R : i>j
U oXpg1 o X

Algunas férmulas de interpolacién estdn hechas para que los puntos
X1, X2, ..., Xp41 estén igualmente espaciados, tales como los que estdn basados en
diferencias finitas. Al escogerse los puntos con un espaciado homogéneo en el

intervalo [—1, 1] para cada valor de  se tiene lo siguiente:

2k +1
= — —,k=0,1,2,. 2.
xk 1+n+1/ 0////” ( 3)

2

71 con un espacio medio de

estos puntos son espaciados a una distancia de

1 . P . . .
++7 entre los primer y ultimo puntos y el punto final del intervalo. Una mejor
eleccion de puntos de interpolacién para una convergencia uniforme, pero no
necesariamente para todas las funciones continuas es el conjunto de ceros del

polinomio de Chebyshev T, (x), particularmente:

(k- i

=1,2,. 1 24
TZ+1 /(k 7~ ,7’1+ ) ( )

X = X = cos

Al expresar el polinomio de interpolaciéon en términos de polinomios de
Chebyshev, los puntos de interpolacién (2.3) pueden ser maés estables y eficientes

desde un punto de vista computacional que el conjunto de igual espaciado (2.3).
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Las siguientes ecuaciones ayudaran a expresar la funcion f(x) como una suma

de polinomios de Chebyshev.

Posteriormente se exponen cuatro tipos de interpolacién polinomial:
2.5.1 Interpolacion polinomial de primer tipo

Se tiene una funcién continua f(x), la interpolacion polindémica de grado #, p,(x)

de la funcién f(x) en los ceros (2.4) estd dada por la suma de polinomios de

Chebyshev:

n
pulx) = Y aiTi(x), @5
donde los coeficientes c;, estdn dados por la férmula explicita

Ci = g Tpt f (o) Ti (o)

y la sumatoria }' significa que para i = 0, su término correspondiente estd dividido

por dos, asi se tiene lo siguiente:

2 &Ti(x) = 1COTO( )4 1 Ty (%) + o+ cn T ()
2.5.2 Interpolaciéon polinomial de segundo tipo

Si consideramos el caso de interpolacién por un polinomio con peso /1 — x2p, (x)

en los ceros de U, 1(x) especificamente:

xp =9 k=1,2,3,.,n+1

entonces, el polinomio de interpolaciéon con peso a f(x) estd dado por
n
V1=x2p,(x) = V1—=x2) cU(x) (2.6)
i=0

con los siguientes coeficientes:

i = 27 Latt /1 — x2f () Ui(xx)
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2.5.3 Interpolaciéon polinomial de tercer tipo

Si tomamos los puntos de interpolacién en los ceros de V;,11(x), es decir en:

k—1
X = COS%, (k=1,2,..,n+1)

entonces el polinomio de interpolaciéon con peso para /1 + xf(x) esta dado por

VI+xpa(x) = V1 +XiciVi(x)
i=0

donde

ci = @Zﬁ% VI xif () Vi)
2.5.4 Interpolacién polinomial de cuarto tipo
Para interpolar en los ceros de W, ;1(x), es decir en

Xp = C0S (”_k+32)", k=0,1,..n+1
n+§

el polinomio de interpolacién con peso de /1 — xf(x) es dado por
V1—xpu(x) =v1—-xY1ciWi(x)

donde ¢; = é Yt VT = xif () Wi(xx)

(2.7)
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DESCRIPCION DEL METODO DE CHEBYSHEV

3.1 Construcciones del método de Chebyshev

El método de Chebyshev es un conocido método iterativo para aproximar las raices
de una ecuacién f(x), al igual que el método de Halley, el método de Chebyshev
posee un orden de convergencia ctibico y también requiere tres evaluaciones, por
lo que este método tiene la misma eficiencia que el método de Halley, su expresion

clasica es la siguiente:

f(xn)f”(xn)> fxn) 5o (3.1)

e = A (1 T2 ) )

Posteriormente se construird el método de Chebyshev mediante interpolacién

cuadrética inversa y mediante el método de las parabolas tangentes.

3.1.1 Interpolaciéon cuadritica inversa

En este caso abordaremos la construccién del método mediante interpolaciéon
cuadratica de la funcién inversa de f(x) con el fin de aproximar f~1(0) y mediante

interpolacién polinémica, en el cual se considera la curva de aproximacion.

Dada la funcién y = f(x), llamaremos x = ¢(y) a la funcién inversa de f.
Haciendo el desarollo en series de Taylor, en torno a un punto, digamos yy,

entonces se tiene:

D) = B(y0) + 9/ (0)( — y0) + 38" )y — 10)?

Encontrar la raiz « de la ecuacion f(x) = 0, es lo mismo que encontrar la imagen
del cero por medio de la funcién ¢, es decir calcular ¢(0). Asi, si xp es un valor

proximo a a 'y f(xo) = yo, entonces
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$(0) ~ plyo) — ¢’ (oo + 54 (v0) (vo)’

De aqui podemos deducir una nueva aproximacién a «, que denotamos xy:

¥y = %0~ ¢/ (o) f () + 2" (10)f (0’ 62)

Ahora, calculamos ¢'(y) y ¢’ (y) para sustituirlo en (3.3). Sabemos que x = ¢(y),

y = f'(x) ey” = f(x), de modo que ahora, por el teorema de la funcién inversa,

dx 1 1 1
/ = —= — = — = — 3_3

_dpy) A0/ ) dx o
Ty Tody P o4

¢ (v)

Sustituyendo (3.4) y (3.5) en (3.3) se obtiene lo siguiente:

f(x0)
f'(x0)

1
X1 = X9+ (1 + ELf(xO))

Repitiendo el mismo proceso para el punto x;, conseguimos la nueva
aproximacion x, y por recurrencia obtenemos la expresion (3.2) que representa el

algoritmo iterativo del método de Chebyshev.
3.1.2 Método de las parabolas tangentes
Una forma sencilla de obtener el método iterativo de Chebyshev es derivar

geométricamente a partir de una pardbola tangente a la gréfica de la funcién

cuya raiz se desea aproximar, como se muestra en el siguiente gréfico:
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Grafico 3.1: Interpretaciéon geométrica del método de

Chebyshev

Fuente: (Olivo, 2012, p.66)

Este gréfico es la interpretaciéon geométrica del método de Chebyshev por medio
de la pardbola tangente, donde la linea recta en color rojo representa la recta
tangente de la primera iteracion del método de Newton, la curva verde es la
parabola aproximante que emplea el método de Chebyshev y la curva azul es la

funcién cuyas raices queremos aproximar.
Consideremos una parédbola de la forma:
ay> +y+bx+c=0 (3.5)

La idea consiste en aproximar la funcién f(x) eligiendo como semilla un punto x
suficientemente préximo a la raiz f(x) = 0. Si ahora tomamos en cuenta que la

funcién debe cumplir las siguientes condiciones de tangencia:

y(xn) = f(xn), (3.6)

35



Capitulo 3. DESCRIPCION DEL METODO DE CHEBYSHEV

E/I(xn) = f/(xn)/ (3.7)
y' (xn) = f" (xn) (3.8)

podemos escribir la pardbola (3.6) de forma conveniente:
a(y — f(xn)* + (y — f(xn)) + b(x — xa) =0, (3.9)

de modo que x = x,,, entonces y(x,) = f(x,), este hecho cumple la condicion de

tangencia (3.7).

Ahora procedemos a determinar los pardmetros a y b para que se cumplan las

condiciones

Yy (xn) = f'(xn), y"(xn) = f"(xn)
Si se deriva la anterior expresion (3.10) se tiene
2a(y(xn) — f(xn))y' (xn) + ¥ (xn) +b =0 (3.10)

luego evaluando en el punto ((x,), f(x,)) nos queda y'(x,) +b = 0, es decir
b= —y'(xn) = —f"(xn)

Ahora, observemos que falta derivar la expresion (3.11) y despejar a como sigue

Za(y’(xn))z +2a(y(xn) — f(xn))y" (xn) +y" (xu) = 0,

esta expresion, evaluada en el punto de interseccion (xy, f(x,)) queda reducida a

la siguiente expresion:
2a(y' (xn))* +y" (xn) = 0

Si despejamos a se obtiene

y" (xn) —_ _ f"(xn)
2y (xn)? 2f"(xn)?

a=—

Luego sustituyendo los valores encontrados para a y b en la expresion (3.10) se

tiene lo siguiente:

36



3.2. Propiedades del método de Chebyshev

— e (y — f(xn))? +y = f () — /(00 (x = ) = 0

La interseccién de esta curva con el eje OX, es decir cuando y = 0, nos daria la

siguiente iteraciéon del método de Chebyshev

0= —HE L — Fln) — /() (e = )

Zf’(xn)z
2cl
f'(Xn)(x — xn) = _f(zi})/(ﬁn)(zxn) _f(xn)
) f(xm)
XXn = TR ) ()
. FGo)f" o)\ f(xn)
xex — (14 L)) fa)

Como se puede observar en (3.2), esta es la expresion del método de Chebyshev.

3.2 Propiedades del método de Chebyshev

A continuacién se presentan algunos aspectos importantes para introducirse a

cinco propiedades fundamentales del método de Chebyshev.

Sea f : R — R la funcién definida en f(x) = 0. El método de Chebyshev es

entonces

Cs(x) = x — <1 + %Lf(x)) }c/(&)) (3.11)

con

"
o) = L0 o1

notemos que (3.12) es el grado de convexidad logaritmico de f(x), este grado
de convexidad logaritmico se utiliza para hacer una comparacién de la velocidad
con que las sucesiones se aproximan a la raiz x*, donde se tiene que f(x*) =
0. Es decir, se muestra que si {s,} y {:»} son dos sucesiones de convergencia
generadas por el método de Chebyshev sobre ¢(x) y f(x) (que tienen raiz comun
x*) respectivamente, y si tambieri Lg(t) < L¢(t) para t € [fo,x*), entonces la
sucesion {s, } converge a x* de manera mas rapida que {f, }. Ademds, se tiene que

th <sy < x*paran > 1.

El método de Chebyshev genera una sucesion {x,},en que bajo ciertas

condiciones converge a la solucién de f(x) = 0. Lo que se pretende es el estudio
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del comportamiento de la funcién de iteracién de Chebyshev

run == (14300 ) B e = i) G13)

para diferentes puntos de partida xg € R.

Entonces, la inspeccién a la funcién de iteracion del método de Chebyshev nos

permite identificar las siguientes cinco propiedades:

1. Laraices x* de f(x) = 0 son puntos fijos de (3.13).

2. Las raices simples de f(x) = 0, son puntos fijos superatractores de (3.13), en
efecto como )
3—Lu(x))Le(x
€)= O L)

y ademads L¢(x*) = 0, se tiene que C}(x*) = 0. También notemos que

C}' (x*) = 0, por lo tanto, es un método de orden de convergencia 3.

3. Six* es una raiz de f(x) = 0 de multiplicidad m > 1, entonces es un punto

tijo atractor de (3.23) con multiplicador asociado

m—1)(2m—1)
2m?

C}(x*) = (
Notemos que
(m—1)(2m—1)
2m?

En consecuencia, el método de Chebyshev tiene convergencia lineal para

0< <1,Vm>1

raices multiples.

4. Ademads existen puntos fijos extrafios de (3.23), pero que no son raices de

f(x) = 0. Es decir, la solucién de la ecuacion es la siguiente:
L f(x ) =-2

Notemos que estos puntos fijos son atractores si:

Ly (x)*Lg(x)

6 2

<1

y superatractores si

Li(x)*Ly(x) =12
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5. Los puntos criticos de (3.23) son los ceros de C}(x), es decir, las raices de
f"(x), que a su vez son los puntos de inflexion de f(x) y finalmente estdn

las soluciones de Ly/(x) = 3

Definicién 3.1. Sea T¢(x) un algoritmo iterativo asociado a una ecuacién
polinémica f(x) = 0. Sea A(x) = ax + B, con « # 0, una aplicacién afin
y A € R — {0} una constante. Definimos el polinomio g(x) = Af(A(x)) y
denotamos T (x) al correspondiente algoritmo iterativo para resolver la ecuacién
polinémica g(x) = 0. Entonces si Ao Ty 0 A7 (x) = T¢(x) = 0, es decir, A es una
conjugacién entre Tr(x) y Tg(x), se dice que el proceso iterativo T¢(x) admite un

escalado.

El escalado a veces nos permite simplificar el estudio dindmico de una funcién
repetida combindndola con otra expresion similar pero mds simple. También
nos permite mostrar que las cuencas de atraccion asociadas a dos funciones de
iteracién escaladas son esencialmente las mismas, modificadas por un cambio afin

de coordenadas.
3.3 Criterios de convergencia

3.3.1 Convergencia local del método de Chebyshev

En la presente seccion se admiten condiciones sobre la raiz de la ecuacion f(x) =0,

razon por la cual se denomina convergencia local.
A continuacién algunos resultados:

En el teorema que se presenta a continuacion se utilizan las derivadas sucesivas

que emplea el Teorema de Schrider.

Teorema 3.1. Sea f : R — R una funcién con raiz «. Supongamos que f € C®1, donde
I es un intervalo que converge a «. Entonces, si a es una raiz simple, es decir f'(a) # 0,

el método Chebyshev definido por

Cs(x) = x — <1 + %Lf(x)> J]:/((?) (3.14)
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tiene tercer orden de converegencia.

Asimismo, si denotamos por e, = x, — &, el error cometido en el paso n-ésimo,

se tiene la ecuacion de error siguiente:

AR
A=ty k= 28

Demostracion. La demostracion de este teorema se encuentra en (Kumari, 2018, p.6) [

Asimismo, el teorema siguiente se caracteriza por el uso del desarollo en series

de Taylor de la funcién f(x).

Teorema 3.2. Sea f : R — IR una funcion con raiz . Supongamos que f € C®) 1, donde

I es un intervalo que converge a . Entonces, si « es una raiz de multiplicidad m es decir:

£(x) = (x = a)"g(x) con g(x) £ 0y m >2,

entonces el método de Chebyshev definido por (4.7) tiene convergencia lineal
y si denotamos por e, = x;, — «, al error cometido en el paso n-ésimo, se tiene la
siguiente ecuacién del error asintético:

(m—1)2m—1)
)

1
eni1 = > en + O(e%)

Demostracion. La demostracién del teorema se encuentra en (Olivo, 2013, p. 139) O

Nota. Si se compara el método de Chebyshev con el método de Newton, la
ventaja de la velocidad de convergencia del método de Chebyshev es obvia cuando
se aproximan raices simples pero para raices multiples, esto no es evidente porque
ambos métodos tienen convergencia lineal. Pero en este caso la constante de error
asint6tico del método de Chebyshev es menor que la del método de Newton
((m-1)/m). De hecho, es una comprobacién inmediata de que

m—1_1m—-1)2m—1)
—>_
m 2 m?

ya que siempre se obtiene que 2m > 2m — 1

Por lo tanto, el método de Chebyshev converge maés rapido que el método de

Newton para raices multiples.
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Posteriormente presentamos dos ejemplos, el primero con es para raices simples

y el segundo para raices multiples.

Ejemplo. Se tiene la funciéon f(x) = e* — x — 1 que tiene una raiz maltiple en

x = 0.
Ntmero de iteracién | Cy(x) N¢(x)
0 1.000000 | 1.000000
1 0.443757 | 0.581977
2 0.179304 | 0.319055
3 0.069287 | 0.167996
4 0.026285 | 0.086348
5 0.009900 | 0.043795
6 0.003718 | 0.022057
7 0.001395 | 0.011069
8 0.000523 | 0.005544

Cuadro 3.1: Comparacion de la velocidad de la convergencia entre el método de

Newton y el método de Chebyshev.

Fuente: Elaboracién propia

Como se puede observar el el cuadro (3.1) se realiza una comparacién del método
de Chebyshev (C¢(x)) con el método de Newton (N (x)), donde en ambos casos
se parte de xp = 1. Notemos que el método de Chebyshev aproxima la solucién
en cada paso, mucho mejor que el método de Newton. La desventaja es que el
método Chebyshev requiere un mayor ntimero de evaluaciones funcionales por

paso.
Ahora, para el caso de raices multiples:

Ejemplo. Se tiene la funcion f(x) = e — x — 2 que tiene raices simples en

x1 = —1.8414056604369606 y en ap = 1.1461932206205825
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Iteraciones | Cr(x) Iteraciones N¢(x)
0 1.5000000000000000 0 | 1.5000000000000000
2 1.166875323557297 3 | 1.2180422919721707
4 1.1462002845589907 6 | 1.1497723923018075
6 1.1461932206205827 9 | 1.1462025835399627

Cuadro 3.2: Comparaciéon de la velocidad de convergencia entre el método de

Chebyshev y el método de Newton para el caso de rices multiples.

Fuente: Elaboracién propia

De manera similar, en el cuadro (3.2) se compara el método de Chebyshev
(Cs(x)) con el método de Newton (Nf(x)), donde se puede ver los errores
obtenidos por ambos métodos y se tiene que tomar en cuenta que, dado
que estamos comparando un método con convergencia cuadréatica y otro con
convergencia ctibica, cada dos pasos en el método de Chebyshev se compara con

tres en los pasos de Newton.

3.3.2 Convergencia global del método de Chebyshev

En esta tltima parte presentamos algunos resultados fundamentales para el
estudio de convergencia local del método de Chebyshev. La convergencia local

brinda el mayor valor y la mejor ubicacién de la solucion.

Teorema 3.3. Sea f(x) una funcion de clase C®)(I) en un intervalo (I) que contiene la

raiz x* de f(x), sea

F(x) £ 0,Ly(x) > -2

()] =
enlyn =sgn(f'(x)).

Demostracion. La demostracion de este teorema se encuentra en (Garcia, 2013, p.143) [
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Teorema 3.4. Sea f(x) una funcion y existe x* en [a, b] tal que f(x*) = 0 y ademds se
sumple que Lp(x) =< 3. Si f(x0) > 0, entonces la sucesion {xn } definida por (4.7) es
decreciente y converge a x*. Ademds, si f(xo) < 0y L¢(xo) > —2en [a,b], entonces la

sucesion {x, } es creciente y convergente a x*.

Demostracion. La demostracion se realizard para f(xg) > 0, pues para f(xp) < 0

es andloga.

Se tiene que xo € [a,b] tal que f(xg) > 0, ademds x; — x* = Cf(x*) =
Cj’[(éo)(xo — x*) con &y € (x*,x9) y C¢(x) definida por (4.7).

Por otra parte, como Lg(x) <3y

C)x) = Ly

Luego, C}(x) > 0 para todo n € IN, luego
Le(x,—
xn_xn_lz_w 1+M O@xn_lzxn
(xn_l) 2
luego la secuencia {x, } es decreciente y converge a la tinica raiz x* de f(x) = O en

[a,D]. 0

Notemos que al sustituir el pardmetro « la constante cero, &« = 0 se obtiene la
funcién de iteracion del método de Chebyshev. El teorema que se se presenta a

continuacién es una adaptacion del teorema anteriormente mencionado.

Teorema 3.5. Supongamos que f(x) es una funcién decreciente y convexa en un intervalo
[0, x*], con f""(x) > 0 en [0,x*]. En estas condiciones, la sucesién dada por (4.7),

empezando en xog = 0 es creciente y converge a x*, solucién de f(x) =0

Demostracién. Primero hay que mostrar que

1 f(xn)
Cr(xn) = Xps1 = Xn — {1 + ELf(xn)} . (3.15)
es creciente en [0, x*].

En efecto,

_ _1f(xn)2f”’(xn)

xnz " xnz xnz " Xy
() = 3£ (" (e LfGn " () | 3

I S S ) S W SR W
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Notemos que los dos sumandos son positivos,el primero porque " (x,) > 0y
f'(xn) < 0 parax € [0,x*] y el segundo porque tiene exponente par, por lo tanto
se tiene que Cy(x) es una funci6n creciente en el intervalo [0, x*] . De aqui se sigue

que la sucesion {x, } generada por (4.8) estd acotada superiormente por x*.

En efecto, x; = C(xg) = C(0) < C(x*) = x* y por induccién se sigue que

X, < x*,¥Yn € N, ademas

Xyl — Xn = — {1 1 %Lf(xn)} J]:’((Z)) >0

se tiene que la suecesion {x, } tambiés es creciente y por lo tanto convergente. [
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Capitulo 4

UNA ILUSTRACION DE LA APLICACION

Para la parte aplicativa del método de interpolaciones sucesivas de
Chebyshev-caso continuo, se inicia con algunos fundamentos referentes al software

matematico GNU Octave:

4.1 Manejo de Octave para el procesamiento de datos

GNU Octave es un software de programaciéon avanzado que se utiliza para la
numeracion informatica, a través de su interfaz, podemos resolver numéricamente
problemas tanto lineales como no lineales. GNU Octave es un sistema de cdlculo
discreto creado para facilitar la realizacién de cdlculos complejos entre matrices
y vectores de datos, asi como facilitar diferentes métodos numéricos (en este
caso el método de Chebyshev) de andlisis de datos, ademds Octave tiene muchas
herramientas para resolver problemas algebraicos, integrales, funciones ordinarias

e integrales.

Este software comprende varias ventajas como:

e No tiene interfaz grafica, por lo que acepta estructuras mas complejas.

e Cada dia admite nuevas contribuciones de diferentes programadores para

introducirle nuevas mejoras.

e Parte del proyecto GNU y todas las publicaciones de licencia GPL se basa en

bibliotecas de c6digo abierto.

Diferencia entre Matlab y Octave

La diferencia radica en que Matlab tiene una gran variedad de formas de
representacion grafica. Su interfaz gréfica esta escrita en Java, razén por la cual
no es tan estable como se desearia. Mientras que Octave al no tener una interfaz

grafica, acepta estructuras que poseen mayor dificultad, ademdés Octave permite
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un acceso interno a su maquina interna y a su libreria si el programador tiene

conocimientos en C++.

4.1.1 Importacién y exportacion de datos

En Octave se puede introducir datos desde otros programas por medio de distintos

métodos, pero la mejor forma de importar datos depende de la forma, cantidad de

datos que haya, etc.

Seguidamente se enuncia algunas opciones:

1. Se tiene que introducir los datos como una lista de elementos explicita. Si

existe una pequefa cantidad de datos, digamos por ejemplo, de 10 a 20
elementos, es facil introducir manualmente los datos utilizando corchetes.
No se recomienda este método para una cantidad de datos grande porque

no podemos editar los datos si se comete un error.

. Hay que crear un fichero-M. Utilizar un editor de textos para crear un

fichero-M de tipo script que introduzca los datos como una lista explicita de
elementos. Este método sirve de gran utilidad cuando los datos no estdn en
formato legible por el ordenador y no se los puede introducir en cualquier
caso. Aunque esencialmente es igual que el primer método, este tiene la
ventaja de que se puede hacer uso de un editor para cambiar los datos o
modificar errores, luego nuevamente se introducen los datos ejecutando de

nuevo el fichero-M.

. Cargar los datos desde un fichero de texto ASCII, lo que hace este fichero

es almacenar los datos en formato ASCII, con filas de longitud fija que
terminan con un caracter de nueva linea y utilizando espacios para separar
los nimeros. Los ficheros de texto ASCII pueden leerse directamente desde
Octave utilizando el comando /oad, el resultado se pone en una variable cuyo

nombre es el nombre del fichero.

load nombre.ext -ascii
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4. Leer datos utilizando fopen, fread y otras funciones de entrada/salida (E/S
0 I/0) de bajo nivel. Este método es ttil para cargar ficheros de datos desde

otras aplicaciones que tienen sus propios formatos de ficheros.

En cuanto a la exportaciéon de datos, a continuacién se presentan distintos

métodos:

1. Para matrices pequefias, se tiene que utilizar el comando diary para crear un
fichero diario y listar las variables en ese fichero. Posteriormente se puede
utilizar un editor de textos para manipular el fichero de diario. El fichero

diario incluye los comandos de OCTAVE utilizados durante la sesion.

2. Grabar los datos en formato ASCII utilizando la funcién save con la opcién
—ascii

1 save nombre.ext -ascii

3. Escribir los datos en formato especial utilizando fopen, fwrite, y otras
funciones de E/S de bajo nivel. El método es ttil para escribir ficheros

de datos en formatos requeridos por otras aplicaciones.

4.1.2 Lectura de datos

Con frecuencia lo que se debe hacer es cargar los datos almacenados en archivos
externos para utilizarlos en célculos o programas realizados en el software Octave.
Usualmente se leen los archivos en formato csv, que es un formato de texto estdndar

para el intercambio de datos.

Cada fila de un archivo csv corresponde a los valores de distintas variables;
dichos valores se encuentran separados por comas; el simbolo del separador
decimal es el punto; y las variables tipo texto se recogen entre comillas, estas

pueden ser dobles o simples.

Un archivo CSV suele identificarse con el programa Excel, que es el programa

del cual se trasportardn los datos en esta investigacion. Este programa se basa
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en cuadriculas que conforman una tabla en filas y columnas, lo mas comun es
leer archivos CSV desde Excel, ya que el programa identifica automaticamente los

separadores y forma la tabla sin tener que hacer nada por nuestra parte.

4.1.3 Almacenamiento de datos

Al trabajar con los datos en Octave, se generan nuevos vectores o matrices que
corresponden a los datos procesados o resultado de algtin calculo. Usualmente lo
que desea es guardar estas variables para poder cargarlas més tarde y continuar
con el andlisis. Para eso estdn los comandos de save y load. Para guardar todas
las variables del sistema en un momento dado en NOMBRE_DE_ARCHIVO, se

debe ejecutar:

[language=0ctave]

>> save ’NOMBRE_DE_ARCHIVO.mat’

En el caso que se desee guardar solamente las variables varl y var2, como por
ejemplo:

[language=0ctave]

>> save ’NOMBRE_DE_ARCHIVO.mat’ varl var?2

Sea lo que sea que se haya guardado, se lo puede volver a cargar con el comando

load, de la siguiente manera:

[language=0ctave]

>> load ’NOMBRE_DE_ARCHIVO.mat’

Las variables que se carguen desde el archivo van a pisar cualquier otra con
el mismo nombre que ya existiese en la memoria. Por convencién, los archivos
que guardan variables terminan en .mat. Normalmente se quiere guardar una
secuencia de comandos que se utiliz6 para procesar ciertos datos o crear un
gréfico. Octave cuenta con editores de texto plano donde se pueden escribir los
comandos, ejecutarlos en la consola y guardarlos en archivos de texto. Asimismo

por convencién, estos archivos terminan en ..
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4.2 Algoritmo generador del polinomio de

Chebyshev

En el caso estandar, en el cual el intervalo de interpolacion es [—1, +1], dichos

puntos van a ser los ceros del polinomio de Chebyshev de orden N.

No obstante, el algoritmo ademads se puede ejercer a un intervalo de la manera
[a,b], en cuyo caso los puntos de evaluacién se mapean linealmente a partir de

(—1,+1].

El interpolante resultante estd determinado por un grupo de N coeficientes c(),

y posee la siguiente forma:

C(f)(x) = suma ( 1 <= i <= n ) c(i) T(i-1,x) - 0.5 * c(1)

donde

T(i-1,x)

es el (i — 1)-ésimo polinomio de Chebyshev.

Dentro del intervalo [—1, 1] o el intervalo general [a, b] el interpolante en realidad
permanece acotado por la suma de los valores absolutos de los coeficientes c().
Por lo tanto, es comun usar interpolantes de Chebyshev como funciones de

aproximacién en un intervalo dado.

A continuacion se presenta el cédigo en en software Octave para generar el

polinomio de Chebyshev mediante definicién por recurrencia:

1 % Dato de entrada n = grado del polinomio Y%
> function T=chebyshev (n)
3 syms X
4 1f n==
T=sym (1) ;
6 elseif n==
7 T=x;
s else
9 T=2*x*chebyshev(n-1) -chebyshev(n-2);

10 T=expand (T) ;
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11 end

Posteriormente se presenta el polinomio de Chebyshev generado tinicamente
hasta el grado 10, debido al coste computacional que se requiere para generar

polinomios mas extensos.

fi_', Octave

Archive  Editar  Depurar  Herramientas Ventana Ayuda Noticias

) =
1 D Directorio actual: C:\Users\AMD 2021\Downloads ~ ‘t ;

Explorador de archivos & ¥ Ventana de comandos

- => for P=0:10,disp(chebyshev(PF)), end
C:/Users/aMD 2021 /Downloads 4 ‘t me 1

Nombre -

» DOCUMENTACION_DENISSE GONZA I 2= -1
3
» GRAFICOS_ULTIMOS 4y - Fky
» New 4 2
8%x - 8%¥x + 1
» Mueva carpeta = #
5 3

¥ Tesis_Formato_Institucional le*xe - 20%x + 5%x

g 2 Abrégeé d'histoire des mathématiques 1... € 4 z

- o i 3z¥x - 4B%x  + 18%x - 1

[=| 2 Abrégé d'histoire des mathématiques 1... 7 5 =
L M5 3 Ahréné d'histnirs des_mathémationess 1 €4*x - 112*%x + S5€*x - Tz

=1 € 4 2

. ) .
Espadio de trabajo = 12a*x - 256%m + le0*z - 32%x + 1
Filtrar (] s 7 s 3

- - 256%x - 576%*x + 432%*x - 120*x + 9%x
Mame Class Dimension 10 = & 4 2
5l2%x - 1280*x + 1120%x - 400*=x + 50%x -1
double 1x1 .

Historial de comandos S

Filtrar (]

for P=7,displchebyshev(F}}, end
for P=0:€,disp(chebyshewv(P) ), b6 end
for P=0:7,disp (chekyshev(PF)),end
for P=0:8,disp(chebyshev(PF) ), end
for P=0:8,disp(chebyshev(P)),end
for P=0:¢&,disp(chebyshev(P)),end

for P=0:10,disp{chebyshev (P}, end

Ventana de comandos Documentacidn Editor de variables Editor

Gratico 4.1: Polinomio de Chebyshev

generado.

Fuente: Elaboracién propia
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4.3. Polinomio interpolador de Chebyshev

4.3 Polinomio interpolador de Chebyshev

Algoritmo

function P=chebypolinomio(f,n,a,b)
if nargin==2
a=-1;b=1;
end
k=1:n+1;
X=cos ((2*k-1) *pi/(2*x(n+1)));
X=(b-a)/2xX+(a+b) /2;
Y=£(X);
P=polyfit (X,Y,n);
fplot(f,[a bl,’r’)% funcion original
hold on
plot(X,Y,’0’, ’markerfacecolor’,’k’)
x=linspace(a,b,200) ;
y=polyval (P,x);
plot(x,y,’k--?)7% polinomio Ch

legend (’funcion original’,’Puntos Ch’,’polinomio Ch?’)

7 grid on

end

A continuacién se visualiza el polinomio interpolador de Chebyshev mediante un

ejemplo:

Polinomio de grado 4 en el rango [—1,1] de la funcién x* + 5x — 1

Ventana de comandos
Tl ans =

I -5.445%6e—-1€ -—-4_2525e-15

e

=
;#! > chebypolinomico (@ {x)x.~2+5%x-1,4)
e

1.0000e+a0 5.0000e+00

=1.0000e+00
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100 . . .
funcion original
80 F ® Puntos Ch
— — — - polinomic Ch
60
40
20
@
E WU .. i
0 o e ——
_‘20 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5

Gratico 4.2: Polinomio interpolador de

Chebyshev.

Fuente: Elaboracién propia

4.4 Aproximacion polinomial de Chebyshev

Algoritmo

| function chebyshevaprox (f,n)
> k=1:n+1;

3 X=cos ((2*k-1) *pi/(2*x(n+1)));
1 Y=f(X);

5 C=zeros (1,n+1);

6 for j=0:n

7 for k=1:n+1

8 temp (k) =Y (k) *chebyshevT (j,X(k));
9 end

10 C(j+1)=2/(n+1)*sum(temp) ;
11 end

2 C(1)=C(1)/2;

13 x=linspace(-1,1,200);
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4.5. Ejemplo aplicativo

fplot(f,[-1,1]1,°r?)

5 hold on

plot(X,Y,’0’, ’markerfacecolor’,’k?’)

7 t=zeros (n+1l,length(x));

for i=0:n
t(i+1,:)=C(i+1)*chebyshevT (i,x);

end

y=sum(t) ;

plot(x,y,’k--7)

legend (’funcion original’,’Puntos Ch’,’polinomio?’)

Por consiguiente, se muestra la aproximacién polinomial de Chebyshev de

TTapi— tomada como ejemplo. De donde se

deduce que mientras maés alto sea el grado del polinomio, mayor seré la precision

grado 4 que se obtiene de la funcién

obtenida.

400
funcion original
300 ¢ ® Puntos Ch
— — —- polinomio
200
100 /,/
//

0 /

-100 2
//,-/
-200 r@¢—
-300 :
-1 0.5 0 0.5 1

Gratico 4.3: Aproximacién polinomial de

Chebyshev.

Fuente: Gonza, Denisse, 2023.

4.5 Ejemplo aplicativo

Para completar el estudio del método se ejecuta un tltimo ejemplo aplicado sobre
datos energéticos, por lo cual a continuacién se presenta una tabla de datos del

Balance Nacional de Energia del Ecuador (1995-2019).
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1995 160.507,0 63940,8 41980,7
1996 160.262,9 74981,9 481694
1997 160.429,9 64067,2 48667,9
1998 156.621,9 69761,7 48687,6
1999 155.784,0 65435,3 45013,1
2000 167.032,9 78138,8 49258

2001 167.051,7 75838,2 50187,4
2002 162.839,2 74663,6 534214
2003 175.100,8 70594,1 544425
2004 216.183,9 77507,2 58352,3
2005 218.876,3 72213,6 597964
2006 220.712,2 75872,1 63574,4
2007 211.706,9 77757,9 65769,5
2008 210.388,1 80943 70170,2
2009 201.465,6 79752 73541,4
2010 200.729,5 72446,2 75649,5
2011 207.493 4 80973,6 80127,8
2012 211.098,3 81907,3 83251,8
2013 216.073,7 109517,9 87586

2014 229.586,7 117550,2 93918,7
2015 225.020,7 116362,3 90568,6
2016 226.539,2 82204,5 82535,9
2017 221.878,8 87893,1 86244,9
2018 216.026,9 84713,1 89564,1
2019 223.368,4 85171,9 903814

Cuadro4.1: b

Fuente: Elaboracién propia
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4.5. Ejemplo aplicativo

Siguiendo el proceso, se tiene que realizar un estudio por tramos, debido a que
la naturaleza de los puntos dados es muy extensa y si se hace un solo anélisis el

polinomio generado exigiria un coste computacional enorme.

4.5.1 Analisis por tramos

Anadlisis total 1995-2019

Cédigo utilizado

year=[1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 ]°;
consumo=[41980.7 48169.4 48667.9 48687.6 45013.1 49258 50187.4
53421.4 54442.5 58352.3 59796.4 63574.4 65769.5 70170.2 73541.4
75649.5 80127.8 83251.8 87586 93918.7 90568.6 82535.9 86244.9
89564.1 90381.4]7;

x=linspace (min(year) ,max (year)) ;

plot (year,consumo,’b’)

legend (’Consumo de Energia KBEP?)

grid on

Representacién grafica

100000

CmmumodeEnaQaKBEP‘

90000 | \/ ]

80000 F i

70000 r 1

60000 1

50000 F 1

40000 : - : :
1995 2000 2005 2010 2015 2020

Grafico 4.4: Oferta total de energfa.

Fuente: Gonza, Denisse, 2023.

55



Capitulo 4. UNA ILUSTRACION DE LA APLICACION

Se puede observar que el gréfico (4.4) refleja como el consumo de ergia de 1995
a 2019 varia de acuerdo a distintos factores precedentes. En particular, se nota el

déficit de consumo de energia que existe en los afios 1993-1999 y 2015-2016.

Primer tramo 1995-199

Cédigo utilizado

year=[1995 1996 1997 1998 1999]°;
consumo=[41980.7 48169.4 48667.9 48687.6 45013.1]7;

s x=linspace (min(year) ,max(year)) ;

plot (year,consumo,’m’)

5 legend (’Consumo de Energia KBEP?)

grid on

Representacién grafica

En este primer tramo se puede observar cierta tendencia, puesto que del afio
1995 a 1996 existe un claro crecimiento y de 1996 a 1998 el consumo se mantiene,
pero de 1998 a 1999 el consumo disminuye notoriamente, esto se debe a factores
externos como, existencia de estiajes, crisis politicas (cambio de sucres a ddlares),
crisis sociales, precio del combustible, produccién solo en centrales hidroeléctricas
y cortes de energia. Todos estos problemas suscitados en esta época influyeron en

el decrecimiento del consumo total de energia.
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50000

—— Consumo de Energia KBEP

48000

46000

44000

I
e,

42000 ¢

40000
1995

1996

1997

1998

1999

N

Grafico 4.5: Oferta total de energia de 1995
a 1999.

Fuente: Gonza, Denisse, 2023.

Segundo tramo 1999-2014

Cédigo utilizado

year=[1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
2011 2012 2013 2014 ]°’;

3 consumo=[45013.1 49258 50187.4 53421.4 54442.5 58352.3 59796.4 63574.4

65769.5 70170.2 73541.4 75649.5 80127.8 83251.8 87586 93918.7]°;
x=linspace (min(year) ,max (year));

» plot (year ,consumo,’g’)

legend (’Consumo de Energia KBEP?)

s grid on
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Representacién grafica

En el segundo segmento ya se puede observar una estabilidad creciente, ya
que los factores politicos sociales fueron disminuyendo en ese tiempo. Notemos
que el consumo también se relaciona con el desarrollo del pais , entonces, si se
consume mds energia significa que hay mas gente que trabaja, méas fébricas y
més movimiento en el sector transportista. Ademas influy6 el crecimiento de la
poblacién, puesto que mientras més habitantes hay, mayor serd el consumo de

energia.

100000 . . .

- Consumo de Energia KBEP
90000 r ]

80000 r T

70000

60000 1

50000 r 1

40000 ' ' '
1995 2000 2005 2010 2015

Grafico 4.6: Oferta total de energia
1999-2014.

Fuente: Gonza, Denisse, 2023.
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Tercer tramo 2014-2019

Cédigo utilizado

year=[ 2014 2015 2016 2017 2018 2019 ]’;

> consumo=[93918.7 90568.6 82535.9 86244.9 89564.1 90381.4]°;

3 x=1linspace (min(year) ,max (year)) ;

'S

plot (year,consumo,’r’)

5 legend (’Consumo de Energia KBEP?’)

s grid on

Representacién grafica

En este dltimo y tercer tramo el consumo de energia disminuye nuevamente,
debido a distintas situaciones ya mencionadas anteriormente. En el periodo 2009
- 2013 el precio del petréleo era muy bueno, pero del afio 2014 al 2016 lo que se
nota es nuevamente un decrecimiento total del consumo y esto se debe a que el
precio del combustible baj6 extremadamente, hasta el punto de compararlo con el
coste mayor que tenia una caja de banano que producia el pais. De 100 délares que
valia un barril de petréleo pasé a disminuir a 30 $ aproximadamente. El cambio
climatico también afect6 basatante, ya que la lluvia era escasa en las centrales
hidroeléctricas. Todas estas situaciones exdgenas reflejan el decrecimiento que se

produjo hasta 2016.
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94000 . . . .
—— Consumo de Energia KBEP
92000 r .
90000 | i
88000 g
86000 r 7
84000 g
82000 : ' ' :
2014 2015 2016 2017 2018 2019
Grafico 4.7: Oferta total de energia
2014-2019.
Fuente: Gonza, Denisse, 2023.
4.5.2 Polinomios obtenidos
Interpolaciéon primer segmento
Algoritmo
year=[1995 1996 1997 1998 1999];
consumo=[41980.7 48169.4 48667.9 48687.6 45013.1];

3 polyfit (year, consumo ,4)

p=polyfit (year,consumo ,4) ;

hold on

» xx=1linspace (min (year) ,max (year)) ;

yy=polyval (p,xx);

plot (year,consumo,’*’ ,Xx,yy)
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4.5. Ejemplo aplicativo

9 legend (’Puntos’)

10 grid on

Representacion grafica

50000

#*  Puntos

48000 | A b
46000 |/ \

44000  /

T

42000

40000 ' : : :
1995 1996 1997 1998 1999

Gréfico 4.8: Interpolacién primer segmento.

Fuente: Gonza, Denisse, 2023.

Polinomio generado

Ventana de comandos

»» interl
warning: matrix singular to machine precision, roond = 5.05418e-27
warning: called from
polyfit at line 157 columm 5
interl at line 3 column 1
ans =

-3.51&3e+02 2.805%0e+0€ -8.4147e+03 1.1203e+13 -5.55937e+lS

warning: matrix singular to machine precision, roond = 5.05418e-27
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—3.5163x10%x* 4 2.8090x10°x% — 8.4147x10°x2 + 1.1203x10%3x — 5.5937x10%°

Interpolacion segundo segmento

Algoritmo

1 year=[1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011
» 2012 2013 2014];

3 consumo=[45013.1 49258 50187.4 53421.4

1+ 54442 .5 58352.3 59796.4 63574.4 65769.5 70170.2 73541.4 75649.5 80127.8
5 83251.8 87586 93918.7]

6 polyfit (year, consumo ,4)

7 p=polyfit (year,consumo ,4) ;

8 hold on

9 xx=1linspace (min (year) ,max (year)) ;

0 yy=polyval(p,xx);

1 plot (year ,consumo,’*’ ,XX,yy)

> legend (’Puntos’)

13 grid omn
Representacion grafica

100000
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Gréfico 4.9: Interpolacién segundo

segmento.

Fuente: Gonza, Denisse, 2023.
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Polinomio obtenido

Wentana de comandos

>> interl

consumo =

Columns 1 through 11:

4 5013e+04 4 _9258e+04 5.0137e+04 5.3421e+04 5_4442e+04 5.8352Ze+04 5_97%€e+04 €.3574e+04 €_5770e+04 7.0170e+04 7.3541le+04

Columns 12 through 1€:

7.5E50e+04  5_0128e+04  B5.3252e+04  5.758Ee+04 5 _3515e+04
warning: matrix singular to machine precision, rcond = 1.11636e-24
warning: called from

polyfit at line 157 column §

interz at line 3 column 1
ans =

2.07€5e-01 -2.4€4Ee+03  7.4033e+0€ -3.853Es+03  4.945le+ll
warning: matrix singular to machine precision, rcond = 1.11€3€e-24
warning: called from

polyfit at line 157 column §
interZ at line 4 column 2

3.0769x10 1x* — 2.4646x10%x> + 7.4033x10%x2 — 9.8836x10°x + 4.9481x10'2

Interpolacion tercer segmento

Algoritmo

| year=[ 2014 2015 2016 2017 2018 2019 1;

> consumo=[93918.7 90568.6 82535.9 86244.9 89564.1 90381.4];
3 polyfit (year, consumo ,4)

4+ p=polyfit (year,consumo ,4) ;

hold on

[$

6 xx=linspace (min(year) ,max (year)) ;

~

yy=polyval (p,xx);
s plot (year ,consumo,’*’,xx,yy)
9 legend (’Puntos’)

10 grid omn
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Representacién grafica
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Gréfico 4.10: Interpolacién tercer segmento.

Fuente: Gonza, Denisse, 2023.

Polinomio obtenido

Ventana de comandos
=> inter3

warning: matrix singular to machine precision, rcond = 1.35105e-2&
warning: called from

polyfit at line 157 column 5

inter3 at line 3 column 1

ans =

-3.8637e+02 3.1léZet0e -5.4Z5let0S 1.Ze70e+l32 -€.38€5e+l5
warning: matrix singular to machine precision, recond = 1.35105e-2&
warning: called from

polyfit at line 157 column 5
inter? at line 4 column 2

—3.8637x10%x* + 3.1162x10°x% — 9.4251x10%x2 + 1.2670x10'3x — 6.3865x10°
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4.5. Ejemplo aplicativo

Interpolacion total

En este altimo gréfico se puede observar como la interpolaciéon de Chebyshev es
bastante préxima a los puntos del consumo de energia. Se concluye que los ceros de
los polinomios de Chebyshev no estdn igualmente espaciados, a como se utiliza en
otros métodos de interpolacién. Los ceros de los distintos tipos de polinomios de
Chebyshev, forman una mejor seleccién de puntos que los igualmente espaciados.
De hecho al observar el presente ejemplo, entre mas crece el valor de 1, mas se
acerca la interpolacién a la funcién interpolada. Que es una diferencia a cuando se
usan otros métodos y entre més grande es el grado, hay partes de la interpolacion

que tienen una diferencia muy grande con la funcién original.

100000 r

*  Puntos
90000 | !I,z‘ ;
80000 /

=

70000 | ////
60000 | ////

o
50000 |, % % ’/////
"
40000 - ' ' ' ' -
1995 2000 2005 2010 2015 2020
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