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RESUMEN

El objetivo del presente proyecto de investigacion fue estudiar la espectroscopia de absorcion
saturada usando el formalismo de matriz densidad para desvelar la estructura hiperfina del atomo
de Litio. Para ello, se utilizé el esquema de d&tomo de dos niveles que representa la interaccion de
un campo monocromatico sobre un conjunto de d&tomos. Se postulé la ecuacién de Liouville para
obtener los efectos de coherencia dentro del formalismo de matriz densidad. Se aplicé una
distribucién tipo Maxwell-Boltzmann para introducir la temperatura en el gas de atomos y el
efecto Doppler debido al movimiento. Se aplic6 teoria de perturbaciones en la matriz densidad
para determinar las ecuaciones hidrodindmicas del sistema para N-campos electromagnéticos. Se
consideré un caso simplificado de dos haces contra-propagantes, haz de bombeo y haz de prueba,
y se estudid la SAS. Se introdujo el efecto de las degeneraciones producidas por los nimeros
cuénticos hiperfinos provenientes de la suma de todos los momentos angulares. Se utilizé el
teorema de Wigner-Eckart para plantear la forma hidrodinamica de la estructura hiperfina del
atomo de Litio. Como resultado, se obtuvo un espectro de absorcién, que muestra el esquema de
agujeros dado por la SAS. De igual forma, de acuerdo al andlisis cualitativo de las ecuaciones
hidrodinamicas del Litio se infirid que la distribucion de los sub-niveles hiperfinos del estado
base en el limite de altas temperaturas también mostrara el esquema de agujeros. Se concluye,
que los efectos de la estructura hiperfina manifestados en el espectro de absorcién de Litio dentro
del marco de formulacion hidrodindmica corresponden a una forma analoga pero inconclusa, por
el gran nimero de ecuaciones dindmicas que tiene el sistema. A partir de estos principios basicos

se recomienda hacer una extension hacia el calculo numérico.

Palabras claves: <BIOFISICA>, <LITIO (Li)>, <MATRIZ DENSIDAD>, <ESTRUCTURA
HIPERFINA>, <ESPECTROSCOPIA DE ABSORCION SATURADA>, <ESPECTRO DE
ABSORCION>

Firmado digitalmente por

L U I S \L/L:SGAALSBERTO CAMINOS

Nombre de reconocimiento

ALB E RTO (DN): c=EC, I=RIOBAMBA,

serialNumber=0602766974,
CAM I N OS cn=LUIS ALBERTO

CAMINOS VARGAS

Fecha: 2020.09.29 13:32:28 0331-DBRAI-UPT-2020

VARGAS =

Xiii



SUMMARY

The objective of the present investigation project was to study the saturated absorption
spectroscopy using the density matrix formalism to reveal the hyperfine structure of Lithium
atom. For that, it was used the two-level atom scheme which represents the interaction of the
monochromatic field on a set of atoms. It was postulated the Liouville equation to get the
coherence effects within of density matrix formalism. It was applied a Maxwell-Boltzmann type
distribution to introduce the temperature in the gas atoms y the Doppler effect due to the motion.
It was applied perturbation theory in the density matrix to determine the system hydrodynamics
equations for N-electromagnetic fields. It was considered simplified case of two counter-
propagating beams, pump beam and probe beam, and it was studied the SAS. It was introduced
the degenerations effects produced by the hyperfine quantum numbers come from the sum of
whole the angular momentums. It was used the Wigner-Eckart theorem to propose the hyperfine
structure hydrodynamic form of the Lithium atom. As a result, it was got an absorption spectrum,
which shows the holding scheme given by the SAS. Similarly, according to the qualitive analysis
of the hydrodynamics equations of Lithium it was inferred that the distribution of the sub-levels
hyperfine of the ground state in the high temperatures limit will also show the holding scheme. It
concludes that the hyperfine structure effects manifested in the Lithium absorption spectrum
within del hydrodynamic formulation frame corresponds to an analogous form but unfinished,
because of the large number of equations that has the system. From these basic principles it is

recommend making an extension towards the numerical calculation.

Keywords: <BIOPHYSICS>, <LITHIUM (Li)>, <DENSITY MATRIX>, <HYPERFINE
STRUCTURE>, <SATURATED ABSORPTION SPECTROSCOPY>, <ABSORPTION
SPECTRUM>
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INTRODUCCION

En las dltimas décadas la tecnologia ha comenzado a orientarse al control y la manipulacion de
sistemas cuanticos y sus grados de libertad, ya que existe una amplia gama de posibles
aplicaciones dentro de la industria. El control a nivel atémico resulta crucial en sistemas
relacionados con espectroscopia, pues tienen una gran relevancia dentro de la llamada ingenieria
cuantica. Las técnicas experimentales desarrolladas para esta clase de sistemas poseen una
elevada versatilidad y un control fino de los grados de libertad internos a partir del control de los
parametros externos. Asi, las diferentes técnicas existentes de fisica atdbmica y dptica nos permiten
tener acceso al comportamiento cuantico de la muestra, y por lo tanto tenemos una calidad sin

precedentes en el control de los llamados sistemas de interaccion radiacién-materia.

Esto significa, que la piedra angular de esta clase de esquemas es el dominio experimental de la
interaccion de la luz con la materia. En particular, para la radiacién electromagnética hay una gran
variedad de pardmetros que son potencialmente accesibles como la intensidad, la frecuencia, la
fase y la desintonia, que tienen efectos claramente observables en ensambles atdmicos, en especial
en los gases. Es en este punto, en donde la espectroscopia de absorcion saturada (SAS, de sus
siglas en ingles Saturated Absorption Spectrocopy) tiene una gran relevancia en el control y
manipulacién sistemas atdmicos. En particular, la linea de espectroscopia puede fijarse como
referencia la frecuencia de los &tomos asociada a la transicion del estado base al primer estado
excitado, dentro de la llamada estructura hiperfina, esta frecuencia resulta ser una referencia

absoluta que depende apenas de la cuantizacion energética de los niveles.

Para este proyecto, existen varias estrategias a fin de desarrollar la SAS en el formalismo de matriz
densidad y asi poder revelar la estructura hiperfina del &tomo del Litio, por lo tanto, es necesario
entender conceptos fundamentales que deben ser organizados de manera escalonada desde las
nociones méas basicas de mecanica cuantica hasta los fundamentos de sistemas atomicos en
campos de radiacion. La secuencia de esta dialéctica se describira en las proximas secciones, sin
perder el objetivo mas esencial, desarrollar el formalismo de matriz densidad y hacer una
extension hacia la estructura hiperfina para el entendimiento de las lineas D1 como D2 del &tomo
de Litio.

El presente trabajo de titulacion consta de 3 capitulos:

En el Capitulo | se aborda los antecedentes, planteamiento del problema, justificacion, objetivos

y el marco teorico referencial que sera esencial para el desarrollo y comprension del trabajo.

El Capitulo Il describe la metodologia general para el desarrollo del trabajo, se resuelven las
ecuaciones de Liouville en el equilibrio para obtener el coeficiente de absorcion, se incluye el

patrén de movimiento atdmico y por tanto de la temperatura, se formaliza la forma hidrodinamica

1



de la matriz densidad, se aplica la teoria de perturbaciones para abordar la SAS y finalmente se

incluye la estructura hiperfina.

El Capitulo 111 esta dedicado a los resultados obtenidos con su respectiva discusion sobre el
esquema de agujeros en el marco de la SAS y se detalla generalidades de la estructura hiperfina
del Litio.



CAPITULO I
1. MARCO TEORICO REFERENCIAL
1.1. Antecedentes

La SAS es una técnica que ha sido ampliamente estudiada desde la perspectiva tedrica, y con
mayor profundidad durante los afios 80 (Meystre y Sargent, 2007, p. 222). De hecho, fue en esta
época, en donde mas se desarrollaron modelos para interpretar los espectros de los vapores
atébmicos que se observaban en los laboratorios durante los afios 70 (Berman y Malinovsky, 2010,
p.136). Dichos modelos fueron muy elaborados e involucran procesos conceptuales altamente
complejos. El desarrollo y entendimiento de las nociones mas fundamentales de la interaccion
radiacion-materia, llevd consigo al mejoramiento de las propias técnicas espectroscépicas, en

especial aquellas relacionadas con el acceso a la estructura hiperfina de los atomos.

En 1972, Haroche S. y Hartmann F. estudiaron la SAS en un atomo de dos niveles en presencia
de dos radiaciones contra-propagantes de la misma frecuencia, un campo fuerte (haz de bombeo)
y el otro campo débil (haz de prueba). Mostraron que cuando el haz de bombeo es muy fuerte
puede haber una modificacién apreciable en la forma de la linea del pico de transicion en el haz

de prueba (Haroche y Hartmann, 1972, p. 1280-1281).

En el estudio de (Bordé et al., 1976, p. 256) introducen el formalismo de matriz densidad para el
calculo de perturbaciones de tercer orden de la forma de linea de absorcion, donde incluyen
también los tiempos de relajacion, efectos de transito y efecto Doppler. Proporcionando
ecuaciones generales que describen la forma de la linea espectroscéopica, asi como ecuaciones

aproximadas validas en varios dominios.

Un estudio teérico de la SAS del #Rb usando el formalismo de matriz densidad para atomos de
muchos niveles se reporta en (Maguire et al., 2006, pp. 2709-2711); en el cual, se derivan un conjunto
de ecuaciones diferenciales acopladas para el estado interno del &omo en un campo de luz de
onda estacionaria. Sus resultados muestran que la absorcion en cada desintonia (del inglés
detuning) del laser se encuentra a partir de un promedio de la absorcion para una serie de

velocidades a lo largo del campo de radiacion.

Desde el enfoque de sistema de dos niveles, Noh H. en 2009 presenta un estudio tedrico de
soluciones analiticas para SAS donde enfatiza los efectos de la saturacion y del bombeo 6ptico
sobre el espectro. Sus respectivas ecuaciones muestran que el espectro libre de Doppler tiene una

forma Lorenziana (Noh, 2009, p. 1181-1187).

En el estudio tedrico-experimental descrito por (Kim etal., 2009, p. 1-7), presentan espectros de

absorcion no lineal en celdas de vapor causados por absorcion saturada y resonancias oscuras
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coherentes; en el cual, en funcion de la matriz densidad identifican teéricamente que el bombeo
Optico domina la forma de la linea en SAS. Proporcionando una perspectiva para el estudio de

SAS en vapores alcalinos a partir de una descripcion de sistema de tres niveles.

En 2013, Rowan M. en su trabajo tedrico-experimental presenta las formas de linea de las
transiciones D, y D, de Litio obtenidas mediante retroreflexion del laser diodo. Sus resultados de
los perfiles libres de efecto Doppler para frecuencia centrales de las transiciones son corroborados

con los célculos de la matriz densidad para un atomo de dos niveles (Rowan, 2013, p.3).

En 2018, Moon G, y Noh H. presentan una férmula empirica para identificar el FWHM (Full
width half madximum) en SAS de un &tomo de dos niveles, tomando en cuenta tanto el esquema
de agujeros (o hole burning del inglés) como el término de coherencia en el limite del

ensanchamiento Doppler (Moon y Noh, 2018, p. 3881).

1.2.Planteamiento del problema
1.2.1. Enunciado del problema

La técnica de SAS es un sistema constituido por dos haces de luz laser derivados de un Gnico haz
gue son enviados a través de una celda de vapor atdmica, a uno de ellos se le llama haz de bombeo
y al otro haz de prueba, los cuales se entrecruzan dentro del gas atdmico ya sea en una
configuracion contra-propagante superpuestos uno sobre el otro, o0 a 90 grados formando una cruz
(Levenson, 1982, pp. 66-73). Mientras que el haz de bombeo tiene una alta intensidad y sirve para que
el gas sea transparente, la transmitancia del haz de prueba a través del vapor atdmico se registra
en un fotodiodo proporcionando la sefial de espectroscopia develada (Das y Natarajan, 2007, p. 1-9),
permitiendo observar y acceder a la estructura hiperfina de los atomos. Esta técnica ha resultado
fundamental en el estudio de la estructura electrénica de los atomos, pues elimina el
ensanchamiento de las lineas de absorcion debido a los efectos térmicos del gas. Idealmente, la
resolucién de las lineas espectrales medidas utilizando SAS se encuentra limitada Gnicamente por
la anchura natural de la transicion observada. Esto significa que para estudiar la estructura interna
o hiperfina de un 4tomo es necesario conocer las reglas de suma de momento angular cuantico y
en particular, el correcto entendimiento de las reglas de transicion entre el estado base y el primer

estado excitado (Belluzzi, Landi Degl’Innocenti y Trujillo, 2015, pp. 1-2).

Desde el enfoque tedrico, hacer una deduccidn a partir del llamado calculo de primeros principios,
es decir, a partir de un Hamiltoniano que contenga todas las interacciones y los efectos de la
estructura interna, resulta ser un problema altamente complicado y engorroso de resolver, ya que
involucra un sistema de muchas particulas con muchos grados de libertad internos cuanticos (el

espin del electron y del ndcleo, por ejemplo) (Maneekhum, 2009, pp. 20-21). ¢Sera posible tener un



modelo que permita hacer una descripcion razonable? ;Cémo se puede introducir una descripcion
gue ademas incluya la estructura hiperfina atomica? ;Cémo se incluyen los efectos de la

temperatura de manera préctica en dicho modelo?
1.2.2. Formulacién del problema (hipdtesis)

¢Sera posible el estudio de la espectroscopia de absorcion saturada mediante el formalismo de

matriz densidad para revelar la estructura hiperfina del atomo del Litio?

1.3. Justificacion

La técnica de SAS toma relevancia para resolver los espectros de la estructura hiperfina de los
atomos de Litio, cuyos anchos de linea estan limitadas apenas por el natural de las transiciones
I' ~ 2 X 6 MHz (Das y Natarajan, 2007, p.2). A saber, desde el &mbito experimental, se usa al propio
atomo con estas lineas tan estrechas como candidatos para establecer una referencia de frecuencia

absoluta, con la cual se compara la frecuencia de emision laser y se estabiliza activamente.

Existen ya, una gran variedad de experimentos que tienen por sede paises Latinoaméricanos, en
particular México tiene una diversidad de experimentos relacionados con fisica atdmica y
molecular, como por ejemplo la condensacion de Bose-Einstein en el Laboratorio de Materia
Ultrafria (LMU) del Instituto de Fisica de la Universidad Nacional Auténoma de México. En
donde, la técnica de la SAS resulta relevante e importante como infraestructura fundamental para
el enfriamiento y confinamiento de gases atdbmicos. Siendo que, la propia SAS constituye una
herramienta esencial para la ejecucion de los experimentos relacionados con materia cuéntica, asi

como motivo de investigacion per se.

Este trabajo de titulacion se acopla y encaja perfectamente con las necesidades del LMU, pues
pretende abordar temas especializados a través de la teoria de la matriz densidad, usando el
modelo de dos niveles. Por lo que, el estudio profundo de la SAS desde una perspectiva tedrica
permitira mejorar y contrastar las metodologias ya existentes en el laboratorio, comparando
directamente los resultados obtenidos via matriz densidad con los fenémenos que ocurren en la
celda de espectroscopia de los isdtopos de Litio. Ademas, proporcionara un panorama mas amplio
y un posible salto o extensiones a nuevas técnicas experimentales, asi como potenciales aportes
al desarrollo de estas. También se podra iniciar bases para el desarrollo de software especializado
y abierto, para implementarse dentro del propio LMU y en otros grupos de investigacion gque se

encuentran desarrollando técnicas experimentales similares.

Es en este punto, en donde este trabajo de investigacion toma relevancia, actualmente las
necesidades experimentales demandan el desarrollo de modelos con la elegancia de los métodos

de la matriz densidad, ya que como fue mencionado, permite no solo estudiar sistemas con
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estructura, sino que también permite abordar el problema de grandes ensambles de atomos que se

encuentran a una temperatura finita.
1.4.0Objetivos
1.4.1. Objetivo General

Estudiar de manera detallada la espectroscopia de absorcidn saturada usando el formalismo de

matriz densidad para desvelar la estructura hiperfina del atomo de Litio.
1.4.2. Obijetivos Especificos

e Comprender la estructura hiperfina de un atomo hidrogenoide a partir de los primeros
principios del Hamiltoniano formulado en mecénica cuantica.

e Estudiar el sistema de dos niveles usando el formalismo de matriz densidad.

¢ Introducir los efectos de la temperatura en un gas atomico dentro del formalismo de matriz
densidad.

e Extender el formalismo de la matriz densidad en el estudio de la estructura hiperfina de un

gas de Litio.
1.5.Marco Tebrico
1.5.1. Nociones de mecénica cuantica

1.5.1.1. Teoria de momento angular

En la mecénica clasica se estudia una clase de potenciales, llamados potenciales centrales, y estos
se caracterizan porque tienen una cantidad conservada, el momento angular orbital. Como es
natural, los sistemas microscépicos, en especial los de fisica atdbmica, se diferencian porque para
cada uno de sus componentes, como los nuicleos y electrones, tienen ademas del momento angular
orbital otro momento angular intrinseco conocido como espin. En el &tomo, estas cantidades se
presentan mediante operadores y la suma de todos los momentos angulares conforman el espin

hiperfino (Foot, 2005, p.102), esto es

-~

F=L+S+1I (1)

En donde L es el momento angular orbital, S es el espin del electrén e [ es el espin del nticleo. En
general, las rotaciones en mecanica cuantica satisfacen un algebra general especifica, conocida

como algebra de momento angular y se representa mediante un conmutador de operadores:

[ﬁk' Fl] = z iheklmﬁ'm. (2)

m



En donde # es la constante de Planck y los subindices k,[,m = x, y, z pueden ser cualquiera de
las componentes espaciales. €, €s el simbolo de Levi-Civita, y este puede tener valores

0,+1,—1, si se repiten los indices son ciclicos o anticiclicos, respectivamente.

Una buena base para estos operadores se encuentra escogiendo el cuadrado del operador de la

ecuacion (1) y la componente-3, esto es:

ﬁlelMF>=F(F+1)h2|F5MF)J ﬁ3|F'MF)=MFh|F'MF)I (3)

donde F y My son nlimeros cuéanticos asociados a los operadores F2 y F5. Por un lado, se tiene

1
momento angular total con F = O'E’ 1,

N W

5 . . . .
12,2,3, ... Sin embargo, esto no significa necesariamente

que F debe tomar todos estos valores. Por otro lado, para un valor dado de F existen 2F + 1
valores posibles de proyecciones asociadas con —F < My < F y consecuentemente el espacio
también serd de dimension 2F + 1. Los valores de dichos nimeros cuénticos estaran restringidos
no solo por su élgebra, sino también por los valores correspondiente a la suma de los operadores
L, S e I los cuales son diferentes para cada 4tomo y para cada is6topo (Bransden y Joachain, 1973, pp.
95-96). Es decir, en general, F determina si los &tomos presentan caracteristicas bosonicas (con

espin entero) o fermidnicas (con espin semi-entero).

Ademas, se puede definir la relacién de ortogonalidad y completez en términos de F y Mp:

F
(F',MEIF, Mp) = 80 Oy s . > |F,Mp)(F, Mp| = 1. @

F Mp=-F
Adicionalmente, se sabe que el espin total determina completamente el comportamiento global
de un grupo o una coleccion de atomos. Finalmente, se puede inferir que cuando se conocen las
reglas de momento angular se comprende completamente la estructura individual (interna) de

cada uno.

1.5.1.2. Suma de momento angular

Como es natural, es admisible encontrar estrategias para describir la suma de momentos
angulares. De esta forma, se considera tres momentos angulares, cuyos operadores se suman de

la siguiente forma:
J=JO @1 ®1® + 10 @@ @ I® + 11 ® 1@ @ j® = JO + j@ 4+ j©),

tal que 1, 1) y 13) son los operadores de identidad en cada uno de los sub-espacios de Hilbert.

Sabiendo, que un sistema «acoplado» tiene un espacio de Hilbert que es el producto tensorial de

los sub-espacios, es decir: H =H® @ H® @ H®). De esta manera, podemos sumar los

operadores de tres formas distintas (Yutsis, Levinson y Vanagas, 1962, pp. 16-19):
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72 = W) 1 7@ y Juego sumamos J&.
J@ =7@ 4+ 73 y luego sumamos JV.
3. JO3 =JW 4 7B y Juego sumamos J?.

De forma préctica, se analiza la forma del caso 1, en la cual el vector de estado en la base
desacoplada esta definido por
[j1,J20 3 M1, Mg, m3) = |j1,my) @ iz, mz) & |jz,m3),

en donde los sistemas de momento angular etiquetados (1), (2) y (3) satisfacen las siguientes
relaciones de conmutacion

I = . ineand? ©)

m

cona = 1,2,3 que esta relacionado con los sistemas de momento angular. Separadamente en cada

uno de los sistemas desacoplados, las bases asociadas al cuadrado de los momentos angulares son

J@O* i ma) = jala + DA?lja ma), (6)

y a la componente-3 en cada uno de los espacios

ja(‘a)lja:ma) = mahlja»ma)- (7)

Ahora, construyendo la base acoplada usual tomando los momentos J(12) = J( 4+ J2) de tal
forma que:
J2 J1
lj12,my2) = Z Z j1s J2, J35 M1, Mg, M3y, Jio, J35 My, Mg, M3lji2, Ma2),
Mmy=—jz My=—ji
en donde se cumplen las reglas de seleccion usuales, esto es, considerando los coeficientes de
Clebsch-Gordan ({j1, j2, j3; My, My, M3|j12,M12)) que son diferentes de cero tomando my, =
my +my Y1 — jol < Jjiz < ji +Jj2, 00N —ji, < My, < ji,. Aestabase se lallama parcialmente

acoplada por cuestiones de simplicidad.
El siguiente paso es sumar el tercer momento angular asociado a J©, entonces
J3 J12
lj12;j,m) = Z z lj12,J3 M12, M3 W12, J35 M1z, M3lj1z; J, m),
Mmz=—j3 Miz=—j12

talquem =mqy, + mg=my +my +mg y lj12 —jzl <j <ji2 +j3 con —j <m < j. Eneste

caso es necesario etiquetar la base con el niimero cuantico M ,. Por otra parte, tomando en cuenta



las nociones de suma de dos momentos angulares, la dimension del espacio acoplado debe ser

(2j; + D(2j, + 1)(2j3 + 1) equivalente al nUmero de vectores en la base.

Los operadores de ascenso y descenso en la base acoplada deberian ser:

Juljnzijym) = Jj(j +1) — mgmanyhljz: jum + 1), (8)

y ademas debe existir la siguiente equivalencia

5 1) |, 72 , 73
=IO+ 4P

1.5.1.3. Atomo de un electrén

Dentro de las caracteristicas de la mecanica cuantica se encuentra la cuantizacion de la energia.
En especial, la fisica atdbmica es un area relevante en donde los efectos de esta cuantizacion se
manifiestan de manera concreta. Asi, el anlisis del &tomo de Hidrégeno cobra importancia, ya
que se puede resolver de manera analitica y su estructura de niveles energéticos es bien conocida.
De hecho, el Hidrégeno corresponde uno de las bases fundamentales para la comprension de un

espectro atdbmico (Rowan, 2013, p.7).

Siguiendo esta idea, en esta seccidn se presenta la derivacion dada en (Bransden y Joachain, 1973, pp.
128-134) para el estudio del atomo de Hidrdgeno que representa un sistema de interaccion de dos
particulas puntuales, protén y electron, quienes debido a la atraccion de Coulomb siguen un
potencial central dado por:

1 e?

V(r) =—
) 4meg T

)’

donde e es la carga del electrén, g, es la permitividad eléctrica, r es el radio-vector. En este
trabajo se usard el sistema de unidades internacional metro-kilogramo-segundo (MKS). La
energia del &tomo puede separarse en dos partes, una que corresponde a la energia del movimiento
relativo de las dos particulas y la otro que evidencie el movimiento traslacional del centro de masa

como un todo.

De esta manera, el Hamiltoniano para la energia del movimiento relativo es

2

=>

A= , ©)]

)
=
s =

donde p es el operador del momento relativo y u es la masa reducida. Ademaés, tomando en cuenta
que el atomo puede ser analizado desde el punto de vista de masa reducida, la energia del

movimiento traslacional es cero, y la ecuacién de Schrédinger del atomo es
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h2 k
<_ﬂ V2 — ;> Y(r) = E¥(r). (10)

Para resolver esta ecuacidn, es necesario plantear la separacién de variables, y por ello es

conveniente utilizar coordenadas esféricas y aplicar la siguiente sustitucion

¥Y(r) = R(r)O(6)2(p), 11)

donde R(r) es la parte radial, ©(0) la parte angular cenital y @(¢) es la parte angular azimutal.

Convenientemente, se puede reescribir la parte radial de la ecuacion (10) como

2 g2 I+ DRk
—Z—WW T'R)+2#TR—;R:ER. (12)

Para simplificar esta ecuacién, se consideran las siguientes substituciones

_ / 8uE k / U 2o
= —_——_— = — B — = - /2
7 - r, A . o R = Ar'e F(7),

que conlleva a expresar (10) de la siguiente manera

Ly 2(1 1)dF A—1-1DF=0
P+ 20+ D]z + Q- 1= DF =0.

Esta ecuacion diferencial tiene una solucion en serie de potencias, requiere que
A=1+14+n,,

en cual n, = 0,1,2, ... es el nimero cuantico radial, entonces la cuantizacion de la energia esta

dada por

e? 1 13.6 eV
dmegag (1+1+n,)2 n?

E= : (13)

donde n = 1,2, ... s el nimero cuantico principal y a, es el radio de Bohr.

De este modo, introduciendo los nimeros cuanticos n, [ y m es posible hallar la solucién completa

de la funcién de onda (11), entonces

Woim (1,0, 9) = Rpy(r) 01, (0) D1 (@),

donde

21+ (1 = [mPN >
Oum(0) = {( S )flml')'!"') } R™ (cos),
27\3 (n—1-1)1 1"
Rua(r) = _[<na ) 2(‘:{(n+l)!)}3] e P nst (o)
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1 .
On(p) = =cim?,

con
l=01,..n—1, m=-L1+1,..1—-1,

que representan el nimero cuéntico orbital y nimero cuéntico magnético respectivamente.

1.5.1.4. Teoria de perturbaciones

En teoria de perturbaciones se considera que el problema a resolver es un poco diferente del
problema original, en donde la desviacion entre los dos problemas es pequefia. Aplicando teoria
de perturbaciones es posible calcular la contribucién asociada a dicha desviacion, la cual, es
afiadida a una correccion en la energia y funcion de onda del Hamiltoniano (Zettilli, 2001, p.469). Por
lo tanto, la teoria de perturbaciones constituye una solucion exacta para obtener soluciones

aproximadas.

Existen dos tipos de teorias, la dependiente e independiente del tiempo. Para la seccion de
estructura fina solo compete analizar la independiente del tiempo. En este aspecto, la aplicacion
de este método para el estudio de estados estacionarios consiste en encontrar los valores propios

de E, y los vectores propios de |y,,) de un Hamiltoniano independiente del tiempo dado por

en donde, W representa la perturbacion y es muy pequefia comparada con H, (Hamiltoniano no
perturbado del sistema), por lo que sus efectos en los valores de energia y vectores propios seran

muy pequefios. Los valores propios de (14) estan dados por
(Ho + AW)hy) = Enlipy). (15)
donde A es un pardmetro real adimensional.

Ahora, es importante analizar dos tipos de aproximaciones que van a depender del

comportamiento de H,, es decir, si éste esta degenerado o no.
e Teoria de perturbaciones no degenerada

En este caso, H, no tiene valores propios degenerados, esto implica que para cada nivel de energia

E,(LO) existe un solo vector de estado |¢,,):

Holpn) = EX”1¢y). (16)

La principal idea de teoria de perturbaciones consiste en asumir que tanto los valores y vectores

propios son expandidos en series de potencia (expansion de Rayleigh)
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E, = EQ + 2B + R2EP + o, o) = ) + ALY + 22[2) + -,

los parametros E,gk) y kets |¢,’f) representan la k-ésimas correcciones de los valores y vectores
propios, respectivamente. Realizando las sustituciones pertinentes y tomando en cuenta que
(PnlHolhn) = (Pnlpl) = 0y (¢, |Y,) = 1 se obtiene que la correccion de primer orden de la
energia est4 dada por

ExD = B + (¢l Wlgn), (17)
mientras que los vectores de estado |1,,) de H para primer orden 0 esta dado por

mW n
W)n) = |¢n> + Z %lqu)

m#n ~n

e Teoria de perturbaciones degenerada

En este caso, se aplica teoria de perturbaciones para determinar el espectro de energiay los estados

del sistema donde H, esta degenerado
ﬁld’n) = (ﬁo + W)llpn) = Enll/}n)-
Como los niveles de energia E,SO) estan degenerados, se tiene

Holpn,) = EP|¢n,), (@ =123,..,). (18)

Ademas, se puede escribir los vectores de [i,,) como una combinacién lineal en funcién del

estado |¢n,):
[Yn) = z aa|¢na)l (19)
a=1

considerando |¢na> ortonormal con respecto a a y su norma (r,[Ur,,) = 1, los coeficientes a,

obedecen la siguiente relacion

(Ynly) = Z a;aﬂé‘aﬁ = 2 |aa|2 =1
ap a=1
Con estas ideas es viable calcular los valores propios a primer orden y los vectores de estados a

orden 0 para un estado degenerado, para lo cual se realiza el siguiente procedimiento

1. Para cada nivel degenerado, calcular el determinante de la matriz fxf de la perturbacion

w:
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donde W, = (¢, [W |¢nﬁ>.

2. Diagonalizar la matriz y encontrar los valores propios de E,(li) y sus correspondientes

Aa1
a,;:( 5 ) B=12..).

aaf

vectores propios

3. Finalmente, los valores propios de energia a primer orden estan dados por
En, = E”+EY (a=12,..,). (20)

y sus correspondientes vectores propios a orden cero estaran definidos por:

[n) = ) aapldng).

B=1
1.5.1.5. Estructura fina

La estructura fina de los niveles de energia del &tomo de Hidrégeno esta dada por dos efectos: el
acoplamiento del espin-6rbita y la correccion relativista de la energia cinética. Utilizando teoria
de perturbaciones es posible calcular dichas correcciones; para ello, se parte del siguiente

Hamiltoniano

H= ﬁo + HFSr (21)

en la cual el Hamiltoniano no perturbado H, esta definido por (9) y el Hamiltoniano que determina

la estructura fina corresponde a la suma de (Hertel y Schulz, 2015, pp. 396-398)
ﬁFS=HR+HSO' (22)

El primer término esta relacionado con las correcciones a la energia cinética debido a los efectos
relativistas. Mientras que el segundo término, se debe a la interaccion entre el momento angular
orbital debido al movimiento relativo entre el electrén y el protdn y momento angular magnético

del espin del electron.

La correccion relativista para la energia cinética esta dada por:

A4

(23)



para determinar las correcciones de primer orden de la perturbacion (23) basta con calcular su
valor esperado en el estado |nljm]-) gue corresponde a la base en la suma de momento angular,

es decir la suma del momento angular orbital mas el espin:

2 (0)
ags |E 8
1 _ i ~ . _ FS | n | n 24
Ey’ = (nl]mj|HR|nl]mj) =z T 3), (24)
donde apg = oL corresponde a la constante de estructura fina, que es una medida de la

Mmecag 137
magnitud de los efectos relativistas en el &omo (Auzinsh, Budker y Rochester, 2010, p.15) y en la
aproximacion no relativista E,(f) corresponde a la energia (13) donde se desprecié el momento

angular intrinseco del electrén.

En otro orden de ideas, como se menciond Hg, representa el acoplamiento espin-orbita dado por
la interaccion entre el momento magnético del espin del electrén (ug) y el campo magnético

orbital del nicleo (B) expresado como

Hso = —us - B,
en la cual
eS 1 1dV.
”Sz_mec =emec;a
entonces
2
so z;gczréi -5 (25)

Definiendo el momento angular total J=L+38 y considerando la identidad L-§ =

1,75 ~ A . . . .
> (]2 - 1?2 - 52), los valores propios para un conjunto en la base de estados |nljm) con nimeros

cuanticos I, s,j y m; son
2

L-Snljm) = %[j(i +1) = I(l+ 1) — s(s + D]Inljm),

comoj =1+ % debido a las proyecciones del espin del electrdn, se tiene
e s h2r. 3 >
(nijmlL - Slntjm) = = [](; F1) =11 +1) - Z] _

Los valores propios dados para correcciones de primer orden en este tipo de interaccion espin-

Orbita esta dado por
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) o . e?h? 1. . 3 1
Egy = (nl]mj|HSO|nl]mj) = W [](] +1)—-I1(l+1) - Z] <Tll 3 Tll>,
e
en la cual
(sl = oo
M T B Del D
por lo tanto

. 3
B o [jG+ D — 10+ D -3
n2 I+ 1D2I+1)

EQ) = (26)

Finalmente, la correccion de la estructura fina de primer orden se obtiene sumando las expresiones
(24)y (26)

W _ @, @ _ |, s 3
Epy =Egoy +Ep =E, |1+—|—=—= || (27)
nz\., 1 4
J+t35
De este modo, se observa que la energia no perturbada E,(lo) se encuentra degenerada en [, por

tanto los efecto de la estructura fina en Eg) rompen la degeneracién y de esta manera existen dos

. . 1 s . , ..
posibles valores cuando j = [ 1 permitiendo que los niveles de energia se dividan o se

desdoblen (Rowan, 2013, p.14).

1.5.1.6. Estructura hiperfina

En el espectro atdmico existe otro nivel de division mas alla de la estructura fina, conocida como
estructura hiperfina que resulta de la interaccion entre el momento dipolar magnético del nlcleo
(uy) con el momento dipolar magnético del electron (ug). Las correcciones de energia debido a
este efecto estan en el orden de 10~7eV (Hertel y Schulz, 2015, pp. 447-448), lo cual corresponde
a una millonésima parte en la energia de (13). Estas correcciones daran origen a nuevos

desdoblamientos en la estructura fina.

Usando este conjunto de ideas, se puede plantear el Hamiltoniano de perturbacién debido a la
presencia de uy Yy €s quien permitird las correcciones mas pequefias que corresponde a la
estructura hiperfina, ya que el momento magnético del nlcleo es méas pequefio que el magnético

producido por el electrén. Dicho Hamiltoniano es de la forma:

Hyps = H, + H,, (28)
donde
—~ ihe
Hy=——A"V, (29)
m



en el cual, el vector potencial A debido al dipolo puntual localizado en el origen, esta definido

mediante

Ho 1
A= i (uy X 1) = (30)

con py = gipiy - (donde g; = 5.586 es el factor de Landé nuclear, uy = up = = L2 s ¢l
h M, 1836
magnetdén nuclear y uz es el magneton de Bohr). Introduciendo (23) en (29) se obtiene

—~ Ho 2 1 ~ A
1 =EﬁglﬂBﬂNr_3L'L (31)

enelcual L =rxpypu, = 1/g,c? es la permeabilidad magnética.
Por otro lado, el Hamiltoniano H, esta dado por la interaccion entre el espin del electron y el
campo magnético (B) asociado al potencial vector (30)

ﬁz = —Us B, (32)

donde

_ _H z(l)_ . ]
B_VxA_4n[uN\7 7) = V7))

conociendo que el momento dipolar magnético del electron puede definirse como us =
—gsupS/h (gs = 2 representa el factor de giromagnético para el electron) y V2 (%) = —4mé(r),

asi el Hamiltoniano (32) se reescribe como

Ay = 222 gy [$.172 (1) - (8- )1 ¥)-| (33)

Partiendo de la idea que el campo magnético en el nucleo es més largo y considerando que los

electrones tienen una distribucion de carga de densidad —e|y (1) |?, es conveniente examinar H,

para dos casos r # 0y r = 0 (Bransden y Joachain, 1973, pp. 236-240).

e r+0

Para este caso se considera que el primer término de (26) desaparece y aplicando V? G) =

—418(r) (5(r) = [|Pnoo(0)]? funcion delta), se obtiene
. L1 1, . S-r)(I-
(S-V)(I.V);=r—35-1—3(r3#, (34)

introduciendo (34) en la expresion en (33), se tiene
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. u 1 Sr)(I-r
szﬁrg[ S* N_B%l (35)

Ahora, introduciendo (31) y (35) en el Hamiltoniano (28), se obtiene la interaccion entre el py y

ug paraelcual I # 0

_ o 2 1[. . . (ST w2 1. .
Hyps = EﬁglﬂBﬂNr_g[L'I_S'I + 37,—2 = EﬁglﬂB.uNr_:gGr-I; (36)
donde
o A S-r)r
G=L—S+3( 2). (37)
T

Conociendo, que los vectores de estado de orden cero |lsjijM,) estan (2j + 1)(21 + 1)
degenerados en m; y M,. La diagonalizacion de la perturbacion (29) se simplifica al introducir el

momento angular total, F. Siempre que F y My permanezcan como némeros cuanticos idoneos
para (28), es conveniente formar nuevos vectores de estado de orden cero |IsjIF M) que son una
combinacion lineal de |lsjijM,>. Por lo tanto, los valores propios dados para correcciones de

primer orden para (28) esta dada mediante
Ho 2 . 1o o
ER. = ﬁﬁg,HBuNasﬂFMﬂ G- TlIsjIFMg), 1 #0, (38)

utilizando el elemento de matriz G - I = [j(j + 1)h2]"*(G - J)(I - J) tomada entre estados con

igual j, y aplicando

(31) se simplifica a

1 _
Eype =

g[F(F+1)—I(I+1)—j(j+1)] I+0, (39)

donde

c=to, ! <1 G ) 40
_4_‘_[ gluBuN}(}+1)h2 7'3 ]; ( )

. 1 a =2 . <
Finalmente, para resolver <r—3 G -]> tomamos (30) y aplicamos L - r = 0, por tanto

que conlleva a
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(ié -j) =1(l + 1)h? <ri3>

7,-3
entonces (33) se reduce a

™ I0+1) 73

C=—72 )
am “IMBIN GG 33+ 1/2) (1 + 1)

(41)

con a, = ao(m,/p), con u es la masa reducida del electron con respecto al nucleo.
e =0

En este caso la funcion de onda se comporta como ! en el origen, la expresion (28) sera relevante
para vectores de estados con [ = 0. Por otra parte, para los elementos de la matriz que involucran

estados esféricamente simétricos (con [ = 0), la ecuacién (34) se expresa como
A . 1 . . 4m
S-v)([-V)-=8-T—-—=58().
T 3
Del mismo modo, se determina que H; no contribuye para estados [ = 0, asi, la interaccion entre

momento magnético y momento dipolar del ntcleo y un electrén esta dado por

8w

—3 Hs- 1y (1), (42)

—~ Uo 2 8 Ho
A r

Hyps = 22 = =581 =
HFS = 432 gilgUn 3 (r)
a esta expresion se la conoce como interaccién de contacto.

Calculando las correcciones de energia de primer orden debido a la perturbacién (42), se obtiene
U 2 8m o
E(l) =20 gluBﬂNT—g((S(T)S'I), =0 (43)

HFE — Eﬁ

y utilizando

(43) se reduce a

C

EN. = 70[F(F +D)—-I0+1D—-s(s+1)], =0 s=1/2, (44)
Ko 16 Z3akg

Co = E?QI#BMN W' (45)

Finalmente, introduciendo la constante de estructura fina apg, comparando (32) con (44) y
sustituyendo j = s = % las correcciones de energia de primer orden de (44) pueden ser escrita

como

@ _ 1m Z3a£5<i)3F(F+1)—I(1+1)—j(j+1)

_ 1M =0 1+0. (4
HFE ™ 2m, 7" n3 \m, jG+DRI+1) ’ Ahs (46)
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1.5.2. Litio

El &omo objetivo de este trabajo de investigacion es el Litio. En su estado solido es un metal
alcalino considerado el mas ligero de la tabla periodica. Posee dos is6topos estables: 6Li y Li,
con abundancias naturales de 7.59% y 92.41%, respectivamente. Posee un solo electrén en su
Gltimo nivel energético (Heréndez, 2018, p.14). Su estructura electrénica sencilla permite aproximar
su comportamiento al modelo de atomo de un electrdn y asi determinar su estructura fina e

hiperfina.

En este contexto, la estructura fina de los dos is6topos del Litio es mostrada en la Figura 1-1, la
cual evidencia que el Li tiene espin nuclear entero I = 1y el “Li tiene espin nuclear semi-entero

= 2. Ademas, se observa que el estado base etiquetado como 22Sy/, de los isétopos de Litio, que
es en donde se lo encuentra con mayor probabilidad en la naturaleza, tienen esencialmente dos
niveles hiperfinos, por un lado, el ®Li tiene estados F = 2y F = 2, mientras que el Li tiene estados
F =1y F = 2. En contraste, el primer estado excitado se compone de dos niveles el 22P1, y el
22P32, conocidos como las lineas D, y D,, respectivamente. De esta manera, COmMOo Se aprecia en
la Figura 1-1. las diferentes transiciones hiperfinas en la linea D;, 2251/2 - 22P1/2, estan bien
separadas y no se superponen. Sin embargo, para las transiciones en la linea D,, 2251/2 - 22P3/2,
los niveles hiperfinos estan excesivamente juntas como consecuencia cada pico tiene dos o tres
niveles hiperfinos del estado excitado, que no se pueden resolver, pero que se encuentran sujetas

a las reglas de seleccion del momento angular (Das y Natarajan, 2007, p. 1-9).

6Li . "Li ot

F=1/2 - --- F =1
'
F=3/32 ! '
2Paya ,4.607 MHz o2p F—2 18034 MHz
. 3/2 '
\—1-' 5/2 e - - '
'
F=3 ==an-
F=3/2 =p ===

92 '
2°Py \
'

o 11 NI 2P e
I_’[).]Zl MHz / :91_886 MHz
| Y S =1 e e

= 670.977 nm
= 670.976 nm
= 670.961 nm

Ap1 = 670.992 nm

Ap2

Ap1
Apz

228, 1

Figure 1-1. Esquemas de la estructura fina e hiperfina de los isdtopos 6Li y 7Li, incluyendo las

longitudes de onda de luz que pueden ser usadas.
Realizado por: Quinllin, Sandy. 2020
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1.5.3. Sistemas de interaccidn radiacién-materia

En mecénica cuantica hay varias representaciones del vector de estado y los operadores; cada
representacion o imagen se diferencian unas de otras en la manera como manejan la evolucion
temporal del sistema (Zettilli, 2001, p.539). Comenzaremos describiendo las diferentes imagenes en
la que se pueden representar dichos vectores de estado, para luego explicar un sistema especifico,

el cual corresponde al atomo de dos niveles.

Asi, una descripcion general puede ser hecha a través de un Hamiltoniano que contiene dos

términos esencialmente (Pauling y Wilson Jr, 1935, p.233):

H=H,+W, (47)
en donde H, representa al Hamiltoniano no-perturbado o integrable directamente. W es conocido
como Hamiltoniano perturbado y en general, usando las ecuaciones dinamicas de manera directa
no puede ser integrado. Para resolver el Hamiltoniano del sistema se tienen varias estrategias
dependiendo de las caracteristicas del sistema que se estd estudiando per se. Para esto, es
necesario conocer las propiedades de la evolucion dindmica y por tanto de las imagenes o

representaciones que deben considerarse.

Vale la pena mencionar, que la dindmica del sistema no s6lo puede ser descrita en términos de
los vectores de estado, sino que también en términos de los coeficientes en una base adecuada. Es

decir que, las propiedades del sistema seran ahora caracterizadas por dichos coeficientes.
1.5.3.1. Imagen de Schrédinger

En este esquema los operadores en general son independientes del tiempo vy los vectores de estado
llevan la dependencia temporal. A partir de ello, es posible describir sistemas con Hamiltonianos
independientes del tiempo. Asi, los vectores de estado evolucionan temporalmente de la siguiente

forma (Zettilli, 2001, p.550):
lws(©)) = Up(®) s (0)), (48)

donde U, = e~iHot/" corresponde al operador de evolucién temporal y |1)5(0)) es el vector de
estado en el tiempo inicial t = 0. Ademas, los vectores base del operador A, son ortonormales y
completos. De esta manera, usando una relacion de completez, se puede expresar (48) en funcion

de su amplitud de probabilidad a,,(t) asociado a |s(t)) mediante

[¥s0) = D InaXn alps©) = ) ane(®lna) 49)

n,a
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en donde a, (t) = (n, alps(t)). Por otro lado, la ecuacion de movimiento para este sistema

puede ser descrita como

0 t ~
n 0 _ fpyecon, (50)
reemplazando (49) en (50) se tiene
ihin @ = apoE +Za A
na na’n ma ' nm> (51)
ma

donde W) = (m|Ws|n)8, g corresponde al elemento de matriz.

1.5.3.2. Imagen de interacciones

En esta representacion equivalente a la representaciéon de Schrodinger, tanto los operadores como
los vectores de estado son dependientes del tiempo. Por consiguiente, esta imagen es Gtil para
describir fendmenos cuanticos con Hamiltonianos dependientes del tiempo. Asi, los vectores de

estado en este tipo de imagen estan definidos en términos de |y s(t)) mediante (Zettilli, 2001, p.551):

[, (£)) = T3 (©) s (1)) = etFot/A|yg (1), (52)

y expresando [i;(t)) en términos de un coeficiente de expansion c, . (t) se tiene

() = Y eoilhe, (Oln,a) = e [1) + cpem2l2), gy

na

para encontrar los valores de ¢, (t) se parte de la siguiente ecuacion dinamica
., 0 -
th— 19 (0) = Wil (), (54)

entonces reemplazando (52) en (54) se obtiene

lhcn = Z eiu)mntcm'aWn(TI’z’ (55)
na
donde
E. —
Wmn = ( = 7 n)_‘ (56)

es la frecuencia de transicion o la muy conocida regla de Bohr, que establece que cuando hay una
transicion entre estados, la frecuencia de la radiacion emitida es proporcional a la diferencia entre

las energias de los estados (Darrigol et al., 2016, p.7).
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Luego de este analisis, utilizando las ecuaciones (51) y (54) se puede establecer una conexion

entre las imagenes de Schrodinger y de interaccion, mediante
WD = 0,"' w0, (57)

es decir, que los operadores entre las dos imagenes se distinguen apenas por una diferencia de

energia contenida dentro de una fase.

1.5.3.3. Imagen de interaccion del campo

Este tipo de representacion es importante cuando el campo electromagnético de la luz induce
transiciones entre dos niveles (Berman y Malinovsky, 2010, p.32), pero dicho campo puede considerarse
cuasi-monocromatico. También este puede entenderse, como una extension de la representacion
de interaccion, en el cual, bajo una rotacién cuantica sobre el vector de estado |z/3,) alrededor de
un eje preferencial y convenientemente escogido transformara mediante un operador de rotacién

R (Auzinsh, Budker y Rochester, 2010, p.30), es decir, la funcion de onda transformara a través de

[:(©) = R, (D). (58)

Se sabe que la funcion de onda en mecanica cuantica se encuentra descrita en un espacio lineal
complejo, conocido como espacio de Hilbert (Ashtekar y Schilling, 1999, p.1). De la misma forma, los
operadores se encuentran también mapeados dentro de este espacio. Se puede entender al
operador R no necesariamente definido en los reales, pero si en el espacio complejo. Asi, se lo
considera que es un unitario, es decir RRT = RTR = 1, en donde el operador auto-adjunto es igual
a su inverso, R~* = RT. Ademés, este operador de rotaciones puede ser expresado en términos

generales de las matrices de Pauli o sobre un ejen
R = e-iondt/2  pt — gionet/2, (59)

Igualmente, mediante una relacién de completez, se puede expresar (58) en funcién de su

amplitud de probabilidad ¢, , asociado a |1}, (t)) a través de

[B:(0) = ) I an, alfy©) = ) Ina)m,alRTF s(0) = Y Eneln@®.@).  (go)

n,a
La ecuacion de dindmica en esta imagen esta dada por

e)
ih %

aly; (1)
Jat

RT e ~
= ih—- RRT |y, ()) + ihRTRYW,R = H[{, (1)), (61)

donde se define al Hamiltoniano en la representacion de interaccion del campo como
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= At o ~L o~ A~
A = ihaaitR + RTW,R. (62)
1.5.4. Atomos de dos niveles

Una aproximacion de un sistema real atdbmico que represente la interaccion entre una coleccion
de atomos de dos niveles con un campo de luz éptico es conocido como sistema atomico de dos
niveles 0 &tomo de dos niveles, el cual, permite describir de manera simplificada la fenomenologia
intrinseca de varios procesos fisicos como: el efecto Stark, las oscilaciones Rabi, saturacién

Optica, etc. (Joshi y Min, 2012, p.6).

Considerando esta simplificacion, el &omo de dos niveles se puede representar mediante dos
vectores que corresponde a la base del Hamiltoniano H,, uno correspondera al estado base
etiquetado con |1) y el otro corresponderéa al estado excitado etiquetado con |2). La diferencia
energética sigue la regla de Bohr (56), y corresponde a los valores propios del Hamiltoniano no-

perturbado.

En este contexto, considerando un 4tomo que interacta con un campo de radiacion, donde el
campo Optico es casi resonante con la frecuencia de transicion (w4,) del estado |1) al estado |2),
este interactuara eficazmente solo con los dos niveles del &tomo, ver Figura 2-1. Para simplificar
el problema, se considera que la luz es monocromatica y no se toma en cuenta la polarizacion de
esta. Ademas, este concepto se encuentra muy motivado, ya que en el contexto experimental los
haces de luz provienen de un laser, el cual es monocromatico y con una polarizacion adecuada.
En otro orden ideas, también se ha ignorado el hecho de que los niveles atomicos tienen varios
subniveles que pueden contribuir a una transicion resonante; lo que implica complicaciones
cuando se intenta comprobar la aproximacion de atomo de dos niveles a nivel experimental

(Meystre y Sargent, 2007, p.72).

11>

Figure 2-1. Excitacion casi resonante de un atomo

de dos niveles.
Realizado por: Quinllin, Sandy. 2020.

El sistema de dos niveles de atomo puede describirse en términos de la imagen de Schrddinger

mediante
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0 —
ih |é;lJts> = HSNJS>.

siguiendo la idea propuesta en la ecuacion (47), el operador Hamiltoniano (Hs) estéa definido como

ﬁS = HO (r) + WS(r; t), (63)

Hy(r) = H, es el Hamiltoniano no perturbado y es independiente del tiempo, mientras que el
Hamiltoniano perturbado tiene toda dependencia temporal Ws(r,t) = Ws. En este sistema, el
Hamiltoniano perturbado representa la energia de interaccion con el campo aplicado, es decir,
contiene toda la informacion de interaccion atomo-campo electromagnético. En general, H, puede
tener valores propios degenerados, de tal forma la ecuacion de valores propios puede ser escrita

COMO (Zettilli, 2001, pp. 476-478).
Hyln,a) = E,|n, a), (64)

en el cual E, y |n, a) son los valores y vectores propios de H,, respectivamente. n etiqueta los
nameros cuanticos del sistema dos niveles. a representa el nimero de degeneraciones del sistema;
esta propiedad comienza a ser relevante cuando se incluyen los grados de libertad internos, que a
su vez restringe las posibles transiciones que ocurren cuando se induce luz con una “polarizacién”

bien definida. Ademas, |n, a) es una base completa y ortonormal que cumple

(n,alm, B) = 8pmbap Zln,a)(n,al =1 (65)
n,a

Considerando un sistema muy simplificado en el cual no se toman en cuenta las degeneraciones
del sistema, es decir @ = 1 tanto para el estado base |1) como para el estado excitado |2).

Siguiendo esta idea, en el sistema de dos niveles H, esta dado por (Gerry y Knight, 2005, p.105)

~ 1
Ho = 5 hoyp (12)12] — [1)(1D, (66)

. . . 1 . . 24
el cual es muy similar a un sistema de espin- > gue Interactua con un campo magnetico constante

en el contexto de resonancia magnética nuclear (Foot, 2005, K. Blum). Siguiendo la ecuacion (65), se

tiene que

M) = Spme ) Imnl =1,

es decir, es una base ortornomal y completa. Para este caso n,m = 1,2. Asi, escribiendo (58))

en forma matricial, se obtiene
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1 (1Hol1) (1Hpl2)) _ hwiz (—1 0y _  hop
s (9=

Hy=- ! ! 67
073 218,11 (21H,]2) 2 \o 1 2 03 (67)

donde G5 es la matriz de Pauli a lo largo del eje-3.

Imaginando al &tomo como un atomo con un solo electron, el Hamiltoniano de interaccion puede
ser descrito por la aproximacién de dipolo eléctrico, en la cual la interaccion del electron y el

campo electromagnético puede escribirse como:

Ws = —fi.E(R, ), (68)

donde i es el operador de momento dipolar atdmico con respecto al origen, R es la posicion del
centro de masa atomico y E(R, t) es el campo eléctrico del campo aplicado (Meystre y Sargent, 2007,
p.75-76) en la aproximacion semiclasica. Por motivos de simplicidad, en esta seccién se ignora la

dependencia espacial, entonces, el campo eléctrico varia mediante

E(t) = Ege %L + Ejet@Lt, (69)

donde w;, es la frecuencia del campo y Eg = E, (R, k). Ademas, la forma matricial de (68) para
un sistema de dos niveles es

~ _  ((U@EI)) (U@ER2)\_ ( 0 f.E
Ws = ((Zlﬁ.Ell) (2|ﬁ.E|2)>_ (ﬁZI.E 0 ) (70)

donde los elementos de la diagonal del Hamiltoniano de interaccion desaparecen debido a la
simetria, es decir (1|gi|1) = 0y (2|z]|2) = 0. Por otra parte, los elementos de matriz fuera de la
diagonal no desaparecen, fi1, = (1|f|2) = (2|f|1)* = 15, (Joshiy Xiao, 2012, p.8). Ahora aplicando
(68) en (70) se tiene

1 . 1 )
R 0 %ﬁleoe_lmL + EﬁnESemLt
Ws=-h| o . :
7 B Eoe ™' 4 = 5, Egeiont 0
adicionalmente definiendo
i E iGE,
.Qij — ML;L O, -Q;j — l]h 0 (71)

correspondiente a la frecuencia de Rabi, que representa la interaccion entre el atomo y el campo
(Berman y Malinovsky, 2010, p.25). Dicha frecuencia, es una caracteristica que se manifiesta como
consecuencia de la excitacion de los &tomos por una fuente de luz monocromatica, resonante con
la transicién atdmica, en una escala de tiempo mucho mas pequefia que la vida media del estado

excitado (Wolf, 2006, p.104). En consecuencia Ws estara definida en funcion de esta frecuencia
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W = —h 0 e et (72)
s 0,,e7 Lt 4 03 etort 0 '

Desde otro punto de vista, se puede reescribir Ws en términos de la imagen de interaccion
utilizando la relacién (57); para ello es necesario expresar el operador unitario en su forma
matricial

=~ el(x)]_zt/z 0 —~ -|- _ e—i(x)lzt/z 0
Uo = 0 e twizt/2 )’ Up = 0 ei0>1zt/2)’

entonces aplicando (57)
WI = ﬁOTWSl’jo, (73)
se obtiene

WI — _h< O _lee_i(wL+w12)t + Qize_i(wlz_wl‘)t>

[221ei(w12—wL)t + Q;lei(a’u"'wL)t 0

y recordando que el campo de radiacién tiene una frecuencia cercana a la resonancia atomica en
w12, por lo que |wq, — wp| K (wg5 + wy), entonces wq, + w;, ~ 2w4,, que permite despreciar
los términos que contienen el factor (wq, + w;). El hecho de despreciar la suma de frecuencias
corresponde a eliminar las fluctuaciones rapidas del sistema, y esta aplicacion es conocida como

la aproximacion de onda rotante (RWA) (Foot, 2005, p.125). Por esta razon W; se reduce a

~ 0 0 ,e " (wiz-wL)t
Wi = h<[221ei(w12—wL)t 0 ’ (74)
En este contexto, utilizando Wy = U, W, 0, se puede expresar (72) como
o 0 Qikzeith
entonces el Hamiltoniano (63) puede reescribirse como:
s % 07 etLt
Hs = —h 0 omiogt o1z | (76)
21 2

Ahora definiendo una nueva variable conocida como la desintonia del atomo-campo definida

como:

8 = w1y —wy, (77)
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que representa una comparacion entre las frecuencias de transicién atomica y del laser; la cual
segun Meystre y Sargent (2007) tiene tres posibilidades: (i) w; < w,, determinada como
desintonia hacia rojo, es decir § < 0. (ii) Cuando w; > w15, S conoce como desintonia hacia el
azul donde § > 0. (iii) w; = w3, en el que la luz se encuentra en resonancia con la transicion,
esto es § = 0. De esta manera, se puede reescribir el Hamiltoniano de interaccion (74) en términos

de esta desintonia

~ 0 ﬂize—ic?t
W, = _h(nnei& ) (78)

Finalmente, para describir como el &tomo absorbe energia del campo de luz, basta con encontrar
las ecuaciones de movimiento (54) en la imagen de interaccion. La dindmica sera descrita en
terminos de los cambios de los coeficientes, ¢, o. Para ello, primero es necesario expresar el vector
de estado (53) en su forma matricial
e—i(l)lz t/2C1
|lp1) - <eiw12t/2C2 ) (79)

reemplazando (78) y (79) en (54) se obtiene

0 Qikze_i&
n,ar

ihénq = —h <9216i& .

en consecuencia, las ecuaciones de la amplitud de probabilidad son

Cll = i.QIZe_iatCZ, (80)

¢, = if),e%¢,. (81)

A partir de otro enfoque, aplicando las ideas de imagen de interaccion explicadas anteriormente,
es idoneo describir al sistema de atomo de dos niveles desde otra representacion que resulta mas
adecuada para la resolucién del sistema. Esta descripcidn es valida cuando se estd usando un solo
campo cuasi-monocromatico que impulsa las transiciones entre dos niveles (Berman y Malinovsky,
2010, p.32). Por tal motivo, usando las propiedades de las matrices de Pauli en particular G5, el
operador de rotacion (59) se expresa como
Roei o (T07 0) R—aTo (7 8) @

entonces introduciendo (82) en (62) se encuentra el Hamiltoniano, que correspondera a una nueva
imagen conocida como imagen de interacciones del campo. De esta manera el Hamiltoniano se
verd modificado mediante una transformacién de similaridad al Hamiltoniano de interacciones,

esto:
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ﬁ,:ﬁ(a 0)+h(e_i5t/2 2. 0 Dje™ <ei6f/2 0.)
2\0 -=§ 0 elSt/Z QZ el6t 0 0 e—ltSt/Z !

6 *
- > (P
A =-n 5 (83)
027 3

Por Gltimo, para determinar las ecuaciones de movimiento correspondientes es preciso escribir el

vector de estado [1J;) en términos de sus coeficientes &, 4

~ e—ith/Zé.’l
1) = < elort/2g, |’ (84)
6 *
) > 05,
ihépq =—h s Cna
2y — >
de esta manera
. o)
61 == 551 - .Qizfz, (85)
, o)
Cy = —0,0 + 5521 (86)

las cuales a diferencia de las ecuaciones (78) y (81), son ecuaciones con caracteristicas

algebraicas.
1.5.5. Matriz densidad

La matriz densidad corresponde a una de las formulaciones de la mecanica cuantica de un sistema
de dos niveles (Haar, 1961, p. 305). ES un esquema que incluye mezcla de estados cuénticos, de
manera general clasificados como estados puros y estados mixtos (mezcla de estados puros). Esta
representacion de los estados cuanticos es una forma general, que permite describir correctamente
varias de las propiedades observables de un sistema que se encuentra en un ensamble mecéanico-

cuantico (Haar, 1961, p. 306).

En esta seccion se generaliza el estudio del sistema de dos niveles para incluir ciertos procesos
suscitados durante la interaccion de radiacion con la materia como: el decaimiento espontaneo y
las colisiones atomicas. Ademas, se debe tomar en cuenta, que, hasta el momento, no es posible
conocer el vector de estado del sistema, sino las probabilidades cléasicas de tener varios posibles
vectores de estado. Tales situaciones son descritas por el operador de matriz densidad, gs, que
corresponde a la suma de las proyecciones |yg(t)){ys(t)| en los posibles vectores de estado

(Meystre y Sargent, 2007, p.93).
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1.5.5.1. Matriz densidad para un atomo

Para este analisis se parte de una nocién postulada en la mecénica cuéntica en la que es posible
hallar el valor esperado de un operador Hermitiano arbitrario Q5 (el cual puede ser un observable,
esto es (s = ﬁ;), a partir de un vector de estado |g(t)) general. Usando la imagen de

Schrodinger, se puede calcular el valor esperado como la accion del operador s en el espacio de

los bras y kets, el cual esta dado por

UGG
= > Ws@lm, f)om, flAdsln, @Y, alPs (D) = Y o gS)

nm,a,B nm.a,f

donde 'Qr(rf,ﬁ,n,a es el elemento de matriz del operador (5 en la imagen de Scrhodinger.

Ademas, para el caso del atomo de dos niveles las proyecciones |ys(t)){Ws(t)| usadas en el
formalismo del operador de matriz densidad involucran combinaciones bilineales de las

amplitudes de probabilidad, como son an,aa:n,[i (Meystre y Sargent, 2007, p.93). Asi, el operador de

matriz densidad cumple el criterio de bi-linealidad mediante:

ps = [Ps(OXps()], (87)
donde el elemento de matriz esta dado por
(n, alpsim, B) = (n, alps(OYWs(OIm, B) = Gnalip = P s (88)
entonces
(WsOIDsYs()) = p). g2 e = Tr[Dss], (89)

donde el simbolo Tr representa la traza (Grossman, 1994, p.51), la cual es la suma de los elementos
de la diagonal del producto de operadores psf2s y cumple las siguientes propiedades para

operadores matriciales n X n (Grossman, 1994, p.72):
e Eslineal para la suma
Tr[ﬁl + ﬁz] = Tr[ﬁz] + Tr[ﬁl]
e El producto por un escalar
Tr[Ad] = ATr[4]

e Esciclica
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Tr[ﬁlﬁz] = Tr[ﬁzﬁl]
Tr[ﬁ1ﬁ2ﬁ3] = TT'[.QA:;.QAle] = Tr[.QAz.QA3Q1]

e Invariante ante transformaciones de similaridad o cambios de base
Tr 05" 00| = Tr 2,040, | = Tr[ 4]
A partir de (88) se sabe que a,,, €s un vector columnay a;‘nﬁ es un vector fila
a;
s = (a) G (@ @ -,
entonces |

) 1 . . lai1?  aia;
Pnamp = a.z (@ a )= axaj lay|?

El operador de matriz densidad es un operador idempotente siempre que
pé = PsONPsOIYs(ONPs (O], = IPs(ONPs ()] = ps.

Para describir la evolucion de la matriz densidad (88) se toma la derivada temporal

d da da’
. ) _ na x . mpB _ () )] (s )]
lhapn,a;m,ﬁ = ih dt A, p + 1hanq ar Hn.a:p.]/pp,y;m,ﬁ - pn.a:p.pr,y;m,ﬁ,
dps
ih—— = |Hq, D¢|.
th—r [Hs, ps] (90)

esta es la ecuacion de Liouville para la matriz densidad (Auzinsh, Budker y Rochester, 2010, p.93).
Describe la evolucion de sistema cuanticos, cuyas interacciones estan descritas mediante los

principios del Hamiltoniano.

Por consiguiente, para el estudio del &tomo de dos niveles gue interactia con un campo éptico se
toma el Hamiltoniano en la imagen de Schrédinger (76) y se introduce en la ecuacion de Liouville
(90)

(S () D1z peeiwit\ /sy ()
ih <P11 P12 ) - _h 2 (.011 P12 )

. (S . (S . w S S

P§1) sz) Qye7tott — == p§1) Péz)

2
S S Wiz * Hlwpt
+h<p§1) pi})( 2 Q12 L>
P Pz ) \BaeTit =2

en consecuencia, las ecuaciones dinamicas en términos de la matriz densidad son

pii) — _ipig)!zZle_ith + ipg)ﬂizeiw’“t:
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. (S . (S * ] . (S -1
sz) — _lp§1)‘(212€let + lpiz)-QZle it

. (S . S . ?* .l“l S S
. (S . S . ,2 _‘(“l S S

donde los elementos de la diagonal pﬁ) y p§§> representan la probabilidad del sistema de
encontrarse en el estado base y el estado excitado, respectivamente. Los elementos fuera de la
diagonal p§§> y pg? representan la coherencia intrinseca de la superposicion de estados (Levenson,
1982, p. 39). Desde otro punto de vista, para el caso de imagen de la interaccion, se hace un analisis

similar a la imagen de Schrédinger, entonces

Wi (O [, (1)) = z (n, aly; ()W, () Im, BY(m, B12;In, @) z (n,al;’)}lm,ﬂ)ﬂfgﬁ'n'a,

nm,a,B nm,a,B

donde QSJB_W es el elemento del operador O, en la imagen de interacciones y p; = |, }{(Us;|. De

esta manera,

X Byt Bt wmnt ) *

(n,alprlm,B) = (n,ale”® pse” n |m, ) = e~ mnip ™ o= CnaCmp (91)
- D
= Pra;m,p

Em—E . . ., - .,
en el cual wy,, = % es la frecuencia de transicion (56). Entonces, partiendo de la relacion

(91), la matriz de densidad en términos de la ecuacion de Liouville para esta representacion se

expresa cCOmo

d dc dc
; ) _ na x : mpB _ (D i « D
lhapn,a;m,ﬁ =ih It Cmp + ihcy o i Wn.a;p‘yp( ) — Cn,acp,pr,y;m,B'
dp; _
ih =L = [W,, 5] (92)

Por lo tanto, tomando el Hamiltoniano perturbado (78) e introduciendo en (92)
() (D * =i )] )
iR <p11 P12 > - _p ( 0 0j,e l&) <p11 P13 )
. (1 . (1 iS5t 1 1
pgl) péz) 1 €* 0 pél) péz)

0] D i

ih P11 P12 0 0;,e710t
(0))] [€)) 0 ei5t 0 ’
P21 P22 21

que conlleva a obtener las ecuaciones dinamicas del sistema

piT = —ipi3 1€t + ipf eI, (93)
p‘é’} — _l-péll)mze—iat + l-pilz)gmei&l (94)
pd = —i0ie% [ - p D], (95)
p3) = i1 o} - i3] (96)
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Finalmente, para la imagen de interaccion del campo en funcion de la matriz densidad se parte de

la ecuacion dindmica similar a (61)

0P sisy JOR o 0P OR o RS .
lha_tl = (RTp,R) = lhEpIR + lhRTa—tIR + lhRTp,E = [W,,p,] -5 [O'Z, p,] (97)

de esta manera, resolviendo (97) se tiene

(1)
in| P11
(1)

P21

asi

(D)
P12
(D)
P2z

)==el(, (%0 %) (%o %), )

21 P21 P2z Pr1 P2z 21

_@[(1 o)<ﬁ£’3 ﬁi?)_(ﬁi? ﬁi?)c 0)
210 7V\e ) \md om0 TV
BY = iP5 001 + 5301, (98)
B = iP5 05 — i 05, (99)
pY = isp) +i0i, [p55 + A7), (100)
P = -5y — iy |57 + 517 (101)

Ahora, si se considera un &tomo que interacta con un segundo sistema, como un bafio térmico,

existen efectos especificos a ser considerados como: la emision espontanea y las colisiones

atébmicas (Berman y Malinovsky, 2010, pp.60-61). Para el caso de la emision espontanea se adiciona

términos en las ecuaciones dinamicas de matriz densidad para un &tomo, ya sea en la imagen de

Schrddinger, interaccion o interaccion del campo. Pero, es conveniente introducir estos términos

en las ecuaciones dinamicas para la imagen de interaccién del campo, porque ademas de

simplificar el calculo, este esta definido para el problema especifico de atomo de dos niveles que

interactta con un campo cuasi-resonante. De tal manera que

. . r
(D) _ px(D (D) _ ~(D)
P11 =T'Dy;, P12 = _Epn'
. . r
() _ ~(I) (D) _ ~(D)
P2z = TPz, Paf = _5/321'

donde I' representa la tasa de decaimiento del estado excitado.

Considerando el modelo simple de colisiones, en donde las colisiones causan cambios repentinos

en la energia de los distintos niveles, pero no son energéticamente capaces de causar transiciones

entre estados, la contribucion de las colisiones esta dado por

(1) () _ ~(D)

P11 =0, Pz = —IypPiz,
(D _ () _ ~(D
Pz =0, P21 = ~IyP21,

32



donde I, representa la tasa de colision.

Consecuentemente, adicionando el decaimiento espontaneo y las colisiones en las ecuaciones (98)
hasta la (101) se tiene

P = —ip5 00 + 155005, + TP, (102)

P = 150y — 105, — THL, (103)

B = —(r — 1)py + 103, |55y + 5% (104)

B = —(r + i) — ity |55 + 517, (105)
donde y = §+ I, es conocida como la tasa de decaimiento por coherencia (Berman y Malinovsky,
2010, p.61).

Para recordarle al lector algunos procesos fundamentales que suscitan en este trabajo de titulacion
son: la absorcién y emision, tomando en cuenta que los mismos son incluidos en las ecuaciones
(102)-(105), sin embargo como se detalld existen tres imagenes que permiten hacer la misma
descripcion, la diferencia esta en que la forma de realizar los céalculos e interpretaciones se facilita

MAas en un esquema que en otro.

En la absorcion cuando un dtomo interactda con un foton, existe la probabilidad de que el foton
se absorba produciendo una transicién de un estado de menor energia a uno de mayor; para que
esto ocurra la energia del foton debe ser igual a la diferencia de energia entre los dos estados
(Corney, 2006, p.272).

Para el caso de la emision, existe dos tipos, la emision espontanea y la emision estimulada, ver
Figura 3-1. En el primer caso el término espontaneo significa que la emision no es provocada por
ningun factor externo. Si un atomo esta inicialmente en un estado excitado y no hay radiacién,
este decaera naturalmente a un estado de menor energia y emitird un fotdén (Rowan, 2013, p.24).
Mientras que en la emision estimulada un foton incidente provoca que un dtomo decaiga de un
estado excitado a un estado de menor energia, es decir, bajo la influencia de la radiacion

electromagnética, el atomo tiene la probabilidad de emitir un fotén (Rowan, 2013, p.25).
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Figure 3-1. Procesos de interaccion radiacion-materia,

proceso de emisidn espontanea y emision estimulada.
Realizado por: Quinllin, Sandy. 2020

1.5.5.2. Matriz densidad para un ensamble

Hasta este punto se ha estudiado la matriz densidad para una sola particula, pero si se considera
un conjunto de atomos que interact(ian independientemente con el campo externo y no interactdian
directamente entre ellos, es posible generalizar estas ideas al estudio de matriz densidad para un

conjunto de atomos ver Figura 4-1. Para ello se define
1 .
R(R,v,t) = EZ f d3R; dv;RV)(R;, v;,t)5%(R — R;)6%(v — v;), (106)
j

donde (R — R;) es la funcion delta de Dirac, RU)(R;, v;, t) corresponde a la densidad de matriz
para un solo atomo j y N; es el nimero total de &tomos. Se ha reemplazado p por R para indicar
que RV (R;,v;,t) es una densidad tanto en el espacio de coordenadas como en las velocidades

(Haroche y Hartmann, 1972, p. 1282). Ademas, Haroche y Hartmann (1972) consideran que Ry v son
variables clasicas, es decir, el movimiento del centro de masa atdmico es tratado clasicamente.

En este contexto, la matriz densidad para una sola particula puede ser escrita como

R(])(R],v],t) = ,D(J)(R],UJ, t)d[R] — Rj(t)]63 (UJ - V](t)),
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donde R;(t),v;(¢) y pY(R;,v;,t) son la posicion, velocidad y matriz densidad del dtomo

respectivamente (Berman y Malinovsky, 2010, p.84).

La matriz densidad (106) puede ser definida en funcion de la distribucion de las

velocidades, W, (v), que caracteriza al conjunto de atomos en ausencia de un campo aplicado
R(R,v,t) = N(R)Wy(v)p(R, v,t),

donde p(R,v,t) es la densidad de matriz de un &omo en la posicion R con velocidad v en un

tiempo t y N(R) es la densidad.

/\)(3,V3
(R1 rv1 )
——
\\ > > &7 8
(Rzlvz)

Wi

Figure 4-1. Esquema matriz densidad para un conjunto

de 4tomos.
Realizado por: Quinllin Sandy, 2020

1.5.6. Motivacién experimental de la SAS

Desde el enfoque experimental la SAS ademas de constituir un pilar fundamental y muy comdn
para los experimentos con atomos frios y ultrafrios que usan técnicas para alcanzar temperaturas
del orden de micro y nano-Kelvin, respectivamente (Metcalf, J. y van der Straten, 1999, p. 99), también
constituye un campo de investigacion moderno y activo. Por ejemplo, (Torrance et al., 2016, p. 11396)
en su estudio presentan modificaciones en el sistema 6ptico como en el sistema electronico que
hacen posible reducir ain mas los anchos de las lineas espectrales. Por otro lado, (Hernandez-
Hernandez et al., 2009, p. 887-891) proponen el uso de la polarizacién de la luz como parametro
fundamental para obtener espectros atdmicos libres de efecto Doppler, mientras que (Sun etal.,
2016, pp. 1-14) utilizan la fase de la luz para alcanzar el mismo fin. Adicionalmente, existen
numerosos esfuerzos para implementar la espectroscopia por absorcién saturada en otros sistemas

atébmicos y moleculares. Tal es el caso de (Vilshanskaya et al., 2018, p. 1-5) en donde se describe la

35



aplicacion de la técnica en un vapor de Calcio, o bien, el trabajo de (Skoff et al., 2009, p. 1-11)

gue muestra el uso de la SAS en un gas de radicales moleculares.

Como primer paso en el entendimiento de este sistema experimental, el montaje del sistema éptico
necesario para realizar la espectroscopia se muestra un esquema simplificado de la Figura 5-1. La
luz proviene de un diodo laser de cavidad extendida. El haz laser inicialmente es acoplado en una
fibra Optica preservadora de la polarizacién que llevard la luz a la region de la celda de
espectroscopia. En seguida, la luz proveniente de la fibra dptica deberd pasar a través de un
modulador acusto-Optico (AOM, por sus siglas en inglés Acousto-Optic Modulator), que
permitira controlar finamente la frecuencia de la luz laser que pasa a través de €l. Posteriormente,
hay un cubo divisor, que divide la luz en dos haces: un haz de prueba y haz de bombeo.
Finalmente, ambos haces entran en direcciones opuestas a través de los dos extremos de la celda
espectroscépica. Nétese en el esquema de la Figura 5-1 que uno de los espejos es en realidad un
divisor del haz, por lo que el haz de prueba, después de haber pasado por los &tomos, llega a un
fotodiodo en donde es analizado. Debe notarse también que, en este punto, que los haces de prueba
y bombeo son completamente contra-propagantes, por lo que la region de interseccion es mucho

maés grande. Esto mejora significativamente la calidad de la sefial de absorcién.

Laser p—>—~_{DON\/----"\/C1

Fibra optica

&

A

Celda de espectroscopia
Figure 5-1. Esquema simplificado de un montaje experimental para la SAS.
Realizado por: Quinllin, Sandy. 2020
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CAPITULO Il
2. MARCO METODOLOGICO
2.1. Coeficientes de absorcion

Cuando la luz incide sobre un vapor atdmico, resulta que una poblacion de atomos en el estado
base se encuentra en el estado excitado, esto puede verse como calentamiento; el campo incidente
pierde energia, y a su vez existe dispersion del fotén incidente. Es decir, el proceso de absorcidn
consiste en la pérdida de energia del campo incidente y no un incremento en la energia del medio.
(Berman y Malinovsky, 2010, p. 85). La frecuencia del campo incidente da lugar a la absorcion

méaxima que esta relacionada con la frecuencia de resonancia atdmica, w,.

Utilizando la imagen de interaccion del campo es posible calcular los coeficientes de
absorcion, a (6, (S)), de un campo dptico monocromatico que incide sobre un conjunto de &tomos

de dos niveles. Para ello, es importante conocer como esta definida la poblacién en el estado

excitado ﬁé’z). Tomando en cuenta la conservacion de equilibrio de la poblacion, es decir ﬁﬂ) +

f)gz) = 0, de las ecuaciones de movimiento (102) y (105) se obtiene

. ~(1 ~(I . ~(I ~(1
~() _ lQlZ [sz) - pfl)] ~() _ i34 [Péz) - pil)]
P12z = ()/ _ id) , P21 = (]/ + i5) )

y despejando r)g’; de (103) se tiene

o i [100202 (265 — 1] 102,05 |25 - 1]

P2z =T (4 +i6) (4 —i6) ’

10,412 2y ~(D)
i e | 2l

2
_ 2)’|-021|2 _ Ty|~(221|2
- 2 2 2 :
I(y?+6%) + 4y142z] },2+52+4TV|_(221|2

(107)

Tomando la conservacion de las particulas ﬁgz) + ﬁﬁ) = 1, entonces

2
Y2 + 62 ‘|‘Ty|-(221|2

4 ’
Y2+ 62 +—13’ 1025112
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- - . ~ ~ 1 . - -z -
por medio de la cual se identifica pg’; ~ pﬁ) ~ - que evidencia una saturacion en las poblaciones

en el estado |1) y del estado |2), ademas considerando que 47’/ [2511% > y? + 62, se puede reducir
(106)

2 2

10,2 L1017

~(D _
Paz =

7 =L (108)
(1 pplanl? o) ¥E*O

4
Y=Y ’1 +F—y|-021|2,

que refiere a la tasa de decaimiento por ensanchamiento de potencia (Berman y Malinovsky, 2010,
p.87).

con

Ahora, para establecer una relacion entre ﬁé'z) y la tasa de absorcidn, es necesario considerar una

porcion infinitesimal del medio localizado entre las posiciones x3 y dx3, como se muestra en la

Figura 6-2.

‘/\3'\&\\/\.A

X

Figure 1-2. Porcion infinitesimal del medio

3

localizada entre las posiciones x3 y dxs.
Realizado por: Quinllin, Sandy 2020.

en donde la tasa de pérdida de energia como resultado de la dispersion de los atomos en la porcion

infinitesimal esta dado por (Berman y Malinovsky, 2010, p.88)

d{e)

— = —Nhw,pS)T Adxs, (109)

en donde N es la densidad atémica, y A es el area de la seccidn trasversal de la lamina. Usando el

vector de Poynting, S(x3), se puede expresar (52) como (Alonso y Finn, 1999, p.749)

d
[SCes + ) — (el = o,

y utilizando (108) se obtiene
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d(s) ~(D 2y1Q4 12
d_x3 = —Nh(DLpZZF = —thL W, (110)

ahora, expresando al vector de Poynting como (S(R,t)):%ceolEol2 y reescribiendo la

frecuencia de Rabi en términos de este vector, se tiene

C€y

h

. . A2
10,12 = 111215'0|2 _ 2 |, 21 2 _ S(x3)£|y12|

_ E- |2 = ,
h 2C€OI 0 c € h?

entonces sustituyendo en (53)

d(S) 2y \S(Cxs) 21y,
—— =—Nh =—a(8,v){S
d.x3 L(]/B2+62> c thz a( l)’)( >I
donde
2Nhwyy |2 |? I' wp v
a(8,(S)) = =y ——————1, 111
O ) = ez + 68 = © 2y 0r, GZ + 69 ()
identificando el coeficiente de absorcion como
2N w1, |2
to = ZNwsa| i, (112)

hegcl’

siempre que § = 0, que refiere al limite en el que el campo se acerca a cero (yz = y) y no hay

colisiones (y = I'/2). Entonces el coeficiente de absorcion méxima (111) en un campo débil es

21\7(1)12€2|(X3)1/2|2

0,0) =4
(0,0) T Amthegcl ’
2
Nwq,|(x3)
= ﬂa}:‘s—lzl F3 1/2| ) (113)

en donde se relaciona la estructura fina a través de ayg con el coeficiente de absorcion. Esto
muestra la relacion entre los efectos de la mecanica cuantica y la estructura atdmica, con efectos

que se pueden medir macroscépica.

2.2. Inclusion del movimiento atbmico

Sabiendo que los atomos dentro de un vapor estan en movimiento, es fundamental analizar la
influencia de dicho movimiento dentro del proceso de radiacion-materia. En un ensamble donde
los atomos de diferentes velocidades entran en resonancia con el campo aplicado, proceso
conocido como ensanchamiento no homogéneo de la linea de absorcion, en el cual, el ancho de
las lineas espectrales refleja el ancho de la distribucién de frecuencias resonantes en lugar de

reflejar el ancho de resonancia de cada atomo individual (Levenson, 1982, p. 48), esto en contraste
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con un ensanchamiento homogéneo, donde todos los atomos tienen la misma frecuencia de

resonancia porque interact(ian idénticamente con el campo aplicado.

En este aspecto, para la inclusion simple del movimiento atdmico, dentro del marco de reposo se
considera que los atomos moviéndose con velocidad v exhiben una variacién de resonancia

cuando obedecen la siguiente relacion:
W1y 2 Wy, — k- v, (114)

donde k = k - n es el vector de propagacion del campo. (114) corresponde a la unién entre la
frecuencia atdbmica w4, Y la frecuencia de cambio Doppler w, = w; — k - v (Haroche y Hartmann,
1972, p. 1284). En consecuencia, el movimiento atébmico puede ser explicado reemplazando la

desintonia & en funcion de esta nueva frecuencia, mediante la siguiente relacion

Entonces, tomando en cuenta esta aproximacion e introduciendo el coeficiente de absorcion (111),

se obtiene

tsq = ao( (116)

r )f Wo(w)y?

— v'
2v) ) v+ (5 +k-v)?
en el que W, (v) es la distribucion de velocidades de los &tomos. De esta manera, se determina
que el coficiente de absorcién es un peso ponderado de los coeficientes de absorcion asociados a
cada velocidad de los &tomos en el medio (Berman y Malinovsky, 2010, p.92). En términos de la

distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann W, (v) esta definida por

1
Wo(v) = = e 1, (117)

donde u = /2kgT/m es la velocidad mas probable del movimiento térmico de los atomos en el
gas (kg es la constante de Boltzman, T es la temperatura y m es la masa del atomo) (Noh, 2009, p.

1184). Por lo tanto,

o) s
¥sa = %o 2y)Vrul vi + (8 + k- v)? v

Ahora, tomando la v a lo largo de k se obtiene

B ()
4 °\2y/) \ku’ku/’

donde el perfil de absorcion esta dado por
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I (VB 1) ) Y2 Joo e~ (ws/w)? J
_’— = v )
ku'kw) ~ Vrul v+ S+ k- v)? C

2 0 -g2

Vrk2u? _00(1)24_(1_'_1)2 ’ (118)
ku ku " ku

con ¢ = v3/u, ademas se ha considerado que yp = y. Esta integral es una convolucion de una

Gaussiana con un Lorentziana y muestra que el coeficiente de absorcién para un solo tipo de

velocidades (v3) es una Lorentziana (Huang y Ling, 2003, p. 1631).

También, considerando gue el ensanchamiento Doppler es mucho més largo que el ancho de linea
(y/(ku) « 1,|6]), la Lorenziana en la ecuacién (118) es mas estrecha que la Gaussiana y es cero
cuando ¢ = —&/ku (ver Gréfico 1-), asi, evaluando la Gaussiana en ¢ = —&/ku (118) se reduce

a

2 o
1 (L i) — y—e—(?z/kzu2 f 1 dé = \/Eye_az/kzuz
ku’ku/  \mk2u? —o (VB2 5 &\? ku ’
() +(m+ )
donde el factor y/ku refleja que solo una fraccién de la distribucién de velocidades estéa excitada
para un 8, aquellos atomos tienen |ku + §| < y que son los cambios Doppler en resonancia con
el campo. Por otro lado, el perfil de linea § /ku es una Gaussiana tendiendo un FWHM alrededor
de 1.67 > y/ku (Berman y Malinovsky, 2010, p.93). Asi, como se menciono, los atomos de diferentes
velocidades entran en resonancia con el campo aplicado cuando & esta variando, que implica un

ensanchamiento no homogéneo de la absorcion.

Como conclusion del presente andlisis, el ensanchamiento Doppler domina el ancho espectral en
la espectroscopia de un vapor térmico, permitiendo que aquellos &tomos que se alejan de una
fuente de luz absorban una frecuencia inferior a la absorbida por los &tomos que se mueven hacia
la fuente. Sin embargo, las frecuencias son las mismas dentro del marco de reposo de cada atomo.
Este efecto puede ser eliminado usando un haz atomico con k L v mediante técnicas de
espectroscopia no lineal como por ejemplo con la SAS, ademas éste efecto de ensanchamiento se

reduce cuando hay enfriamiento del gas de &tomos (Berman y Malinovsky, 2010, p.93).
2.3.Forma Hidrodinamica de la matriz densidad

Para esta seccidn se parte de las ecuaciones dinamicas definidas para la imagen de interaccion,
ecuaciones (93) a (96), incluyendo los términos de la tasa de decaimiento del estado excitado y la

tasa de decaimiento por coherencia se tiene
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pill) I—vp(l) 1,011)[2 eidt 4 lpzl)ﬂlze_l&:
I 1 I _ 1
sz) = —Ip) 1P§1)~Q1ze B 4 +ipp 010t

(D O _i0r - ) ) (119)
P17 = ~VPz — i, l&[pll Pzz]'

1 1 1
pD = —ypD 4 iy, etdt [p() p0].
2.3.1. Generalizacion de la matriz densidad

Tomando en cuenta las nociones sobre matriz densidad para un ensamble descrito en la seccion
1.5.5.2 el operador de matriz densidad puede ser representado como: p(R,v,t). Por otra
parte, su derivada temporal es una derivada total, y por tanto la podemos separar en términos de
sus derivadas parciales dadas por
dp ap
+v-Vp, 120
dt ot P (120)

suponiendo que p se encuentra en la imagen de interaccion y utilizando las expresiones de (119)

se tiene

i
ot

apélz)

—+v- Vp(l) = Fp(l) lpll).Q eldt ¢ lpé?!){ze‘m,

V,D(I) F,D(I) lpéll)ﬂize—iﬁt + ipl(lz)!)ZlQ’;zeiSt‘
(121)
1 1 — 1 1
—22 v pl) = —ypl) — if,e 0 [p() P57l

p
P2ty wpll) = —ypl) + i et [p0) — p0].

en donde se ha ganado un término dependiente de la velocidad en la ecuacion de Liouville, la cual
es una completa analogia con las ecuaciones hidrodindmicas clésicas (Haroche y Hartmann, 1972, p.
1283).

Por otro lado, recordando la aproximacién de dipolo eléctrico (68) en donde el campo eléctrico
(69) es representado de manera clasica, el cual depende de la posicion R, en este caso del centro

de masa del sistema. En este sentido se puede reescribir
1 ik, R ,—~iwt x —ik;-R ,iwpt
E(R,t) :EGL(EOLeL 1R g-iwy, + EjLe kR giwy, )’ (]_22)

en donde Ey; y Ej; son amplitudes, mientras que €;, es el vector de polarizacion del campo en el
cual se lo etiqueta con L. Esto permite hacer una generacion para un nimero de campos arbitrarios,
lo que a su vez admite introducir fases, frecuencias, desintonias, intensidades, entre otras

caracteristicas que facilitan incluir propiedades no-lineales de la interaccion entre la luz y la
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materia. De esta manera, la generalizacion de varios campos es posible reescribiendo el campo

eléctrico como una superposicién, esto es:
E(R _ 1 E ikLk'R —iO)th E* _ikLk'R i(.A)th
(R, t) = 5 ka( 0L, € e + Lop,e e ) (123)
k=1

Incluir més campos en esta descripcion implica también extender las frecuencias de Rabi (71) en

términos del centro de masa. Esto significa, que es posible considerar una transformacién simple

de la forma:
L) Lix
Qi (R) = 5™, 05 (R) > e, (124)
en donde
L Hmn * €L L)+ HMmn - €r
Q) == Eopyy O = =By, (125)

Ahora las frecuencias de Rabi dependen explicitamente de la polarizacion de la luz.

Por lo tanto, las ecuaciones hidrodinamicas pueden ser escritas de manera general como

Y]

6 l i i l E- | . —1i
g:;l +v- Vp:g[) — rpélz) _ Ez sz) leik)elkLk-R el5th + Ez péll) 'Q:Elz‘k) e lkLk R e L5th'
k=1 k=1

U]

d i . i ) s i , ) .
giz +v- V,Délz) — _[vp;lz) _ EZ p;ll) Q](ék) e lkLk R e l(Sth + E Z pilz)ﬂglik) elkl'k R el(Sth’
k=1 k=1

dpy; % @ L (Li)* —iky, R ~ibp,t [ (D _ (D
9t tv-Vpy; :_Vpn'_zzthf e elLk{pn'_pn}
k=1
I n, i Li) iky, ‘R _i8 I I
ot t+v- VP§1) = _VP§1) + Ez -Qg1k)el R etonet {91(1) - sz)}'
k=1

donde la desintonia que depende del campo de luz aplicado, est& expresada como
6Lk = W12 — O)Lk. (126)
Estas ecuaciones pueden ser escritas de manera mas compacta, considerando que

o9 =0 o 4o =1 @20

de esta manera
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= —rp® — ZZ ORCO ~i(ky R+6,t) L Zpu) 20, i(key R+6L,t) (128)

0 * :
P12 +v- |7p(1) ypilz) Z D(Lk) i- kLk R+6th) {Zpélz) _ 1}_

Esto quiere decir que basta con conocer los elementos ,o22 y pf’z) para determinar las cuatro

ecuaciones dinamicas. Como se puede ver, estas ecuaciones son claramente no lineales y por tanto

tienen que ser resueltas mediante métodos aproximados.

2.3.2. Teoria de perturbaciones para la matriz densidad

En general, el operador de matriz densidad (120) puede ser expandido de manera aproximada a

p(Rv,t) =pORv,t)+ VR v, t)+ PR, v, t) + - (129)

ahora si indicamos que (p) es el p-ésimo orden de perturbacion, los cuales para el elemento de

matriz en la imagen de interaccion (91) seran representados por los simbolos p( ?) Desde otra
perspectiva, se pretende resolver las ecuaciones hidrodindmicas de manera aproximada en
términos de una serie de perturbaciones en potencias de las amplitudes de los campos externos.
Asi, para calcular altos drdenes en la perturbacion se debe entender cémo hacer una expansion en
términos de las propiedades de dichos campos. Tomando en cuenta, que todos los érdenes de
perturbacion se encuentran relacionados, y, que los 6rdenes pares involucran los elementos
diagonales de la matriz densidad, mientras que los 6rdenes impares involucran las coherencias

del sistema. Finalmente, se puede encontrar una forma recurrente para las ecuaciones en (128)

(Lp)
apzzp Vp(lp)
at
I ONS (=1 Lo, —i(ky, R+8L,t (p=1) (L) ok RHoL, )
I'pz2 Z” = o) ZZ 2 N (130
p(”’) ap _ 1p) @ (kpy R+61,t) (5 (Up=1)
iz * —l + D—

las cuales relacionan todos los 6rdenes de perturbacion en forma «iterativa.

Si es necesario poner mas de un campo, por ejemplo N-campos electromagnéticos, con diferentes

valores de frecuencia y vectores de onda los cuales son etiquetados como Lj,. Esta generalizacion

permite escribir las ecuaciones de (130) en una forma mas general, esto es:

0Py, Vp(l D) (131)
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(zp)l (1p-1) H(Lj)*
e z i My f(kalez---Lj,-'5Lj1sz---Lf,-)

J1Jz Jj=1
i -1 (L))
) Z Pz 4, f(kLhL}z Lj -'5Lf1sz---Lf,-)'
J1z-jj=1
Ip)
apy; 1Lp)

T +v-Vpy;”

_ ) i (L) (ILp-1)

= ~YP12 +§ z QlZJ f(kLllle Lj ‘5L11L12 ){Zp 1}'

J1dz-Jj=1

donde f (kL]'1sz"'Lj" 6Lj1Lj2___Lj_) es un fase que contiene un conjunto de todas las posibles
] J
diferencias entre los vectores de onda, ijl LjyLj Y ademas, todas las diferencias de frecuencia
]
con respecto a la frecuencia de resonancia w4, es decir es el conjunto de desintonias 6L].1Lj2 Ly
]

debido a la presencia de varios campos.

e Perturbacion a orden cero

Considerando que el sistema se encuentra en equilibrio, los elementos de matriz cumplen

(1,0) _ (1,0) _ (1,0) (1,0)
P11 =1 p =0, pi; 7 =0, py° =0,

Se puede decir que todos los &tomos se encuentran en el estado base |1).
e Perturbacion a primer orden

Para el primer orden de perturbacion se va a tomar en una de las coherencias:

PV R v, = Z P @, e ko), (132)
=1

de esta manera, sustituyendo (131) en la segunda ecuacion dindmica de (131), se obtiene
11

palz Vp(l 1) _ ypl(lzl) + L . Z Q(Lk)* - kLk R+5,t ){Zpélz’o) _ 1}_

esto permite plantear una forma de p 5™ (v, k), dado que en el equilibrio p{5” = 0. Por esta
razon:

apLV (R, v, ¢ —i(k; . -
RO Z(—zde) o0 (v, ke (nRron),

v- Vp(I 1)(R, v,t) = Z(—iv . kLk)pglz‘l)(v, k)e_i(kLk'RJ“ath),
k=1

Aplicando la relacion anterior en la ecuacién dinamica:
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Z [ 16Lklp12 —iv- kLkpf M 4 yplh > .Q%")*] oillku, R+oL, L) _ 0,

entonces, lo que esta dentro del paréntesis tiene que ser igual a cero. Por lo tanto

{y — 1(5Lk +v- kLk)}p(I A — 2.(2(Lk)*,

Yy, en consecuencia

D0 =t (13)
12 2}/—1(6Lk+v k)
e Perturbacién de segundo orden
Para este orden de perturbacion es necesario un conjunto de nuevas cantidades
kLij =k, — kL]-: 8Lij =6, — 8Lj = g — WL (134)
La solucion en la diagonal es
PP R0 = > P, ke’ (Kot R4 t) (135)

kj=1

asi, sustituyendo (135) en la primera ecuacion de (131), se obtiene

Vp(lz) + pr(lz)

_ Z (11) L i(epr  R+SLL ) Z (1) ot i(kugry R+6L,Lit)
2kj =1 2kj =1

Por tanto, a esta ecuacion se va a resolver en dos partes, la parte antes del igual y después del

igual
6p(12) i 1,2 w —i(ky 1 -R+Sr. 1 .t
A S (i) okt )
k,j=1
v Vhai” = Z (_iv'kLkLz)szz)(v,k.j)e_i(kLij'R+5Lijt).
k,j=1

entonces de la parte izquierda de la ecuacién se tiene
. ~ —ilkp,1."R+& .t
Z {F —1 (GLkL]' +v- kLij)}pglzz)(‘D‘ k’])e l( LkLJ LkL] ) = O.
Ki=1
en la parte derecha se considera la ecuacion (136), en donde p{5” (v, k) = pSi"* (v, k) y, por

consiguiente, se identifica que
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i ol

1.1) i 045" 11)
v,k)=—= v,k)=—
P12 ( )= 2y - l(é,Lk g kLk) P21 ( )

Ey + i((SLk + V- kLk)’
debido a lo cual

- Z (Il)Q(Lk)* ~ (ke R+OL,L L) L Z (Il)Q(Lk) i(kp et R+OL1t)

k,j=1 k] 1
.(2( }).Q(Lk)* i(ky R+OLt) _Q(LJ) _Q(Lk) ik R+8L,t)
2,

1
+i(8,+v k _ZZ —16+vk)
kj=1 Y Lj L T=1 L L

’

conviene cambiar la sumatoria del segundo término intercambiando j por k

- 511,1) ﬂgk)*e—i(kLij~R+6LkL t) z p(I 1)Q(Lk) i(lepyL R+,
k,jzl k] 1
1 ng) QLo ol ReoL L) ko leij)ei(ij~R+6th)

4k,j=1 y+i(5L].+v-ij) 4k,j=1 )/—i((SLk+v-kLk)

Finalmente, comparando las ecuaciones se obtiene

PP (v, k, j)

(L)) ) (L)
1 '{221] 'lek 1 1 (136)

4F—i(6Lij+v'kLij) )/+l(5L]+vkL}) y_l((SLk“l"U'kLk)
2.4. Absorcion saturada

En el caso de la espectroscopia de absorcién saturada o SAS, se consideran por simplicidad dos
haces contra-propagantes, es decir dos campos electromagnéticos monocromaticos (laseres) co-
lineales pero con direcciones contrarias. Asi, y como punto de partida, el primer laser es llamado
haz de bombeo y es etiquetado con el simbolo L;. Ademas, el segundo laser llamado de haz de
prueba puede ser etiquetado como L,. Este esquema, no solamente corresponde a una descripcion
abstracta del sistema del atomo y el campo, sino que también es la forma tipica de la realizacién
experimental y de hecho es montado de manera préctica y eficiente de esta forma, la cual fue

descrita en la seccion 1.5.6 sobre la espectroscopia.
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Figure 2-2. Esquema abstracto de la absorcién saturada para

un conjunto de atomos con dos haces contra-propagantes.

Realizado por: Quinllin, Sandy. 2020

El esquema presentado en la Figura 7-2 y que estamos interpretando mediante las ecuaciones
dindmicas en (131) en la configuracion de dos campos, nos permitira hacer una descripcién
simplificada y detallada del sistema en consideracion. Para ello, vamos a considerar y
manteniendo en mente el esquema experimental, en donde se tiene un solo laser con la misma
frecuencia, lo que significa que w,, = w,, = w,. De manera, las desintonias tendran la siguiente

forma:
6= w12 — le = 6L1 = Wi — wLZ = 8"2’ (137)

lo que significa a su vez, que las desintonias son las mismas tanto para el haz de bombeo como

para el haz de prueba. Por otro lado, el vector de onda puede ser considerado como:
kL1 = _kLz' (138)

esto se entiende porque las direcciones de propagacion de las ondas electromagnéticas de interés
son contrarias. Para simplificar el analisis, kj, representara el vector de onday como se encuentran
en direcciones contra-propagantes, las ecuaciones tan solo dependeran de los médulos del vector

de onda y del signo que acompafia la direccion de la propia onda electromagnética.

Por otra parte, la composicion de fases de la ecuacion (131) y para el caso en particular de la

diferencia de dos frecuencias idénticas, se puede expresar como:

5L1L2 = Wy, — sz =0. (139)

1

De manera analoga, para la diferencia de vectores de onda en la ecuacién (128), tenemos que:
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kL1L2 = _kLZLl = kL1 + kLZ = ZkL (140)

la cual corresponde a la suma positiva (0 negativa) cuando se encuentran colineales y
proporcionales a k; . Recordemos de la seccion de los coeficientes de absorcion en (2.1) donde la
informacion sobre las transiciones se encuentra ya sea dentro del elemento de matriz p,, 0 dentro
de p;1, apenas conectados por la ecuacién (127). Entonces, luego de este breve analisis de los

vectores de onda y las frecuencias, se sustituye la ecuacion (135) en la ecuacién (136), esto es
oS (R, v, 1)
11) gk)* (kLkL]-'R+5LkL]-t) 1 1

P b— ,
4k1 1 5LkL tv- kLkL) )/+i(6Lj+v-ij) V—l(8Lk+v-kLk)

y recordando las consideraciones anteriores (137-140), tenemos:

1 _Q( })Q(Lk)* (kLkL]-'R) 1 1

12) 21 ““12
p (R,v) ~2 + . .
22 4k}j:1 F—lv-kLij y+l(6+vkL]) y—l(5+v.kLk)

Desarrollando la sumatoria se obtienen 4 términos:

(L1) o (L1)*
p4D (R ) = 105705 { 1 n 1 }
22 M 4 r y+i(6+v-k) y—-i(6+v-ky)
10fPa" ( 1 .\ 1 }
+1Q§li1)gglzlz)*e—2ikL~R{ 1 N 1 }

1 QgLf)ﬂngl)*ez”‘L'R{ 1 N 1 }
4 TH2v-k, W+id+v-k) y—i(6—v-k))

donde tenemos los dos primeros términos diagonales proporcionales a los productos Q(L")Q(L")*

y los dos ultimos términos proporcionales a las coherencias !2( ’)Q(L")* con k # j. Reescribiendo

en una forma mas simplificada:

2 2
12) Y |~Q§1§1) |-9$2)
Pz (R T2ry2+ (S +v-k)? 2Ty P+ (6 —v-ky)?
1 _Q(Ll)_Q(LZ)* —2ikL'R y+iv-k;
2 fy+i(6—v -kDHy—i(6+v-k.)} {I" + 2iv - kL}
1 _Q(Lz)ﬂ(lq)* 2iky R y—iv-k;
2 y+i(6+v-k)Hy—i(6—v- kL)}{ - 2iv - kL}'

Tomando la media especial sobre los elementos de matriz, se tiene
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L)|? (L2)|?
< (12) )> |‘2 r |”12 (141)
2hy2+ (5 +v-k)? 2ly2+ (6 —v-ky)?
esta expresion dentro del marco experimental es valida cuando |(2(L1) > |(2(L2) , por tanto
w|?
|o5; (142)

(12)
<p22 ()> 2Ty + (5 +v-ky)?

ya que el haz de bombeo es siempre mucho mas intenso que el haz de prueba. De hecho, la
intensidad de la luz es proporcional a |E,; |? de la ecuacion (123), es decir proporcional a la
amplitud de la luz, que en este caso se encuentra escrito de manera implicita dentro de la

frecuencia de Rabi.

Como sabemos la SAS tiene un origen netamente experimental, y desde luego el analisis de las
poblaciones debe corresponder con los espectros. Como ya fue mencionado en la seccién de la

inclusion del movimiento atomico, la media espacial <p§’22)(v)> esta relacionada con el llamado

coeficiente de absorcion que es proporcional a la intensidad y a la distribucion de velocidades del
gas. Como es natural, dicho coeficiente correspondera a la convolucion de la Lorentziana de la
ecuacion (138) y la distribucién de Maxwell-Boltzmann en (116), integrando sobre las posiciones

tenemos:

Ra®) = [ R pra(Rv) = Wo(w) o557 w), (143)

en donde la informacion sobre la poblacion del nivel excitado es el producto de la propia

distribucion y el valor promedio.

En contraste, podemos hacer una conexion de la poblacion en el estado base con la ecuacion
(127). De hecho, en el esquema experimental es la poblacion del estado base el que se mide en el
espectro, y la porcion de 4&tomos que se encuentran en el estado excitado se medird usando la

siguiente expresion:

R @) = Wo[1- (o2 @), (144)

Todo el desarrollo anteriormente descrito, es lo que se denomina en espectroscopia como esquema

de agujeros. En donde, hay una ausencia de atomos que estaran poblando el estado excitado.

Por otra parte, si escogemos las condiciones

[6] < ku, y < ku, (145)
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nos encontraremos en el llamado limite Doppler. u es la velocidad mas probable y es una funcion
de la temperatura. Este limite es aquel en el que una muestra puede ser enfriada mediante técnicas
de enfriamiento laser desde el punto de vista experimental. Pero que no es un fenébmeno que se
encuentra relacionado con las muestras de Litio en celdas calientes, ya que este limite es valido

apenas para bajas presiones y temperaturas ambientes.

2.5.Dos niveles con estructura interna
2.5.1. Importancia de la estructura fina e hiperfina

Como ya fue mencionado anteriormente la estructura fina esta completamente determinada, por
los efectos de los acoplamientos entre el espin del electrén y el momento angular orbital (seccion
1.5.1.5). Para todos los 4&tomos hidrogenoides, en especial los alcalinos como Litio, el Sodio, el
Potasio, el Rubidio y el Cesio, las reglas de suma de momento angular son como las que se
mostraron en la seccion 1.5.1.1 y pueden ser aplicadas directamente. Por un lado, se tiene los
nameros cuantico de momento angular orbital son siempre ndmeros enteros positivos es [ =

0,1,2, ... y por otro, se toma en cuenta que el espin del electrén de valencia o el electron mas

res . , L s . 1
externo que se encuentra en la Gltima capa tiene un numero cuantico semi-entero, esto es s = >

La suma de momento, angular es entonces J = L + S, donde L y S son los respectivos operadores
de momento angular orbital y de espin. El resultado bajo las sumas de momento angular es que
la combinacion j, varia como |l — s| < j <[ + s. En este sentido, es posible tomar I =0y [ =

1, como el estado base y como el primer estado excitado, respectivamente. En el estado
. , o . 1
fundamental, el cual se lo asigna [ = 0, el nimero cuantico total es j = =Y €n este caso a este
estado se le llama 251/2. Por otro lado, al primer estado excitado, es decir el que tomamos con
. o . . 1 . 3
[ =1, el nimero cuéntico total j se rompe en dos, esto es j = SYi=3a los cuales llamamos
como 2P1/2 y 2P3/2, respectivamente. Las transiciones del estado fundamental al primer estado

excitado, estoesl = 0 — [ = 1, se conocen como lineas-D y se pueden clasificar como:
.2 2 .2 2
D1: “S1/2 = “Pijz,  Dg: “Syp = “P3)5.
Dichas transiciones usualmente las restringimos dentro de la aproximacion de dipolo. El super-

indice 2 en todos los estados esta relacionado con la multiplicidad del espin, 2s + 1.

La naturaleza completa de los isétopos hidrogenoides son determinados por el espin nuclear I, y
el acoplamiento con J es lo que genera la estructura hiperfina, como ya fue mencionado en la

seccion 1.5.1.6. De esta forma, llegamos a la suma de tres momentos angulares (ver 1.5.1.2)

-~

F=I+j=1+L+S.
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También, como ya fue mencionado en la 1.5.2, el &tomo de interés es el atomo de L.itio, el cual
puede ser un fermidn o un bosén, como se muestra en la Tabla 1-2. El estado fundamental y el
primer estado excitado con todos sus nimeros cuénticos explicitamente son presentados en dicha
tabla. En este sentido, el momento angular hiperfino estard condicionado por las reglas de suma
de momento angular, |j —I| < F <j+ 1, con —F < mg < F. Por tanto, siguiendo la estructura

hiperfina de la seccion 1.5.1.6. una buena base para este estado de momento angular total es:

|$j1F M),

en donde j estd asociado a la estructura fina, I etiqueta el is6topo, y F M representan la estructura
hiperfina. Las correcciones de la energia debido a la presencia de estos términos de correccion
fueron presentadas en la ecuacién (46). Esta descripcion en principio es una forma general de
representar un sistema de muchos niveles, en especial las transiciones del estado fundamental al
primer estado excitado. En nuestro caso en particular tenemos la estructura para los isétopos de
Litio (ver Figura 1-1).

Tabla 1-2. Estado fundamental y primer estado excitado para
los isétopos de SLi (fermidn) y "Li

l‘j‘I‘F| Mg l‘j‘l F! My
Estado base Estado base
olLl1]2 11 o | 21311 ] o1
2 2 -2 2|2
S I 2| osnx2
2 2'72
Estado excitado Estado excitado
1 1 1 1|3
1111 = + = 1|(=|=|1 0,+1
2 2 2 2|2
6 i 3 1 3 Li
= -1 2 0,+1,+2
2 —2 72
1 E 1 l +l 1 E g 0 0
2 2 —2 2|2
§ +l’+§ 1 0,+1
2 —2'72
5 1 3 5
| +=,+=,+= 2 0,+1,42
21727272
310+1,4+2,43

Realizado por: Quinllin, Sandy, 2020.

Como es natural, un sistema multi-electrénico y con estructura para varios niveles suele ser un
problema complejo. Sin embargo, podemos estudiar las transiciones entre niveles simplificando
de manera abrupta al problema a cuasi-dos niveles (lo tratamos como un sistema de dos niveles
como en la seccién 1.5.4), pero esta vez teniendo en cuenta las posibles degeneraciones
provenientes de la presencia de los diferentes momentos angulares de espin. Hablamos de un

sistema de cuasi-dos niveles porque lo tratamos para algun F; como estado base y otro F, como
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estado excitado, sin embargo y como se ve en la Tabla 1-2 continta siendo un sistema de muchos
niveles. Esto quiere decir que, en el esquema para el atomo de cuasi-dos niveles el estado puede

ser generalizado como:

In, a) - [§jIFME),
¢ esté relacionado con otros nimeros cuanticos. Ahora a que es la degeneracion del sistema, se
manifiesta de manera explicita mediante la multiplicidad del momento angular hiperfino.
Entonces se puede construir la dindmica del sistema de cuasi-dos niveles, si consideremos la

matriz densidad y sus elementos de manera general en la imagen de interacciones de la ecuacién

(92), pr(:()x;mﬁ = Cn,acr*n,[} en donde, o y B indicaban las degeneraciones del sistema. Por tanto,

ahora la base contiene los elementos de la estructura hiperfina, y a su vez la matriz densidad sera

representada de manera general como (Blum, 2012, p.72):

(§J2l FMp | py|Ej1 1 F1Mp1) = (€jl FoMpo [t (0))a) (€)|€j11Fy Mp)

— a
= pégl:)jljz (FiMgy, F,Mp),

notamos que & y I se encuentran con valores fijos dentro de la estructura hiperfina (ver Tabla 1-
2). Adicionalmente, tenemos los nimeros cuanticos asociados al estado base etiquetados como
F; y Mg, y el estado excitado con nimeros cuanticos F, y Mg,. A modo de simplificar la notacion
podemos escribir los elementos de la matriz densidad como:

0] )
pfnlifmjn(FmMFm' FnMFn) = meMFanMFn'

sin perder generalidad.

2.5.2. Teorema de Wigner-Eckart

El teorema de Wigner-Eckart es una de las herramientas més importantes dentro de la fisica
atébmica y ha sido ampliamente demostrado en la literatura estdndar de mecénica cuantica (zettilli,
2001, pp. 412-415). Este teorema, enuncia que cada elemento de matriz de un operador tensorial
irreductible es un producto de dos factores: un coeficiente de Clebsch-Gordan y un factor que es

independiente de las proyecciones conocido como: el elemento de matriz reducido. Es decir

1 F. k F
(szMF2|qu|fF1MF1)= ( 2 !

J2F +1\Me2 g MF1>(EF2”qu||fF1); (146)
2

en donde la cantidad dentro del paréntesis representa el coeficiente de Clebsch-Gordan

F, k Fl)

F,kMpq|F,M z( 147
(F1 F1CI|2 F2) Mgy q Mgy ( )
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y{ |ITkqll ) es el elemento de matriz reducido del tensor Ty,. Los llamados tensores esféricos
o tensores de Racah, son representaciones generales de operadores con caracteristicas de
momento angular, asi como su estructura algebraica, de hecho, se puede decir que el tensor
esférico de rango k contiene un conjunto de proyecciones, ¢ = —k,—k+1,...,k—1,ko —k <
q < k. Este teorema permite compactar la notacion y reducir los calculos cuando se introducen

los grados de libertad internos (Schwinger, 1952, p.59).

El campo eléctrico en la descripcion de la ecuacion (119) y como se ha mencionado maultiples
veces es de origen semi-clasico, y en general es un campo que tiene una amplitud y polarizacion
que pertenece al cuerpo de los complejos. Como consecuencia, el vector de polarizacion puede
escribirse en la base de un tensor esférico

1
€= z (—1D)7 e_ge,. (148)
q=-1
En donde el vector de polarizacion es un tensor de Racah de orden k = 1, con proyecciones q =
0, +1 (Edmonds, 1957, p.72). Este hecho es también bastante conocido ya que la polarizacién de una
muestra que esta sometida a un campo eléctrico se puede expresar en una forma tensorial. Dicho

vector es un namero complejo y en general satisface la siguiente relacion

(eg) = (D)€, (149)
en donde
1 _
€ =N3, €41 = NG + (ny £ iny), (150)
€) = €3, €41 = ?iz(el + i€y). (151)

en el cual ny y €, son los vectores unitarios y las direcciones de polarizacién, respectivamente.
Este hecho, introduce importantes modificaciones en la forma de las frecuencias de Rabi, en
especial los elementos de matriz asociados al momento dipolar eléctrico ahora reescrito en la base

de la estructura hiperfina

(Ej2lFoMpy | - €]Ej11F  Mpq) = Z(—l)q E—q(szleMFﬂMq|fj11F1MF1)
q

= ERlkIER) ) (-1, Fp ko Fy
q

1
/2F2.|_1(MF2 q MF1)' (152)

Entonces, usando las relaciones de la ecuacion (123) las frecuencias en este esquema mas general

se convierten en
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ahora los subindices etiquetaran el nivel hiperfino que se estd tratando y dependeran
proporcionalmente al elemento de matriz reducido (EF,,||ull€F,) y es inversamente proporcional

a la multiplicidad del estado excitado.

2.5.3. Forma hidrodindmica para la estructura hiperfina

Aungue las extensiones de la matriz densidad fueron introducidas para estudiar los efectos de los
campos magnéticos sobre los &tomos, especialmente en el contexto de la astrofisica (Belluzzi, Landi
Degl’Innocenti y Trujillo, 2015, p. 3), han sido bastante (tiles dentro del contexto de la fisica atdmica,
ya que nos permite tener acceso a los grados de libertad internos de los d&tomos. Para entender
esto, es necesario tomar las formas hidrodindmicas a partir de las ecuaciones (128), y haciendo
uso del teorema de Wigner-Eckart (146) y de la forma para las frecuencias de Rabi generalizadas

(152), podemos plantear una ecuacion para los elementos de la diagonal principal:

)

pF1MF1F1MF1 - _ p(l) + I—-MFz Mpa (D)
at F{Mp1FiMp, Mpy,Mp, D FiMp1FiMp,
MFlMF1
i F —i .
- n (Lk)* 2 ilkr, -R+6L,t
2 Z ZszMszan A (MF1 q Mpz)e uckeons) - as4)
qMsz
Z Z( 7,0 oo, (Fl 1 F )ei(kLk-R+6th)
2 FlMFlFZMFZ F1F2 4 MFl q MFZ )
a,Mpz k=
Mientras que para el otro vamos a tener:
p(l)
FaMp2FaMp, =_—p-7p® _ Z I:MFZ,M,’,—Z n
at FyMpF,Mp, Mp1,Mpy © FMp2FMpy
MFZMI,:'Z
0 289" ()’ F2 ) g-ilku R+o0,t)  (155)
szMF2F1MF1 FFy €q MFl q Mg,
qMF1
IR0 (Li) ( FF 1 F ) iy R+51,,t)
Z Z( 1) QFlMFlpzMFZQFlFZE_q MF1 q MFZ € )
qul
rMreMrz o, FMP2ME2 500 |05 anchos de decaimiento en completa analogia con la ecuacion (103)
MFpq1,Mp4q Mp1,Mpq

y dependeréa del sistema de cuasi-dos niveles que se esté tratando, con sus correspondientes anchos
naturales de decaimiento. En consecuencia, nos quedan los términos fuera de diagonal principal

o0 coherencias, que al igual que la ecuacion (126) pueden ser escritas como

ang)M M
— ) 0)
% =—p- VPFIMFleMFZ — VPR Mp,FyMpy (156)
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2 ZQ(Lk)* p® (F1 1 F )e—i(kLk~R+6th)
FFy F1’MF1F1M£1 M;'l q Mg,

qMFl

z ZQ(Lk)* ) p® ( Fir 1 F )e—i(kLk-R+5th)
2 FZFl €q FoMpaFoMp \Mpy  q My, ’
a.Mp, k

n 6] *
pFlMFlFZMFZ - {pFZMFZFlMFl} ' (157)

y contiene también las colisiones posibles y los anchos de decaimiento, como en (102).

Adicionalmente tenemos:
0L, = Wpp, — WL (158)

que corresponde la desintonia del estado base y el estado excitado.

Vale la pena remarcar que la matriz densidad viene con las caracteristicas tipicas de un sistema
de momento angular, ya que viene diagonal, pero en blogues (Blum, 2012, p.79). Es decir que el
Hamiltoniano no perturbado en analogia con la ecuacion (67) deberd contener todas las
multiplicidades de las proyecciones, por un lado, tenemos que en la diagonal el primer bloque
tendrd (2F; + 1) x (2F; + 1) entradas, mientras que para el segundo bloque se tendra (2F, +
1) X (2F, + 1) entradas.

Finalmente, lo que obtenemos de manera general para la estructura hiperfina es el promedio

espacial del sistema como una extension de la ecuacion (142)

Ly |?
1.2) 1 FF 1 F\/F 1 F |!2F1Fé
<pF2F (v)> z Mp2,Mp, (MFl q MFZ) (MFl q Mllfz) Y2 — (6 +v-k)?
quz Mg, Mpy,Mfpy
y z: 1 |Eg, |2 (a 1 5)(& 1 Q)I@BMMHW
(2F, + 1)2A2 pMr2Mp, \Mpy @ Mpz) \Mpy g Mg y? — (8§ +v - k)?

q Mp2,Mp, Mp1 Mfy

(159)

y nuevamente por analogia deberiamos tener un esquema similar al esquema de agujeros. Solo

que ahora tienen que llevarse en cuenta todas las posibles transiciones.
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CAPITULO 11l
3. RESULTADOS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

3.1. Andlisis de la Espectroscopia de la Absorcion Saturada

Como sabemos la necesidad de implementar la SAS nace del hecho que los d&tomos tienen una
temperatura finita (T # 0), esto quiere decir que para bajas temperaturas el comportamiento del
ensamble atémico es diferente que para altas temperaturas. Como mostramos en la ecuacion (111)
la poblacidn del estado base en principio deberia tener una distribucién Lorentziana (linea negra)
como se muestra en el Gréfico 1-3, cuyo ancho en principio deberia ser proximo al ancho de
decaimiento I'. No obstante, debido a la temperatura a la que se encuentra el gas o ensamble, nos
lleva a que existe una convolucion de una Gaussiana con un Lorentziana como se muestra en la
ecuacion (117). En donde el coeficiente de absorcion para un solo tipo de velocidades (v3) es una
Lorentziana con un ancho completo a la mitad del méaximo (FWHM: Full width half maximun)
igual a 2y que esta centrada en la frecuencia de cambio Doppler cuando § = —kvs; = —ku. Sin
embargo, el perfil de absorcion es una composicion de Lorentzianas individuales ponderadas con
una distribucién Doppler de velocidades atdmicas, es decir una distribucion de Maxwell-
Boltzmann (116). Como consecuencia para altas temperaturas la parte dominante de la
convolucién seré la Gaussiana (linea naranja) como se muestra en el Gréfico 1-3, enmascarando

totalmente la distribucion Lorentziana.

Asa

0 )
Gréfico 1-3. Perfil de absorcion del vapor (en unidades arbitrarias) como funcion del desintonia.

Los perfiles de una Lorentziana (negro) y de una Gaussiana (haranja).
Realizado por: Quinllin Sandy, 2020
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Una vez que fueron planteadas las ecuaciones hidrodindmicas para dos campos en la ecuacion
(131) las resolvimos usando teoria de perturbaciones a partir de la forma de (129). En el caso en
particular de la SAS solo fue necesario ir hasta segundo orden, para ver las correcciones de la
poblacién a través del elemento de matriz p,,. Como sabemos un (nico haz produce una
distribucion Gaussiana como la que se mostrd en el Gréfico 1-3, nuestra referencia poblacional
es siempre la poblacion en el estado base. El Grafico 2-3 muestra la poblacion del estado base
interactuando con un sélo haz de luz, lo que deriva en una distribucién Gaussiana representada
con la linea discontinua y color naranja. Sin embargo, cuando el segundo haz de luz comienza a
interactuar con los mismos atomos de la muestra, una pequefia porcién de estos &tomos comenzara
a ocupar el estado excitado y como consecuencia tendran una distribucion de Lorentziana
invertida proveniente de la ecuacion (142), la cual es representada en el mismo gréafico con la
linea discontinua y color verde. Por lo tanto, el espectro de absorcion final tendra un déficit en la
poblacidn del estado base debido a la fraccién de atomos que se encuentran en el estado excitado.
Este resultado corresponde a la ecuacién (144) y a la linea continua negra el Grafico 2-3. Este
resultado no s6lo reproduce un sistema experimental de manera cualitativa, sino que también
introduce los efectos no lineales de la interaccion de la luz con la materia. El centro del agujero

se ubicara alrededor de la desintonia como se muestra en el Gréafico 2-3.

Ry (v)

-
-
e

5 0 k-v

Gréfico 2-3. Densidad de poblacion del estado estable como funcidn de la velocidad en el llamado

esquema de agujeros (unidades arbitrarias).
Realizado por: Quinllin Sandy, 2020
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Como ya fue mencionado, las propiedades de la luz alteran notablemente el comportamiento del
espectro de absorcion. El Grafico 3-3 muestra el cambio en la intensidad de la luz de bombeo, lo
que indica que si aumentamos la intensidad del campo méas &tomos comenzaran a poblar el estado
excitado. En este gréafico representamos la SAS para diferentes valores de intensidad relativa,
donde la linea naranja corresponde a nuestra referencia en intensidad, la linea azul es
aproximadamente 2.78 veces mas intensa, y la linea gris es 4.59 ain mas intensa. Los perfiles de
absorcion se encuentran fijos para una desintonia en particular. EI agujero no puede aumentar
indefinidamente porque tanto el ancho de decaimiento, la tasa de colision y la frecuencia de Rabi
limitan el proceso, y por tanto también tienen un maximo en Lorentziana y minimo en la

absorcion.

Ri1(w) | | | ]

Gréfico 3-3. Densidad de poblacion del estado base en el esquema de agujeros para diferentes

intensidades de la luz (unidades arbitrarias).
Realizado por: Quinllin Sandy, 2020

El Gréfico 4-3 se muestra el comportamiento del perfil de absorcion para diferentes desintonias,
—2.56, =6, 0, 8§, 2.58; y de acuerdo con la ecuacién (77) se tendra un desplazamiento en
frecuencia hacia el rojo cuando estas desintonias son negativas y hacia el azul cuando son
positivas. Se dice que la desintonia se encuentra hacia rojo si la frecuencia de la luz es menor que
la frecuencia de resonancia atmica, caso contrario sucede cuando se encuentra hacia el azul. En
este grafico también se evidencia como la convolucion se ve modificada debido a la posicién

relativa de la desintonia dentro de la Lorentziana de la ecuacion (142).
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Ry, (W)

256 -6 5§ 258 k-v

Grafico 4-3. Densidad de poblacion del estado base en el esquema de agujeros para diferentes

desintonias (unidades arbitrarias).
Realizado por: Quinllin Sandy, 2020

3.2. Andlisis de la estructura hiperfina y el &tomo de Litio

Como se menciond desde una perspectiva conceptual y practica el problema de la espectroscopia
no-lineal, requiere de un profundo anélisis en los elementos de la fisica atomica, en especial
aquella que esta relacionada con la interaccion de radiacién-materia en tomos alcalinos. Nuestros
resultados, en la seccidn 2.5, muestran como debe hacerse la extension del sistema simplificado
de dos niveles a un a&tomo que posee una estructura hiperfina como la del &tomo de Litio. También,
se visualizo el efecto de la radiacion electromagnética al inducir transiciones Opticas entre los
estados hiperfinos, y el papel que juega el efecto de dos campos electromagnéticos contra-

propagantes en dichas transiciones.

Adicionalmente, en la seccion 2.5 se mostré como debe hacerse la extension de la matriz densidad
con estructura interna (seccion 2.5.1), en donde se introdujo la base correcta para dicha
descripcion, asi como el cambio de base usando el teorema de Wigner-Eckart (seccion 2.5.2).
Resaltando principalmente las propiedades de la ecuacion Liouville en la forma hidrodinamica en
la imagen de interacciones, que permite comparar las formas funcionales de las ecuaciones (154-
(157) con (128), ya que estas usualmente se representan en la literatura en la imagen de
Schrédinger (ver seccion 1.5.3). Notemos, que la introduccion de la estructura hiperfina se hace

necesaria para poder describir los espectros de origen experimental.
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Por otra parte, se pudo comprobar que el sistema del atomo de Litio es un sistema altamente
complejo, especialmente a lo que se refiere a las transiciones de las lineas D1 y D2 para los
isétopos de Litio (ver Seccion 2.5.1). Sin embargo, el comportamiento cualitativo desde las
ecuaciones hidrodinamicas presentadas en (154-(157) nos inducen a pensar, de acuerdo al
contexto de la SAS, que la distribucion de los sub-niveles hiperfinos del estado base M, en el
limite de altas temperaturas también tendran una porcion de la poblacién en el estado excitado
con sus correspondientes subniveles Mg, los cuales precisamente obedecen el comportamiento
Lorentziano de acuerdo a la ecuacion (159). De esta manera, podemaos inferir que el espectro de
absorcion serd una convolucion de mdltiples Lorentzianas con una Gaussiana para una

determinada velocidad promedio.

Aungue el desarrollo estd inconcluso porque es un problema altamente complejo y complicado
de resolver debido al gran nimero de ecuaciones dindmicas que tiene el sistema. Vale la pena
resaltar que nuestro principal resultado son las ecuaciones (154-(157) y establece los principios
bésicos para hacer una extension hacia un calculo numérico, con el cual podemos obtener valores
cuantitativos para comparar directamente los efectos de la estructura hiperfina manifestados en el

espectro de absorcion del &tomo de Litio.
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CONCLUSIONES

Se hizo un estudio exhaustivo de momento angular, teoria de perturbaciones, estructura fina e
hiperfina haciendo un analisis detallado para atomos hidrogenoides. A partir de primeros
principios, se formul6 el Hamiltoniano no perturbado propuesto en la ecuacion (9), en donde se
establecio la escala energética inicial proporcional a la constante de estructura fina azg ~
(1/137)2. Luego se planteé una familia de perturbaciones a primer orden para diferentes escalas
energéticas, la primera proporcional a azs para la estructura fina en (23) y (25), y la segunda
proporcional a aS¢ para la estructura hiperfina en (29) y (31). Esto demostré que para resolver la

estructura hiperfina tiene que existir una precision de 1 en 10~ en la espectroscopia a ser usada.

Se estudio el sistema de dos niveles usando el formalismo de matriz densidad en diferentes
representaciones, entre estas, las imagenes de Schrodinger (seccion 1.5.3.1), de interacciones
(seccién 1.5.3.2), e interacciones del campo (seccién 1.5.3.3). Se escribié de manera explicita la
ecuacion de Liouville para cada una de las representaciones. En cada uno de los casos se estudid
el Hamiltoniano de perturbaciones usando la aproximacion de dipolo, ademas de introducir los

efectos de la emisidn espontanea y los efectos de las colisiones.

Se extendio el formalismo de matriz densidad para un ensamble atémico. Y mediante este, se
incorporaron los efectos de la temperatura a un gas atbmico que interactda con un campo
electromagnético monocromatico. Ademas, se estudiaron las soluciones en equilibrio y los

efectos de la interaccion radiacion-materia para determinar el coeficiente de absorcion (116).

Se reescribio la ecuacion de Liouville en la forma hidrodinamica (seccion 2.3), y luego aplicando
de teoria de perturbaciones iterativa sobre matriz densidad (seccién 2.3.2), se encontraron las
formas en equilibrio para la interaccion del atomo con mas de un campo electromagnético. Y, a
partir de estos resultados se introdujeron los efectos dos campos contra-propagantes para el
estudio detallado de la distribucion de poblaciones en la descripcion de la espectroscopia de
absorcion saturada. Mostrando que es posible obtener el espectro de absorcion en el esquema de

agujeros (144).

Por ultimo, se extendi6 el formalismo de la matriz densidad incluyendo los efectos de la estructura
hiperfina en el marco de la formulacion hidrodindmica (seccion 2.5.), y se hicieron los
correspondientes andlisis sobre la espectroscopia de absorcion saturada de un gas de los isdtopos

de Litio. Encontrando una forma analoga pero inconclusa para la estructura hiperfina.
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RECOMENDACIONES

Hacer un anéalisis méas detallado y cuantitativo requiere de un analisis mas profundo del sistema
de dos niveles, requiriendo hacer una extension como minimo a un sistema de tres niveles. para
explicar no s6lo el esquema de agujeros, sino que también el esquema picos, ampliamente
estudiado en la fenomenologia espectroscopica de los gases alcalinos (Das y Natarajan, 2007, p.

1-9). En otras palabras, se requiere hacer un estudio mas detallado para sistemas mas complejos.
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